Olimpiai szakkoér, Dobos Sandor 2004/2005

2004. szeptember.17.

1

Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan a természetes szam van, amely a kovetkez6 tulagjdonsagu:
barmilyen természetes szamot jel6l is n, sohasem lesz prim a kdvetkez6 z szam

z=n'+a

Hatarozzuk meg az 6sszes olyan n pozitiv egész szamot, amely a kdvetkezé tulgjdonsaga: Az {n,
n+1, n+2, n+3, n+4, n+5} halmaz Ggy bonthato fel két kdzos elem nélkili nemires halmazra, hogy
az elemek szorzata mindkét részben ugyanannyi.

Mutassuk meg, hogy a{2"-3} (n=2, 3, 4, ...) sorozat tartalmaz olyan végtelen részsorozatot,
amelynek barmely két eleme relativ prim.

Bizonyitsuk be, hogy ham, n nemnegativ egészek, akkor a kdvetkez6 szdm is egész lesz:

(2m)(2n)

mn(m+n)’
Bizonyitsuk be, hogy
i 2n+1 ok
ol 2k+1
n semmilyen természetes egész értéke esetén sem oszthat6 5-tel.

Legyen A a 444444 szamjegyeinek Osszege. Legyen B az A jegyeinek dsszege. Mennyi B
jegyeinek 6sszege?

Ezek régebbi olimpiai feladatok 69/1., 70/4., 713., 72/3., 74/3., 74/4.

2004. oktober 1.

1

Az ABC haromszogben ABCD 3 60° és BACD 3 60°. A B-bdl indul6 belss szogfelezé
talppontjaL, az A-bdl indulé magassag talppontjaH. Mekkoraa AHLD , ha BLCD =3AHLD ?

Hatérozzuk meg mindazon pozitiv egész n szamokat, melyekre az alébbi egyenletnek van pozitiv
egészekbdl 816 (X', y', U, v') megoldésa:

X+Yy+U+Vv=n/xyuv.

A k és K korok koncentrikusak, k akisebb. A K kér AC hirjaa B pontban érinti akis kort, az AB
szakasz felezépontja D. Egy az A ponton dthaladod egyenes az E és F pontokban metszi a k kort.
Tudjuk, hogy a DE és CF szakaszok felezémerdlegeseinek M metszéspontja az AB szakaszon van.
Hatérozzuk meg az AM : MC arényt!

Keressilk meg az aldbbi egyenlet megoldasait a természetes szamok korében:

x? +y? =1997(x - y).
Négy egységnégyzetbdl készitiink egy tetraminét: harom egymas mellett van, anegyedik valamelyik
szélsé oldaldhoz csatlakozik és igy egytt L-alaktak. Hany 100-nal kisebb terlletii olyan téglalap
van, amely hézag és atfedés nélkil fedhet6 ilyen tetramind L-al akokkal ?

Legyen n>1 egész szam. Hany olyan f : {1,2,3,....n}—{1,23,4,5} flggvény van, amelyre
|f(k+l)- f(k)|3 3,hak=1,2,...,n1?
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Hazi feladat:

7.

Egy szdmtani sorozat tagjal és differenciga is pozitiv egészek. A sorozat elsé n tagjanak a tizes
szamrendszerbeli alakjéban sehol sem szerepel 9-es szamjegy. Legfeljebb mekkoralehet n?

Az ABC haromszog nem tompaszogii. Oldalaira kifele rgjzoltunk egy négyzetet, egy szabalyos m-
szbget és egy szabalyos n-szoget. (m,n>5). Ennek a hdrom szabalyos sokszégnek a kozéppontjai egy
szabdlyos haromszoget alkotnak. Hatarozzuk meg m és n értékét és azt is, mekkorak lehetnek az
ABC hé&romszdg sztgei!

2004.0ktéber 22.
1-3. Megbeszéltik a K Urschak verseny feladatait.

4. Egy nxn-es sakktdbla minden mezéjén egy huszér dl. Atrendezhetk Ugy, hogy akik eredetileg
totték egymast, azok szomszédosak legyenek? (Ké& mezd szomszédos, havan kdzos oldal uk,
vagy cslicsuk.) Oldjuk meg n=3 és n=8 esetén is.

5. lgazoljuk Casey tételét! A k kort belllrol érintik az a, b, ¢, d kérok. Jeldlje két kor (pl aés b)
kdzos kiilsé érintészakaszanak hosszét (ab). Ekkor (ab)(cd)+(bc)(da)=(ac)(bd).

Az dlitasigaz, hamind anégy kor kivilrél érint. Kilonbdzé oldalrdl érint6 korok esetén a kdzos
belsb érintészakaszt kell tekinteni. Az eredeti k kor lecseréhet6 egy egyenesreis.

6. Legyen az n pozitiv egész jegyeinek dsszege S(n), jegyeinek szorzata P(n). Hany olyan n |éezik,
melyre P(P(n))+P(§(n))+P(n))+SS(n))=1984?

Hazi feladat:

7. EgQy 4x4x4-es kocka egymashoz csatlakoz6 harom |apja tapétézhatd-e 16 darab 3x1-es csikkal ?

8. Az ABC hdromszdg beirt kdrének sugara legyen egységnyi. Jelélje ro az AB és AC oldalakat,

valamint a haromszog koréirt korét beltlrsl éinté kor sugarédt; hasonlGan értelmezzik az rp és re
sugarakat is. Hatdrozzuk meg ra+rp+re minimumat.

2004. november 12.

1

Egy szabdyos haromszog oldalait n egyenlé részre osztjuk és amegfelel osztopontokat dsszekdtve
aharomszoget n? darab kis szabéalyos haromszogre vagjuk. Legfeljebb milyen hosszul lehet egy olyan
kis haromsztgekbdl dlé lanc, melyben a szomszédos haromszégeknek van kézos oldala és minden
haromszdg legfeljebb egyszer szerepelhet?

Egy téarsasagban 10-en vannak. Barmely harom kozétt van 2, akik ismerik egymést. (Az ismeretség
kolcsonos.) Igazoljuk, hogy van 4 ember koztik, akik mind ismerik egymést!
Gondoljuk meg, hogyan véltozhat afeladatban a 10-es szam! Lehet 9, vagy 8?

Beszdltiink a Ramsey szamokrdl, megadtuk R(3,3), R(3,4), R(3,3,3) értékét.

3.

Egy hatpontu graf éeit pirossal és kékkel szinezzilkk. Igazoljuk, hogy legaldbb két egyszinii
haromszog lesz!

Megadtuk dltaldnosan is egy n pontu teljes gréf szinezéséné a keletkezé egyszinii haromszdgek
szamanak minimumat.

Egy 6t tagll sorozat elemei kil 6nb6z6 val s szamok. Bizonyitsuk be, hogy bekarikdzhatunk kozil ik

harmat Ggy, hogy a bekarikézott szamok vagy névekvo, vagy csokkené sorozatot alkotnak.
Hany tagu sorozat esetén fogunk biztosan taldni négy bekarikazhat6é szamot ilyen feltételekkel ?
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Megmutattuk, hogy (n-1)(k-1)+1 tagl sorozat esetén biztosan lesz vagy n tagu nbvekvé, vagy k taga
csokkend részsorozat.

Hézi feladat:

5.

Az 1,2, ..., 42 szamok ko6zul barmely kettdt dsszekotiink 3 szin valamelyikével. 1gazoljuk, hogy
lesz négy szam x<y<z<v Ugy, hogy a koztik fut6 élek azonos szintiek! Elesithetjik-e afeladatot 42
helyett kisebb szamra?

Egy k tagu tarsasag tagjai kozt harom fajtalehet akapcsolat, utaljak egymast, szeretik egymast, vagy
kdzombosek. Mindegyik kdlcsonds. Tudjuk, hogy minden fajta kapcsolat 1étezik. Mely k esetén
lesz biztosan a térsasag tagjai kozt 4 ember, melyek kdzott mind a harom kapcsolat tipus
megtalalhat6?

2004. november 26.

1. Szerkesszilk meg azt a kort, mely kivilrél érinti az ABC haromszog koré irt kort és érinti az AB és
AC oldalegyeneseket.

2. lgazoljuk, hogy 2"-nek van njegyii olyan tébbese, melyben csak az 1 és 2 jegyek szerepelnek.

3. A kozos pont nélkili k és| kérok hatvanyvonal énak tetszéleges P pontjabdl érintéket hiizunk a
korokhoz. Igazoljuk, hogy P vaasztasatdl fliggetlenil az érintési pontok altal meghatarozott
konvex négyszog étléinak metszéspontja mindig ugyanaz a pont.

4. lgazoljuk, hogy minden pozitiv egész k szamhoz | étezik olyan k jegyii szam, mely oszthaté
jegyeinek tsszegével ésjegyei kdzt nem szerepel a 0.

5. Adottak ak, | ésmkorok. Szerkesztendé olyan kor, mely mindharmat egy-egy atméré
végpontjaiban metszi.

6. lgazoljuk, hogy n egész szam kozll kivadaszthaté néhany Ugy, hogy 6sszegik oszthatd n-nel.

7. lgazoljuk, hogy minden s pozitiv egésznek van olyan tobbese, melyben ajegyek dsszege éppen s.

Hazi feladat:

8. A késl korok kozos pontjai M ésN. A két kor M-hez kozelebbi kozos érintdje e, ez k-t ésl-t
rendre A-ban és B-ben érinti. Az M-en & e-vel parhuzamosan hizott egyenes kimetszi k-bdl C-t, |-
bél D-t. A CA és DB egyenesek metszéspontja E. Az AN és BN szakaszok metszéspontja CD-vel
P ésQ. Igazoljuk, hogy EP=EQ.

9. Legyen k nemnegativ egész szam és tegyik fel, hogy az au, ay, ..., an egészek legal dbb 2k

kil 6nb6z6 maradékot adnak (n+k)—val osztva. Bizonyitando, hogy a szamok kodzott van néhany,
amelyek osszege oszthat6 (n+k)—val.

2005. januar 14.

1

2.

Az ABC haromszdg koré irt kdrének pontja P. P merdéleges vetllete az oldalegyenesekre A', B',
C'. lgazoljuk, hogy A', B’, C' egy egyenesen vannak.

Vannak-e olyan a, b, ¢, d, x egészek, amelyekre
x* +a?=(x+1) +b? = (x+2) +c® = (x+3) +d>.
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3. Egy 06tszog csuicsaira val 6s szamokat irtunk. A cstcsokat 6sszekoté szakaszokra rairtuk a
végpontokon levo két szam Osszegét. Ez utdbbi szamok kozul 7-rél tudjuk, hogy egész. Igazoljuk,
hogy atobbi is az.

4. Az ABC haromsz6g magassagpontja M, kdordiilirt korének kézéppontja O, sugara R. Tikrozzik a
haromszég cstcsait rendre a szemkozti oldalegyenesekre; legyenek a tikorképek X,Y,Z, éstegyik
fel, hogy ezek atikorképek egy egyenesen vannak.

Mutassuk meg, hogy OM = 2R.

5. Okos Ott6 felsorolta az n természetes szam pozitiv osztGit nagysag szerinti sorrendben. Elséként az
1-et, majd sorban egymas utan, végil nyolcadikként kovetkezett az n. A hatodikként felsorolt d
osztérdl tudjuk, hogy 19<d<26. Mi lehetett n?

6. Az ABCD trapézban a parhuzamos oldalak AB és CD, AC=BC. Az AB oldal felezépontjaF, az F-
et tartalmazd e egyenes az AD szérat P-ben, a BD atl6 B-n tdli meghosszabbitasat pedig Q-ban
metszi. Legyen ACPD =20°. Mekkoraa QCBD szig?

Hazi feladat:

7. Egy sakk kdrmérkszésnek k résztvevoje volt (k paratlan); mindenki mindenkivel pontosan egyszer
jétszott; gyézelemért 2, dontetlenért 1, vereségért 0 pontot kaptak. A verseny végén mindenkinek
mas volt az el ért pontszdma. Legfeljebb mennyi |ehetett a dontetlen jatékok szama?

2005 januar 28.

Az M halmaz elemei egészek. Az elemeket csokkené sorrendben valtakozo eldjellel tsszeadva
kapjuk az M) értéket. Pl S{1, 2, 5, 8})=8-5+2-1=4 Mennyi lesz az M) értékek 6sszege, ha M
végigfut az {1, 2, ..., 7} hamaz tsszes részhamazan?

2. Adott 2005 halmaz, mindegyik 45 elemii. Barmely kettének pont 1 kézos eleme van. Bizonyitsuk
be, hogy mindnek egy kézds eleme van.

3. AH={1,2, ..., 20) hdmaz 9 elemi részhalmazaihoz az f fliggvény hozzarendel egy szamot H-bdl.
Igazoljuk, hogy H-nak van olyan tizelemi T részhalmaza, melyre f(T\{ k} ) k teljesiil, hak eleme T-
nek.

4. Egy valaatnak 70 dolgozdjavan. Barmely két dolgozd —A és B— esetén van olyan nyelv, melyet
A beszél, de B nem ésvan olyan nyelv, melyet B beszél, de A nem. Legalabb hany nyelvet beszélnek
avdlaat dolgozéi?

Ezen feladat kapcsan kimondtuk és bizonyitottuk Sperner tételét: Egy n elemii halmaznak |egfeljebb
&n o
Qen U’ részhalmaza adhat meg gy, hogy semelyik se tartalmazza valamely méasikat.

e82 Hz

5. Egy konferencidn 9 tudds vett részt. Barmelyikiik legfeljebb 3 nyelven beszélt. Barmely harom kozt
van kett6 olyan, akik beszélnek kdzos nyelvet. Igazoljuk, hogy |étezik olyan nyelv, melyen legal dbb
harman beszél nek.

6. Egy 100 elemii halmaznak |egfeljebb hany részhal maza adhat6 meg gy, hogy koziil ik barmely ketts
vagy diszjunkt, vagy az egyik tartalmazza a masikat.

Hazi feladat
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7. Bergengdcia egy varosaban 2004-en laknak. 3 fés klubokat alakitanak, Gsszesen 2005-6t. Barmely
két klub tagsaga legalabb egy emberben kilonbozik. Igazoljuk, hogy létezik két olyan klub,
melyeknek pont 1 kdzos tagja van.

2005. februar 11.

1. Az ABC haromszdg minden csticsaaz N négyzet bel sejében van. A csticsok tikérképel aharomszog
sulypontjgraA’, B', C'. lgaz-e, hogy ezek kozil legaldbb egy N-nek belsé pontja?

2. Az ABC haromszdg B illetve C cslicsabdl indulé szogfelezéinek talppontja M illetve N. Az M
kezdéponti MN félegyenes a koréirt kort D-ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy ! = L + ! .
BD AD CD

3. Az ABC hdromszdg magassagpontjan athalad az e egyenes. lgazoljuk, hogy e-nek az
oldalegyenesekre val 6 tikoérképei egy ponton haladnak at.
A feladat tobb kovetkezményét is targyaltuk. (1.) Parabola hdrom érint6je akotta haromszég
magassagpontjan dthaad a vezéregyenes. (2.) Tetszéleges f egyenest az ABC haromszig
oldalegyeneseire tiikrézve a kapott egyenesek alkotta hdromszog beirt kbrének kdzéppontja az ABC
koréirt korén van. (3.) Négy egyenes dltd alkotott haromszogek koréirt korei egy ponton haladnak
at. Ez apont afékusza annak a parabolanak, melynek az adott egyenesek érintéi, vezéregyenese az
érinték dtal akotott haromszogek magassagpontjai dltal meghatarozott egyenes.

4. Az ABC hdromszog beirt kére az AB, AC, BC oldalakat rendre K, M, N pontokban érinti. AC
felezépontjaF. BF és MN metszéspontja T. Igazoljuk, hogy TK meréleges AC-re.

Hézi feladat:
5. lgazoljuk, hogy egy hé&omszdg Euler egyenese akkor és csak akkor pérhuzamos BC-vel, ha
tgb >tgg = 3.

2005. februéar 25.

1. A 93-asdidkolimpia3. feladata. Egy végtelen sakktabla egy n-szer n-es négyzetében minden mezén
al egy figura. Egy |épéshben egy figura atugorhat egy élszomszédos mezén alo figurat, ha Ures
mezére érkezik az ugras, s az augrott figurat levesszilk a tablardl. Mely n-re érhet6 e, hogy csak
egy figura maradjon néhany |épés utan?

2. A 92-esdidolimpia 3. feladata. Egy 9 pontu gréf élei kozll néhanyat pirosra, néhanyat kékre
festettek. Mi alegkisebb n, melyre n szinezett él esetén biztosan lesz piros, vagy kék hdromszog a
grafban.

3. A 93-asdidkolimpia 1. feladata. Legyen f(x)=x"+5x"+3, ahol n legaldbb 2 és egész. Bizonyitsuk,
hogy f(x) nem irhat6 fel két legal &b elséfoku egész egyutthatds polinom szorzataként.

Hézi feladat:

4. A 9l-esdidkolimpia 5. feladata. Legyen P az ABC haromszog belsé pontja. Igazoljuk hogy a PAB
b ,PBCD , PCAD szigek koziil legaldbb az egyik nem nagyobb 30°-nal.

2005. mércius 11.
Megbeszéltilk a valogatdverseny feladatait, megoldasait. Ezek akovetkezék voltak:
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1. Bergeng6cidban 2005 véros van. Feletlen a csopostahal 0zat; semely két varost nem kot Gssze
kozvetlen cs6. Az () szabdlyok értelmében kiépithetnek kdzvetlen csékapcsolatot az A és B varos
kozott, halétezik még két tovabbi varos C és D ugy, hogy nincs kdzvetlen csépostasem A és C, sem
CésD, sem D ésB kozétt. Legfeljebb hany csdvet épithetnek ki?

2. A kkor ésazl egyenes nem metszik egymast. A kor AB &meérdje |-re merdleges, az améré
végpontjai kozll B van kdzelebb 1-hez. A kor A-tdl és B-t6l kiilonbdzé pontja C. Az AC egyenes
és| metszéspontja D. D-bdl érintét hizunk a kdrhoz, az érintési pont E. Tudjuk, hogy B ésE az AC
egyenesnek ugyanazon oldalan vannak. A BE egyenes és| metszéspontjaF. Az AF egyenes akort
G-ben metszi. Igazoljuk, hogy az AB egyenesre tiikrozve G-t a CF egyenes egy pontjat kapjuk.

3. Legyen p egy 2-nél nagyobb prim. A pozitiv egészek a;, ay, ..., &2 Sorozatérol tudjuk, hogy p
nem osztja sem ai-t, sem (al~1)-et (k=1,2, ..., p-2). lgazoljuk, hogy a sorozat néhany tagjanak
szorzata 2 maradékot ad p-vel osztva.

A hézi feladat kapcsan felelevenitettik az Erdés-Mordell egyenl 6tlenséget.
4. HaaPABD, PBCD, PCAD szigek egyenldk, akkor P a hd&romsztg Brocard pontja. lgazoljuk,
hogy az emlitett sz6g cotangense egyenl 6 a haromszog szogei kotangenseinek dsszegével:
ctgw =ctga +ctgb +ctgg .

5. lgazoljuk, hogy egy haromszdg szogeire teljestil:
J3E ctga +ctgb +ctgg .
A 4. és5. feladat segitségével Uj bizonyitast adtunk alegutébbi szakkor 4. feladatéra.

2005. &prilis 1.
Ezt a szakkort Hraské Andrés tanér Ur vezette.

2005. aprilis 15.
A szakkoron ott voltak a Gillis-Turan verseny résztvevéi, igy a szakkér angol nyelven folyt. Az elss
részben Dobos Sandor extremdlis grafokkal kapcsolatos feladatai szerepeltek, aztan Kés Géza tartott
eldadéast. A feladatokat itt is angolul kdzoljik.
Az Ex(n, x-részgréf)=k jel6lés azt jelenti, hogy egy n pontl egyszerii grafnak legfeljebb k éle lehet, ha
nincs benne x-részgréf.

1. Determine the following numbers:

(@ Ex(10, 3-star) (b) Ex(10, 3-path) (©) Ex(10, K3)

2. Generalise the previous problem for n and k instead of 10 and 3.

3. Gisasimplegraph with 10 points. The degree of each point is greater than 3. Prove that thereisan
even circlein G.

4. G isasimple graph with 14 points. The points are distributed into three classes. Two points are
connected iff they arein different classes. At most how many edges are therein G?

5. On the circumference of a circle are 21 points. Prove that among the arcs which join any two of
these points, at least 100 of them must subtend an angle at the centre of the circle not exceeding 120°.

6. A pocket radio is operated by two AA batteries. In the drawer, we have 8 batteries, four of which are

flat. Unfortunately, we do not know which four. The only way we can test the batteriesisby inserting
two of them in theradio set. If the radio is operating, both batteries are good, otherwise at |east one
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of themis flat. What is the minimum number of trials needed in order to be certain that the radio
will operate?

7. Suppose G isasimple graph, with 10 points. Among any 5 of the verticesthere are at least 2 edges.
At least how many edges are therein G?

8. Suppose Gisasimple graph, with 10 points and some edges. We colour all of these edges with red
or blue. How many edges may G have at most if there are no unicolour trianglein it?

9. Ten points are marked in the plane so that no three of them lie on aline. Each pair of pointsis
connected with a segment. Each of these segments is painted with one of k colours, in such a way
that for any k of the ten points, there are k segments each joining two of them and no two being
painted with the same colour. Determine the smallest k for which thisis possible.

2005. prilis. 29.

A szakkor a Gillis-Turan verseny feladatainak megbeszél ésével kezdédott. Ezek a kovetkezék voltak:

1.) A derékszogii ABC hdromszog AB atfogojara és BC befogdjara “kivilrél” megragjzoltuk ac, illetve
az a negyzeteket. A C ponton és a c négyzet A-val 0sszekotott csticsan &mend egyenes legyen e, az
A ponton és az a négyzet B-vel dsszek6tott csticsan &mené egyenes pedig legyen f. Bizonyitsuk
be, hogy az e ésaz f egyenesek egy olyan négyzet keriiletén metszik egymast, amelynek csicsa az
ABC haromszog kerlletén vannak.

2. Az f fuggveny egy adott H halmaz minden egyes részhalmazahoz a H egy-egy részhalmazat rendeli.
A fuggvény monoton, tehdtha X 1 Y1 H,akkor f(X) | f(Y)l H. Bizonyitsuk be, hogy
|étezik aH halmaznak olyan H, részhamaza, amelyref (H,) = H,,.

3.) Keressiink olyan kilonbtzé pozitiv X; egész szamokat, amelyekre teljesil, hogy

4.) Meg lehet-e adni 2005 szomszédos pozitiv egész szamot gy, hogy pontosan 25 primszam forduljon
el 6 kozottik?

5. Legyen F, azF, =F, =1 kezdeti feltétellel megadott Fibonacci sorozat n-edik tagja. Tekintsik az
f,() =[x Fy|- Foil- .- F)|- F| ésag,(x)=|.x|- 1- 1- ...- 1- 1 fuggvényeket, ahol az
utébbi formuldban F, + F, + ...+ F darab 1-es szerepel. Bizonyitsuk be, hogy minden val 6s x
szamra f (X) =g,(x).

6.) Egy szabalyos hétszdg alapu teriilet cslicsaiban egy-egy oszlop dl. Minden egyes rud tetejé egy
egyenes huzal kéti 6ssze a két masodszomszédos rud tetejével oly mddon, hogy feltilrél nézve
minden egyes huzal két masikat metsz. Meg lehet-e valasztani az egyes oszlopok magassagat Ugy,
hogy semelyik négy oszlop teteje ne legyen egy sikban, tovabba valamennyi huzal egyszer fellilrél,
egyszer pedig alulrél haladjon a a megfelel 6 két keresztezédésen?

A szakkor hétralevé részében a 98-as olimpia elso két feladatéval fogla koztunk:

7. Az ABCD konvex négyszog belsé pontja P, AP=BP és CP=DP. Az AC és BD é&tlok merélegesek.
Igazoljuk, hogy az ABP és PCD haromszogek terlilete akkor és csak akkor egyenlé, ha ABCD
hdrnégyszog.
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8. Egy versenyen a versenyz6 ésb bird volt, b>2 pératlan szam. A birék minden versenyzét
megfelelt, vagy nem felelt meg mindsitéssel értékeltek. Barmely két bird legfeljebb k versenyzot
, b-1 .
2b

értékelt azonos modon. Igazoljuk, hogy —

2005. majus 13.
Janko Zsuzsi és M észaros Gabor roviden beszamoltak a Balkan Olimpiérdl ill. az olasz OKTV és
csapatversenyrol.
1. Az ABC hé&romszog beirt kore az AB és AC oldalakat D ésE pontokban érinti. lgazoljuk, hogy az
AB oldallal parhuzamos k6zépvonal egyenese, a DE egyenese és a B-bél indul 6 szégfelezb egy
ponton mennek at.

2. Hatérozzuk meg a pozitiv val 6s szamok halmazan értelmezett 6sszes olyan pozitiv értékii f
flggvényt, amely kielégiti a kovetkezo feltételeket: (1) f(xf(y))=yf(x) minden pozitiv X, y szamra;
(2) f(x) 0-hoz tart, ha x tart a végtelenhez.

3. Azegy sikban fekvo O és K kdzéppont korok metszik egymést, egyik metszéspontjuk A. Kdzos
érint6ik az egyik kort P és Q, amasik kort R és S pontokban érintik. A PQ és RS szakaszok
felezépontjai M és N. Igazoljuk, hogy BDOAK =BDMAN .

4. Kivélaszthaté-e a szdzezernél nem nagyobb pozitiv egészek kozil 2005 kil énbdzé szam Ggy, hogy
kozll Uk semelyik harom se alkosson szamtani sorozatot?

5. Az ABC szabalyos haromszog kertletének minden pontja piros vagy kék. Igazoljuk, hogy ekkor
kivalaszthat6 a kerlleten hédrom azonos sziniti pont, melyek derékszogii haromsztget akotnak.

6. Jedljea, b, c egy haromsztg oldalainak hosszét. |gazoljuk, hogy
a’b(a- b) +b’c(b- c)+c’a(c- a)3 0.

Hazi feladatként kiosztottam a Balkan Olimpiafeladatait, melyek a kdvetkezék voltak:
7. Hatdrozzuk meg az ¢sszes olyan p primszamot, amire p>—p+1 egy egész szam kobe.

8. Legyenek a, b, c pozitiv val6s szamok. Bizonyitsuk be a kdvetkez6 egyenl 6tlenséget:

2 2 2 2
a_+b_+c_3 a+b+c+M,
b ¢ a a+b+c

Hatarozzuk meg, mikor all fenn egyenl 6ség.

-8/8-



