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1. Algebra

1. feladat (Nador Benedek)
Az a,b, c pozitiv valds szamokra teljesiil, hogy a + b + ¢ = 3. Bizonyitsuk be, hogy

a? n b? i c? >3
a+vbe b+ea c+Vab T 2

. J

Németh Mdrton megolddsa. Becsiiljiik alul a baloldalt a Titu-lemma' segitségével.

a? N b? N c? S (a+ b+ c)? B
a+vVbe b+ Yea  c4ab T a+b+c+ Vbe+ Yea+ Vab
9 9

" 3+ Vbc+ ea+ Vab 3+ v/Tbc + ¥/1ca + V1ab

Becsiiljiik feliil a nevezot (a szamtani és a mértani kozép kozti egyenl6tlenséggel), igy a tort

értéke csokkenni fog, vagy nem valtozik:

9 9 3
> =5
B34 VI-b-c+vl-c-atvl-a-b 3+ Lk Licta  Liadbh = 9

Egyenlség csak akkor teljesiilhet, ha a végsd becslésnél teljesiil a szamtani-mértani kozepek

egyenlosége, vagyis a =b=c=1. O

2. feladat (Kun Agoston)
Legyen m,n pozitiv egész és 0 < x < 1. Igazoljuk, hogy

1-z""+(1-(1-2z)™)"> 1

Terjék Andrds megolddsa. Vegyiink egy n sorbol és m oszlopbdl allo tablazatot, amelynek min-
den mezejében egy lampa all. Minden lampa egymastél fliggetlen = eséllyel van felkapcsolva,
1 — x eséllyel lekapcsolva.

Vegyiik észre, hogy x" az esélye, hogy egy oszlopban minden lampa fel legyen kapcsolva,
tehat (1 — 2™)™ annak az esélye, hogy minden oszlopban van lekapcsolt ldmpa.

Vegytik észre, hogy (1 — x)™ az esélye, hogy egy sorban minden ldmpa le legyen kapcsolva,
tehat (1 — (1 — 2)™)" annak az esélye, hogy minden sorban van felkapcsolt ldmpa.

Ezek 6sszege:

1=2")"+(1-(1=z)")"

legalabb annyi, mint annak az esélye, hogy minden oszlopban van lekapcsolt, vagy minden
sorban van felkapcsolt lampa. De ez egy biztosan teljesiilé esemény, hiszen ha van olyan oszlop,
amelyben nincsen lekapcsolt lampa, akkor ebben az oszlopban minden lampa fel van kapcsolva,
ami minden egyes sorban jelent egy-egy felkapcsolt lampat. Kovetkezésképpen

(1—2")"+(1—(1—2)™" > 1.

https://hu.wikipedia.org/wiki/Titu-1lemma
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3. feladat (Kun Agoston)

Legyen a, = 1+ % — # — n—lg,, ahol n pozitiv egész szamot jelent.
Bizonyitsd be, hogy van olyan k pozitiv egész szam, amelyre a P, = as-as-, . . .-a; szorzat

értéke nagyobb 1000-nél. Melyik a legkisebb ilyen k szam?

Baski Bence megoldasa. Minden pozitiv egész n-re:

1+1 1 1 n+n?P-n—-1 M+1)R*-1) m-Dn+1n+1)
an = _—— — — = = = s
n n?2 nd n3 n3 n3

igy minden z pozitiv egészre:

(1-3%)-(2-4%) .- (2 =3)(=1)?- (z — 2)2* - (z — 1) (= + 1)2.

P, =
23.3%. - (z—1)3 23

Tudjuk, hogy a szamlaloban minden szam 3 és x — 1 kozott pontosan haromszor fog eléfordulni
szorzotényezoként, hiszen egyszer fog szerepelni n — 1-ként és kétszer fog szerepelni n + 1-ként.
Ezen kiviil az 1 és a 2 nem szerepelnek n + 1-ként, hiszen 2 a legkisebb n, igy ezek csak egyszer
szerepelnek és az x, illetve x + 1 szdmok nem szerepelnek n — 1-ként, hiszen a n legnagyobb
viszgalt értéke x, igy ezekbol csak 2 szorzdtényezd lesz. Tehat felirhato, hogy:

1238 (-2 (x— 1) 2% (x4 1)

Py

Bévitsiink a 13- 22 -z - (z + 1) = 422 + 4x szorzattal:

113223848 (-2 (o — 1) 2t (2 4+ 1)°

Py
13.23.33. - (2 —1)3 - 23(42? + 4a)

Egyszertisitsiink a 1% - 2% - ... - (x — 1)3 - 2% szorzattal:

(41 (x—i—l)Q'

4?2+ 4z 4z

xT

Tehat azt a k-t keressiik, amelyre P,_; < 1000 < Py, azaz kk—_zl < 4000 < @ Ebbdl:

(P—-1)+1 k-1 1 1 k*+ 2k +1 1
1 T k+1+k+1_4m0< p k+2+k

2-t kivonva az egyenlotlenségbol:

1 !
k14 <3998 <kt o,
TS T

Tehat a megoldas k = 3998, hiszen £ > 1, igy % < 1. [
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4. feladat (Nador Benedek)
Keresd meg az 6sszes f : R — R fiiggvényt, amire barmely z,y € R esetén

f@) + f°) = (@ +9)(f(@®) + f(y°) — f(ay)).

Gdbriel Tamas megolddsa.

F@) + 1) = (2 +9) [F(2*) + F(0°) — f(ay)] (1)
El6szor behelyettesitek (1)-ben y helyére x-et:

F(@®) + f(2*) = 22 [f(2®) + f(2?) — f(2?)]
Ezt rendezve:
f@®) = af(a?) (2)
Most pedig kibontom az (1)-es egyenletben a zardjeleket:
F@®) + f(y°) = af(2®) + yf(@®) + 2 f(y*) + yf(y°) = (@ + ) f(ay)

Ezutan a (2) egyenletet felhasznélva a kovetkezét kapjuk:

@)+ f(6°) = F(@°) +yf (@) + 2 f(y°) + f(y°) = (2 + ) fzy)
Ezt rendezve:
(x +y)f(xy) = 2f(¥?) + yf(2?) (3)
Most behelyettesitek (1)-ben y helyére —x-et. Ekkor:
f@)+ f(=2%) =0 azaz - f(a®) = f(—2)

Itt pedig = helyére behelyettesitek /z-et (ami a valdsak korében egy teljesen ekvivalens atala-
kités):
—f(z) = f(=x) (4)
Most behelyettesitek (3)-ban y helyére —y-t:
(z = y)f(—zy) = 2f(y*) — yf(2?)

Ezt a kovetkez6 alakra hozhatjuk a (4) egyenlet felhasznalasaval:
(y — ) f(zy) = 2 f(y*) —yf(2?) (5)
Most 6sszeadom a (2) és (5) egyenleteket:
2yf(ay) = 20f(y*) azaz  yf(zy) =2 f(y*)
Végiil behelyettesitek y helyére 1-et:
f(z)==xf(1), azazha f(1)=m, akkor f(z)=mx

Tehat a feladatban szereplo feltételnek megfelelo fliggvények az origon atmend egyenesek. Ezt
visszaellendrizve azt kapjuk, hogy ezek valoban jok is lesznek. O
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2. Kombinatorika

2.1. Leszamlalasok

5. feladat (Tot Bagi Marton)

ugy, hogy a permutacié elso k szama az 1,2,.. .,k szamok valamilyen sorrendben.
Legyen f,, az 1,2, ..., m szamok friss permutaciéinak a szdma.

Lassuk be, hogy f, > n - f,_1 teljestil minden n > 3-ra.

« sz

n szamot helyezziik at a sor végére, igy kapjuk a 7’ permutaciét, amely mar biztosan nem friss,
hiszen az els6 n—1 eleme az {1,2...,n—1} egy permutéaciéja. Persze a sorozat mar hamarabb
is ,,megromolhatott”: jelolje r = r(n’) a legkisebb olyan szamot, amelyre 7’ elsé r szdma az
1,2,...,r valamilyen sorrendben.

Rogzitsiink most egy ¢ értéket, és szamoljuk meg, hogy hany olyan 7 friss permutécio lehet,
(ha nem lenne friss, akkor r(n’) < ¢ lenne). m-ben n-nek az elsé ¢ hely valamelyikén kellett
lennie (kiilonben 7 sem lett volna friss), de ezek barmelyikén lehetett. 7 utolsé n —i —1 helyén
pedig az {i +1,i 4+ 2,...,n — 1} szdmok tetsz6leges sorrendben johettek.

Azt kaptuk, hogy azon 7 friss permutaciok szama, melyekre r(7') = i, éppen

i fi-(n—1—14)!

Ebbol rogton kovetkezik az alabbi lemmas:

Lemma:

=1

A lemma alapjan felirva a bizonyitandé allitas bal oldalat:

n—1

Zi-fi-(n—l—i)! >n- fnoa

i=1
azaz
Kivonva mindkét oldalrdl (n—1)- f,,_;-et, majd a jobb oldalon maradé f,_;-et atirva a lemmaval
ezt kapjuk:
Errél pedig mar latszédik, hogy igaz, mivel a fenti 6sszeg minden tagja nagyobb a lenti parjanal
(1-gyel nagyobb faktoridlissal szorozzuk). O]
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6. feladat (Kovéics Tamas)

Legyenek n és k pozitiv egészek, amelyekre k > n és k — n paros szam. Adott 2n lampa,
melyek 1-t6] 2n-ig vannak szdmozva, melyek mindegyike be(kapcsolt) vagy ki(kapcsolt)
allapotban lehet. Kezdetben mindegyik lampa ki allapotban van. Lépések egy sorozatat
tekintjik: egy 1épés abbdl all, hogy valamelyik lampa allapotat megvaltoztatjuk.
Legyen N az olyan k lépésbdl 4ll6 sorozatok szama, melyek eredményeképpen az 1-t6l n-
ig szamozott lampak bekapcsolt, az (n + 1)-t6l 2n-ig szamozott ldmpak pedig kikapcsolt
allapotban lesznek.

Legyen M az olyan k 1épésbol all6 sorozatok szama, melyek eredményeképpen az 1-t0l n-
ig szamozott lampak bekapcsolt, az (n + 1)-tél 2n-ig szdmozott lampéak pedig kikapcsolt
allapotban lesznek és a sorozatban az (n 4+ 1)-t6l 2n-ig szdmozott lampék semelyikét sem
kapcsoljuk be semmikor.

Hatérozzuk meg az N/M hényados értékét!

Nydarfadi Patrik megolddsa. Legyen az elsé n lampa sorban ¢(1),4(2),4(3),...,¢(n) az utdnuk
16v6 n lampa pedig L(1), L(2), L(3), ..., L(n). Tudjuk, hogy az olyan k 1épéshél 4116, a feltéte-
leket teljesité sorozatok szdma, amelyekben csak az £(1), £(2),£(3), ..., £(n) lampakhoz nyilunk
hozza az M.

Most nézziik meg, hogy egy M-béli sorozathoz hany N-béli sorozatot tudunk rendelni.

Tudjuk, hogy van k eleme ezeknek a sorozatoknak és mindegyik elem valamelyik lampa
kapcsolasat jeloli (egy sorozat i. eleme azt jeloli, hogy amikor a feladat feltételeinek megfeleld
eljarast végeztiik, akkor az i. lépésként melyik lampat kapcsoltuk at). Ekkor minden egyes
elemré eldonthetjik, hogy ugyanigy az ¢(x) lampat kapcsoljuk at, vagy helyette az L(z) ldampat.
Vagyis mindegyik elemrdl nem, ugyanis minden egyes lampat éré utolsé kapcsolasrol mar nem
donthettink: ha addigra az ¢(x) lampa fel van kapcsolva, akkor biztosan az utolsé kapcsolast
az L(x) ldampén végezziik el, ha pedig le van kapcsolva, akkor biztosan ezen, hiszen csak igy
kapunk olyan sorozatot, amely az N-be tartoz6 sorozatok feltételeit is teljesiti (tehat hogy a
kapcsolgatasok végén az elsé n lampa fel, az utdnuk 1évé n lampa le lesz kapcsolva). Tehét
Osszesen k — n esetben donthetiink(mindegyik ldmpandl torténik legaldbb egy kapcsolds, ezért
biztosan lesz utolsé kapcsolds), ez azt jelenti, hogy az M db sorozat mindegyikéhez 25~ db
N-béli sorozatot rendeltiink, igy N/M = 28",

Mar csak azt kell meggondolni, hogy ekkor minden N-béli sorozat egyértelmiien visszave-
zetheté egy M-béli sorozatra. Ez pedig egyértelmii, hiszen minden N-béli sorozathoz az az
M-béli sorozat rendelédik, ahol ha a sorozatban egy L(x) ldmpat kapcsolunk &t, akkor helyette
ugyanakkor (tehat ugyanazon sorszamu lépésben) ¢(x) lampat kapcsoljuk at. Ebbdl latszik,
hogy ez mindig egy M-béli sorozatot ad, tehat minden N-béli sorozatot hozzarendeltiink egy
M-béli sorozathoz.

Meggondolandé még, hogy a lefrt konstrukcié altal (amikor egy M-béli sorozathoz 2F—"
db N-béli sorozatot rendeliink) mindig olyan sorozatot rendeliink egy M-béli sorozathoz, ami
valéban teljesiti az N-béli sorozatokra vonatkozé feltételeket. Az elsé n lampa mind felkap-
csolt allapotban lesz a hozzarendelés utan is, hiszen az utolsé kapcsolasrél pont emiatt nem
donthettiink az eljarasban. A masodik n lampa pedig mind lekapcsolt allapotban lesz, hiszen
egy adott M-béli sorozatban minden ldmpat az elsé n lampa koziil paratlansokszor kapcsol-
tunk at. Ezutdn tudjuk, hogy néhdny kapcsolast ,atvisziink” az £(z) ldmpéardl L(x) ldmpéra
és ezek az atvivések utan még mindig paratlansokszor lesz atkapcsolva, hiszen a feltételeket
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teljesiteni fogja, azaz a végén felkapcsolt allapotban lesz. Ez viszont azt jelenti, hogy parossok
kapcsolast ,vittiink at”, hiszen paratlanbdl csak parost kivonva kapunk paratlan szamot. A
paros kapcsolas pedig pont azt eredményezi, hogy a lampa a végén lekapcsolt allapotban lesz,
azaz a hozzarendelt sorozatban az L(1), L(2), L(3), ..., L(n) lampék lekapcsoltban lesznek, igy
a hozzarendelt sorozatok valoban teljesitik az N-béli sorozatokra vonatkozo feltételeket.
Tehat megvizsgaltuk, hogy a hozzarendelés megfelelo, és hogy a hozzarendeléssel minden
kell6 sorozatot megkapunk, hiszen visszavezetheto a hozzarendelés, tehat a valasz valéban he-
lyes, azaz N/M = 2~k O

2.2. Grafok

7. feladat (Nagy Eszter)
Bejarhaté-e minden konvex poliéder alkalmasan valasztott élek mentén haladva gy, hogy
kézben minden csticsot pontosan egyszer érintiink és visszatériink a kiinduld cstiicsba?

A kérdés igy fogalmazhatd grafelméleti nyelven: igaz-e, hogy minden konvex poliéder él-
grafjanak van Hamilton-kore?

Danffy Abel megolddsa. Mutassuk meg, hogy létezik olyan konvex poliéder, ami nem bejarhaté
igy.

Vegyiink egy oktaédert. Minden lapjahoz rendeljiink egy a testen kiviil esé pontot ugy,
hogy a pontokat a hozzajuk tartozé lap Osszes csiicsaval 0sszekotve konvex poliédert kapjunk.
(Ez mindig megoldhat6: Vélasszuk a pontokat egyesével, tigy, hogy az 1j pont mindig a hozza
tartozo és a harom azzal szomszédos oldal altal koriillhatarolt térrészben legyen.)

Az igy kapott konvex poliéder csticsait osszuk két csoportra: az eredeti oktaéder csucsai
(6 pont), és az j pontok (8 pont). Az 0j pontok kozott nines két szomszédos, tehat egy 1j
pontba csak egy eredetibél lehet eljutni. Igy azonban legfeljebb 6+ 1 = 7 Gj pontot érinthetiink
anélkiil, hogy valamelyik eredeti pontot tobb, mint egyszer érintenénk.

A valasz tehat nem. |
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8. feladat (Ban-Szabé Aron)

Bergengocia 10 varosat kétféle busztarsasag uralja. Barmely két varost pontosan az egyik
tarsasdg (oda-vissza) buszjarata koti 6ssze. Mutassuk meg, hogy valamelyik busztarsa-
sdgnak van két olyan korutja, melyek diszjunktak, tovabbé paratlan sok (de egynél t6bb)

varost érintenek (kiilon-kiilon).

. J

Moricz Réka megolddsa. A varosokat tekintsiik egy graf cstucsainak, az Oket 0sszekoté buszja-
ratokat pedig az éleknek.

1. lemma: Ha egy 5 cstcsu teljes graf éleit 2 szinnel kiszinezem, lesz benne egyszin,
paratlan hosszu kor.

1. lemma bizonyitasa. Egy b csucsu teljes graf éleinek szama 10. Mivel két szinnel szinezem ki
6ket, lesz legalabb 5 azonos szint él, legyen mondjuk kék. Ez kétféleképp helyekedhet el:

« Vagy minden csiicsbél 2 él indul (ekkor egy 5 hosszi kort kapunk amivel készen vagyunk.)
o Vagy lesz olyan cstics aminek a fokszama legalabb 3.

Ha van olyan cstcs aminek a fokszdma 4 akkor is készen vagyunk, hiszen az 5. él behtizasakor
mindenképp kapunk egy haromszoget. Ha van olyan cstics aminek a fokszama pontosan 3, akkor
ha vessziik azt a 3 csucsot amit él kot 6ssze vele megfigyelhetjiik, hogy ha ezek kozott fut még
egy kék él, akkor megint taldltunk egy kék haromszoget. Ha pedig nem, akkor csak a mésik szinfi
(legyen mondjuk piros) él kotheti ssze 6ket, de ekkor ezek egy piros hdromszoget alkotnak.
Ezzel belattuk a lemmat. O

A latott médszerrel konnyen belathato a kovetkezo lemma is:

2. lemma: Ha egy 6 cstcsu teljes graf éleit 2 szinnel kiszinezem, lesz benne egyszinii
haromszog.

A kezdeti 10 csticsbdl kivalasztok 6-ot. A 2. lemma miatt ebben lesz egy egyszinti haromszog.
A megtalalt haromszog cstcsain kiviil veszek még 6 cstucsot és ezek kozott is megkeresem a
haromszoget. Ha két egyforma szintit sikeriilt talalnom akkor készen vagyok.

Ha nem, akkor veszem a két haromszog cstucsait. Ha ezt ki

F szeretném egésziteni egy 6 csucsu teljes graffa, még 9 élt kell

behtiznom, amik koziil lesz legalabb 5 egyforma szinti (legyen

B mondjuk kék). Azt is tudjuk, hogy egy-egy ilyen 4j él a

kék haromszog egy csicsat a piros hdromszog egy csicsaval

koti Ossze. A skatulyaelv alapjan ekkor a piros haromszog

legalabb egy cstcsabdl legalabb két kék él indul ki, vagyis

b talaltunk egy 1j kék haromszoget, amelynek egy cstucsa
azonos a piros haromszog egy csucsaval (AF D haromszog).

De ekkor tudunk mondani 6t olyan csucsot, amelyben egy kék és egy piros hiaromszog is
van (A, B, C, D és F), és az els6 lemma miatt tudjuk, hogy a kimarad6 5 csticsban biztosan
talalunk egy egyszinti paratlan hosszi kort. Ezzel belattuk a feladatot. O
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9. feladat (Németh Marton)

Anna és Bea a kovetkezd jatékot jatszak: Bea kezdetben egy m cstcsu iranyitatlan graf
egy ismeretlen csicsdban van, majd minden kérben Anna tippel egy cstucsra. Ha Bea
éppen ott volt, akkor Anna azonnal nyer, kiillonben Bea atlép egy szomszédos cstcsba.
Milyen grafok esetén tud Anna biztosan véges sok 1épésbol nyerni?

Megoldds, Kovacs Tamds otleteit felhaszndlva. Ha a grafban van kor, akkor nyilvan nem lehet
Bedt megtalalni, mert a koron belil minden csiicsnak 2 szomszédja van. Ha tehat Bea végig
ezen a koron lépdel, akkor minden 1épésében tud masik mezdt valasztani, mint amelyre Anna
éppen tippelt.

Konnytl azt is meggondolni, hogy ha esetleg nem lenne Osszefiiggd a graf, akkor pontosan
akkor tud Anna nyerni az egész grafban, ha kiilon-kilon minden osszefiiggéségi komponensben
nyerni tud.

Tehat mostantél feltehetjiik, hogy a graf osszefiiggd és kormentes, azaz fagraf. Ismert, hogy
egy fagraf kromatikus szdma 2, azaz csucsai kiszinezhet&k két szinnel (piros és kék) ugy, hogy a
szomszédos csucsok kiilonb6zo szintiek legyenek. Bea tehat minden 1épésében szint fog valtani.

Anna felteheti, hogy Bea kezdetben kék mezén van. Ha ugyanis Anndnak van olyan tippso-
rozata, amellyel ezen feltevés mellett biztosan megtalalja véges 1épésben; akkor el tudja kapni
Bedt a feltevés nélkiil is. Ehhez kétszer egymas utan végrehajtja a tippsorozatot gy, hogy ha
a tippsorozat paros sok tippb6l 4llt, akkor a két sorozat kozott még egy kort kivar. Igy ha
az elsO tippsorozattal nem talalta meg Beat, akkor pirosrodl kellett indulnia, tehat a masodik
tippsorozat kezdetén mar kék mezon all — hiszen addig Bea paratlan sok 1épést tett meg.

Most tegyiik fel, hogy a fagraf egyetlen itbol all, szimozzuk meg a cstcsait sorban 1,2,3, ..., n-
nel, és szinezziik ugy pirossal és kékkel, hogy a paratlan szamu csicsok legyenek kékek.

Ha Anna sorban egymés utdan az 1,2,...,n tippeket mondja, akkor biztosan elkapja Beat
(ha Bea kék csucsrdl indult). Indukciéval kénnyti belatni, hogy ha Anna elsé k tippje nem
talalt, akkor Bea a k+ 2,k +4,k 46, ... mezok valamelyikén lehetett csak a tipp pillanataban.

Anna tovabbra is nyerd helyzetben marad, ha a graf gy néz ki, hogy egy ut néhany pontjbol
legfeljebb két él mélységii ,,nyulvanyok” nonek ki. Precizebben fogalmazva:

1. allitas:
Anna minden olyan fagrafban nyerni tud, amelyben ki lehet gy jelolni egy utat ugy,
hogy a fagraf osszes cstucsabol elérhet6 a kijelolt ut legfeljebb két élen végigmenve.

Az 1. dllitds bizonyitasanak vdzlata. Anna médszerét egy konkrét példan mutatjuk be:

1

3aa 3ab baa 5Hba
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Az abran lathaté grafon az 1,2, 3, 3a, 3,4, 5, 5a, 5,50, 6,6, 1, 7 tippsorozattal Anna biztosan meg-
talalja Beat, feltéve, hogy Bea kék csiicsrél indult (és mint kordbban belattuk, ez mar elég Anna
gy6zelméhez).

Anna tehat tgy megy végig az kijelolt it cstcsain, hogy ha az 0t egy cstucsabdl egy vagy
tobb két él mélységii nyulvany is lelég, akkor ott ,lelassit” egy kis idére, amig ellenérzi a nytil-
vany(ok)at. Minden egyes ketté mélységii nytlvany nyulvany kozepére (az uttol 1 tavolsigra
levé csuicsara) is tippel egyet gy, hogy elétte és utana is a nyulvany tovére tippel.

A nyulvanyok végeihez Annanak nem kell elmennie, mivel mindketten minden lépésben
szint valtanak, ezért — ha Bea kékrdl indult — akkor Anna mindig ugyanolyan szini mezo-
re fog tippelni, mint amelyen Bea éppen all, azaz Bea sosem lehet a tippelt mez6 kozvetlen
szomszédjaban.

Annak meggondolasat az Olvasora bizzuk, hogy ezen a médon tényleg minden, az 1. allitas
feltételét teljesité grafban nyerni tud Anna. O]

Pontosan akkor nem teljesiil az 1. allitas feltétele, ha a fagraf (alkalmas piros-kék szinezéssel)
tartalmazza az alabbi részgrafot:

2. allitas:
Ha a graf tartalmazza az abran lathaté részgrafot, akkor Bea minden lépésében el tud
menekiilni Anna el6l, még akkor is, ha Bea elarulja, hogy kék vagy piros mezérol indul.

A 2. dllitas bizonyitdsinak vdzlata. Teljes indukcioval belathatjuk, hogy:

o Annanak minden piros tippjénél legalabb 3 piros csticsot is szamitasba kell vennie, mint
Bea lehetséges tartozkodési helyét.

o Anna minden kék tippjénél legalabb 4 kék cstcs is szamitasba johet.

A legelso tippnél ez trivialisan teljesiil.

Az abran lathatd, hogy barmely 2 piros mezonek egyiitt legalabb 4 kék szomszédja van.
Ezért ha Anna legutobb pirosat tippelt, és nem talalt, akkor (az indukcids feltétel miatt) Bea
legalabb 3 lehetséges piros tartézkodési helyébdl csak 1-et zarhatott ki, igy a maradék 2 piros
helybol a kovetkez6 tippre mar legalabb 4 kiillonb6zo lehetséges kék hely lesz.

Masrészt az is ellenérizhetd, hogy barmely 3 kék mezonek egyiitt van legalabb 3 piros
szomszédja. Igy ha Anna legutébb kéket tippelt, és nem talalt, akkor (az indukcids feltétel
miatt) Bea legalabb 4 lehetséges kék tartézkodasi helyébdl csak 1-et zarhatott ki, igy a maradék
3 kék helybdl a kovetkezo tippre mar legaldbb 3 kiilob6z6 lehetséges piros hely lesz.

Ezzel az indukcios 1épést is belattuk. O

Azt kaptuk, hogy az 1. allitas feltételét nem teljesité Osszefiiggd grafokon Bea nyeri a jatékot,
amivel valaszoltunk a feladat kérdésére. O
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2.3. Halmazok, halmazrendszerek

10. feladat (Mezey Dorottya)

Legyen H = {1,2,...,n}. Megadhaté-e két, kozos elem nélkiili A és B halmaz, melyek
uni6éja éppen H gy, hogy A elemeinek Osszege egyenlé B elemeinek szorzatéval, ha
a) n = 2016; b) n = 20177

Moricz Benjamin megolddsa. Nézzik meg elészor n = 5-re és n = 6-ra. n = 5 esetén jo
szétosztas az A = 3,5 és B = 1,2,4, mig n = 6-ra egy jo szétosztas az A = 3,4,5, valamint
B =1,2,6. Megsejthetjik tovabbi n értékek vizsgilata utdn, hogy a B halmazra tetszoleges
n > 4 esetén taldlunk jo 3 elemili halmazt.

Vizsgaljuk el6szor csak a paros n-eket. Legyen n = 2k. Ekkor az n = 6-os minta alapjan B
halmaz tartalmazza 2k-t, az 1-et, valamint k—1-et. Nézziik meg, hogy ekkor mennyi a B halmaz

elemeinek szorzata: ez 2k - (k—1). A H halmaz elemeinek Osszege % a Gauss-moédszerrel
kiszamolva, igy az A halmaz elemeinek 6sszegét ebbdl a B halmaz elemeinek sszegét kivonva

kaphatjuk meg. Ez

2% - (2k + 1)

) o 2k (2k+1) 23k 2k (2k-2)
> - -

2 2 2

—2k—(k—1)—1= = 2k-(k—1).
Kijott, hogy az A elemeinek dsszege ugyanannyi, mint a B elemeinek szorzata, 2k - (k —1). Igy

n = 2k esetén a B = 2k, k — 1,1 és A =0sszes tobbi H-beli elem j6 halmazok lesznek, mivel

2k #k—1ésk—1>1,n >4 esetén. Ezzel mindig megadhaté két ilyen halmaz n > 4 paros
szamra.

Most vizsgaljuk a paratlan n-eket! Legyen n = 2k + 1. Ekkor az n = 5-0s esethez hasonléan
tartalmazza B 2k-et, az 1-et és k-t! Ebben az esetben a B halmaz elemeinek szorzata konnyen
kiszamithato, 2k-k. Az A halmaz tartalmazza az 6sszes tobbi n-nél nem nagyobb pozitiv egészt.
Szamitsuk ki A elemeinek 6sszegét! Ez egyenl6 lesz a H és B halmazok elemeinek Osszegének
kilonbségével. A H halmaz elemeinek 6sszegét Gauss-modszerrel kiszamithatjuk: W,
mig B halmazé 3k + 1. Igy az A halmaz elemeinek ésszege

(2k+1)-(2k+2)

5 —(3k—+1) = (2k+1)-(k+1)— (3k+1) = 2k>+3k+1— (3k+1) = 2k> = 2k -k.

Ismét kijott, hogy az A halmaz elemeinek Osszege, valamint a B halmaz elemeinek szorzata is
2k - k. Igy n = 2k + 1 esetén legyen a B halmaz a B = 2k, k, 1, mig az A halmaz a tobbi n-nél
nem nagyobb pozitiv egész halmaza. Ezek j6 halmazok lesznek, mivel 2k # k és k > 1, n > 3
esetén. Mindig megadhato két ilyen halmaz n > 3 paratlan szamra.

5 < n esetén mindig megadhato a feltételeket teljesito két halmaz, igy n = 2016 és n = 2017
esetén is. O
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11. feladat (Németh Marton)

Létezik-e az 0,1,2,...,n — 1 szamok egy ag,as ..., a,_1 permutacidja, amelyre minden
0 <i<n—1esetén a; és a;11 kettes szamrendszerbeli felirdsa pontosan egy szamjegyben
kiillonbozik (pl.: 1001 és 1011 egy szamjegyben kiillonboznek), ha

a) n kett6hatvany? b) n tetszéleges pozitiv egész szam?

Kercso-Molndr Anita megolddsa. a) Allitds: Ha n = 2V, akkor létezik megfeleld permutdcio,
sOt olyan is, melyben a,,_1 és ag is csak 1 szamjegyben kiilonbozik.
Teljes indukcio:

o N = l-re létezik megfelelé permutacio: 0, 1.

o« Ha N = k-ra létezik, akkor N = k + 1-re is:
Legyen k-ra egy megfelel6 permutacio ag, aq ..., aqk_;.
Ekkor a k+ 1-re: 2a9+0,2a¢9+1,2a; +1,2a,+0,2a:+0,2a5+1, ..., 2a9x_1 + 1, 2a95_; +0
egy megfelel6 permutdcié. Indoklds: 2-es szamrendszerben a 2-vel szorzas olyan, mintha
a szam mogé irnank egy 0-t.
Szomszédosak lehetnek:

— 2a; + 0 és a; + 1, ezek csak az utols6 szdmjegyben kiilonboznek.

— 2a; + 0 és 2a,41 + 0 vagy 2a; + 1 és 2a,41 + 1 — csak 1 szdmjegyben kiilonboznek,
mert az indukcios feltevés szerint a; és a;11 1 szdmjegyben kiilonboznek.

Mivel 2F —1-ig paros sok egész van, ezért ha a hozzdadott szamjegyek rendre 0, 1,1,0,0,1,1,0,0, . ..
akkor utoljara aqr_; mogé O-t irunk, ugyanazt, mint az elsé tagnal, tehat az j permutacioban
is fennall, hogy az els6 és az utolsé tag is csak 1 szamjegyben kiillonboznek.

b) Allitds: Altaldnos n-re is létezik megfelelé permutécio.
»2Még teljesebb” indukcié aszerint, hogy n hany jegyl a 2-es szamrendszerbeli alakjaban: n
jegyeinek szamat jelolje N.

e N = l-re minden lehetséges n-re létezik megfelelé permutacio:
n = 0-ra: 0 vagy n = l-re: 0, 1.

e Ha minden N < k jegyli n-re létezik, akkor minden N = k + 1-jegy n-re is:

Legyen n = 2% 4+ m, ahol m < 2%, azaz m legfeljebb k jegyfi. Az indukciés feltevés (ha
m+1 = 2%, akkor az a) feladatrész) miatt az m-nél nem nagyobb nemnegativ egészeknek
van megfelelé perumtaciéja. Ezek elé egy 1-est irva a 2%, 2% +1,..., 2% 4+ m szdmoknak
egy megfelel6 premutacidjat kapjuk: bg, by, ..., bm_1

Emellett az a) feladatrészben belattuk, hogy a 0,1, ..., 2% — 1 szdmoknak van olyan meg-
felel6 permutacidja, amelyben nem csak a szomszédos, hanem az els6 és az utolso tagra
is igaz a tulajdonsig. Azaz ez egy ,kor”, tehat megvalaszthatjuk az utoso tagjat.

Ezek a szamok kettes szamrendszerben megfeleltetheték a k+ 1-jegyti szamoknak, melyek
els6 szamjegye 0. Vegytik koziilik azt a szdmot, amely az utols6 £k jegyében megegyezik
bo-lal, legyen ez a szadm az utolsé (a 2F.) tag a permutdciéban. Ezutdn kévetkezhetnek a
bo, b1, ..., by—1 szamok.

]
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12. feladat (Fleiner Zsigmond)

Legyenek A, B C N véges halmazok. Jelolje A + B azt a halmazt, amelynek pontosan
azok az elemei, amit megkaphatunk egy A beli és egy B beli szam 0sszegeként. Jelolje
¢ X A azt a halmazt, amelynek az elemei az A halmaz c-szeresei.

Bizonyitsuk, hogy |A + 2 x A| > 3|A| — 2.

Galambos Abel megolddsa. Indukciéval bizonyitjuk, hogy ha minden legfeljebb k elemii halmaz-
ra igaz az allitas, akkor a k + 1 elemiiekre is.
Kezdeti 1épés: 1 elemi halmazra tisztan latszik, hogy egyenléség all fenn, igy az allitas igaz.
Indukciés 1épés: vegyiink egy tetszoleges k + 1 elem halmazt, ekkor tudjuk, hogy arra a
halmazra, amib6l a legnagyobb elem hidnyzik igaz lesz az allitds (hiszen az csak k elemi).
Legyen a k elemi halmaz H, legnagyobb eleme m, az (ij elem (ami nagyobb mint m) pedig u.
Amikor visszatessziik bele a legnagyobb elemet, akkor a jobb oldal pontosan 3-mal fog néni.
A bal oldal pedig legaldbb 3-mal fog néni, hiszen minden eddigi elem benne lesz az 0j bal
oldalban, &m mig eddig a 3m volt a legnagyobb elem, meg fognak jelenni a v+ 2u = 3u, m+2u,
u + 2m elemek, melyek mind nagyobbak mint 3m, tehat a bal oldal legaldbb 3-mal nétt. [

13. feladat (Seres-Szab6 Marton)

Legyen 1 < r < n és vegyiik az 6sszes r elemii részhalmazat az {1,2,...,n} halmaznak.
Minden részhalmaznak van egy legkisebb eleme. Bizonyitsuk be, hogy ezen legkisebb
n+1

elemek szamtani kdzepe .
r+1

Tot Bagi Marton megolddsa. Szamoljuk O6ssze, hogy hany részhalmazban lesz az 1 a legkisebb

elem, a 2 a legkisebb elem, ..., az n —r + 1 a legkisebb elem.
(o) +20) +3C) +-+ (e —r+ 1))
("

Alkalmazzuk a ,,zokni szabalyt” azaz a kozismert

n—1 n n—2 n n—3 P r—1\ [(n
r—1 r—1 r—1 r—1)  \r
azonossagot. Ha ezt megcsinaljuk (:f:f)-tél, (::i’)—tél, ... kezdve is, megkapjuk, hogy a legki-

M+ + -+ ()
(¥)
vagyis ha még egyszer alkalmazzuk a zokni szabalyt, megkapjuk, hogy:
() _ F0) _nd
G Q) el

Ezzel belattuk az allitést. O

sebb elemek atlaga:
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A megoldas végén Marton még megfogalmazta az alabbi altaldnositést is (bizonyitania nem
sikertlt).

Marton sejtése:

. 1
Altaldban a k-adik legkisebb elemek (ahol k < r) szdmtani kozepe M

r+1

A megoldds megbeszélése utan felvetodott az is, hogy izgalmas lenne egy kevésbé szamolos
megoldéds, amibol kijohetne Marton sejtése is, és talan jobban meg is értenénk az egészet.
Néhdny perccel késébb aztdn Addm Réka tanirné eszébe jutott, hogy az dltaldnos sejtés egy
masik specidlis esete a kovetkezo kozismert feladat.

14. feladat (folklér)
Mennyi az 6toslottén (90-b6l 5 szamot hiznak) kihuzott legkisebb nyerdszam varhaté
értéke? Es a masodik legkisebbé?

A feladat hires, a szimmetriara és a varhato érték additivitasara épiilé megolddsa pedig
konnyen altalanosithatdé Marton sejtésének bizonyitasara.

A hires megoldds. Osszuk fel képzeletben egy kor keriiletét 91 jellel egyforma ivdarabokra.

Ezutan sorsolassal (egyenletes eloszlas szerint) je-
16ljiink meg pirossal a 91 jel koziil 6-ot, aztan a
6 piros jel kozil egyet valasszunk véletlenszertien
(egyenletes eloszlassal), és azt fessiik at kékre.

A kék jelre irjunk 0-t, majd éramutatd jardsa sze-
rint haladva irjuk az 1, 2, ..., 90 szamokat a tobbi
jel mellé. Jeloljék

1< X< X< X3<Xyu<X5<90

valoszinliségi valtozok a pirossal megjelolt helyekre
juto szamokat. Fzek éppen megfelelnek egy lotto-

hiuzas eredményének: sot, mind a (950)—féle ered-
mény egyfomra eséllyel jott 1étre, azaz akar igy is
sorsolhatnank a lottét.

Legyen Xy = 0 éslegyen Yy, = Xy—Xy_1. Az Y}, valosziniiségi valtozora gy is gondolhatunk,
hogy a k-adik legkisebb szamu piros jelet hany ivdarab valaszja el az éramutatdval ellentétesen
legkozelebbi szines jeltol. Vezessiik be az Yg = 91 — X5 valtozot is, ez a kék jeltdl szamolja
az fvdarabokat a legnagyobb szdmu piros jelig. Igy az Vi,Ys,...,Y; felfoghaté dgy is, mint
az eredetileg kivalasztott 6 piros jel koziil a szomszédosak tavolsaga. Tehat mindegyik azonos
eloszlast, igy a varhato értékiik is egyenlo kell legyen. De kézben Y + Y, + ...+ Y5 = 91, azaz
a varhato értékeik osszege is 91, tehat kiilon-kilon barmelyik Y) varhaté értéke %1 kell legyen.

Igy a legkisebb nyerészam vérhat6 értéke E(X;) = E(Y;) = 2,
mig a mésodik legkisebbé E(X,) = E(Y;) + E(Yz) = . O
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15. feladat (Moéricz Benjamin)

Egy blivészmutatvany soran a kozonség egy tagja gondol két tetszoleges N és K pozitiv
egészre ugy, hogy N > K, valamint leir egy N-hosszu 0 és 1-bol 4ll6 sorozatot. Ezutan
a mutatvany vezetoje leirja az 0sszes olyan N hosszi sorozatot, ami pontosan K helyen
tér el az eredeti sorozattél. A biivész csak ezeket a szamokat latja.

Hany tippbdl tudja biztosan kitalalni a biivész az eredeti sorozatot?

Maté Lérine. N-t ki tudjuk taldlni abbdl, hogy milyen hossztiak a kapott sorozatok. K-ra a
kapott sorozatok darabszamabol kovetkeztethetiink, de ez tipikusan kétféle is lehet. Hiszen ha
a sorozatok darabszama S, akkor S = (g), marpedig adott N és S mellett ha x megfelel6
K-nak, akkor y = N — z is (de més nem), a Pascal-haromszog ismert tualjdonsigai szerint.

N és K tudataban tudjuk, hogy hanyszor egyezik meg a kapott sorozatokban az i. elem az

eredeti sorozat i. elemével és hanyszor nem. A megegyezés darabszama ( ), a nem megegye-

K
zés darabszama pedig (1]\([:1)

Ha megnézziik azt, hogy a sorozatokban egy adott i. helyen all6 elem az hanyszor 1-es és
hanyszor 0-as, abbdl egyértelmilien kovetkezik az N és a K tudatabon, hogy az eredeti sorozat
t. eleme az mi volt. Péld4ul, ha tudjuk, hogy N = 10 és K = 4, tovabba hogy, akkor az i.
helyen allé elem <NI; 1)—szor fog megegyezni az eredetivel, tehat jelen esetben (Z) = 126. Ha
tehat példaul az ¢. helyen all6 elem 84-szer volt 0-as és 126-szor 1-es, akkor az eredeti sorozat
i. eleme biztosan egy l-es volt. Ha tehat tudjuk K-t, akkor tipikusan 1 tipp is elég — de mivel
K altalaban kétféle lehet a kapott adatok alapjan, ezért a biivész csak 2 tippbdl tudja biztosan
kitalalni az eredeti sorozatot.

Kiilon vizsgalandé az az eset, amikor x és y megegyezik, illetve amikor

N-1\ (N-1
()= ()

Ezek az esetek egybeesnek, mert ha z = y, akkor tudjuk, hogy K = % Es csak ebben az
esetben egyezik meg (N o 1) és (gj) (a Pascal-haromszog miatt), de ebben az esetben mindig.
Ilyenkor az 2. elemrél nem tudjuk egyértelmiien eldonteni, hogy 1-es vagy 0-as.

Azonban ha az egyik elemrdl feltessziik, hogy az milyen volt az eredeti sorozatban, abbdl
a sorozat maradék része mar egyértelmiien kévetkezik. Példaul tegyiik fel, hogy az 1. elem
egy 0-4s. Ha csak ezeket a sorozatokat nézziik a késébbiekben, akkor tudjuk, hogy az egyes i.
elemek azok ezekbdl a sorozatokbol hanyszor egyeztek meg az eredeti 7. elemmel. Az el6z6khoz
hasonléan (NIEQ
meg (g:f) -gyel, ezért a sorozat innen mar egyértelmi. Mivel a K ebben az esetben egyértelmi
és az elsd elem (vagy amelyikrol feltessziik, hogy milyen) csak kétfajta lehet, ezért ebben az

A (. (N—-2
K_1>—szer meg nem. Es mivel mar ( K ) nem egyezhet

)—Szor egyezett meg és (

esetben is biztosan ki tudja talalni a blivész az eredeti sorozatot 2 tippbol. O
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2.4. Nyero stratégiak

16. feladat (Tot Bagi Méarton)

Aladar és Béla a 81 lapos paklibdl felvaltva kivalasztanak egy-egy SET kartyat és leteszik
az asztalra. Az veszit, aki utdn az asztalon szereplé kartyak kozott el6szor lesz SET.
Aladar kezd. Kinek van nyerd stratégidja?

Réti Zoltan megolddsa. A SET kartyajatékban 4 féle tulajdonsag van és mindegyik tulajdon-
sagnak 3 tipusa van. Egy SET 3 kartyabdl all, amiben minden jellemz6t kiillon megvizsgalva,
azoknak vagy azonosnak vagy minden kartyan kiilénbozonek kell lennie. Ennek a szabalynak
minden egyes tulajdonsag esetében meg kell felelnie a kivalasztott harom lapnak.

A SET pakli 81 lapja megfeleltethet6 egy-egy olyan 4-dimenziés vektornak, melyek mind
a négy koordinatdja a {—1,0,1} halmaz egy eleme. Mindegyik koordinata egy-egy tulajdon-
sdgnak felel meg. SET ha 3 vektor akkor alkot SET-et, ha dsszegének a koordinatai {—3,0,3}
halmazbdl vannak; hiszen ha 0 az 6sszeg akkor {0, —1, 1}-t adunk Ossze; viszont a 3 (ill. —1)
akkor jon ki ha egy koordinata mindharom vektorban 1 (ill. —1).

Azt allitom, hogy Bélanak, azaz a masodik jatékosnak van nyerd stratégidja. Két eset van:

1.eset Aladar nem a (0;0;0;0) kirtyat veszi el. Ekkor Béla minden 1épésében az Aladér
altal elvett kartya tikorképét veszi el. A kartyanak tikorképe A’ ha az A-ban 1év6 0-k helyén
0; —1-ek helyén 1 és 1-ek helyén —1 all az A’-ben. Példaul a (0, —1, 1, 1) kartyanak a tiikkorképe
a (0,1,—1,—1).

Miutan Aladar elvette az elsé kartyat, majd Béla a tiikorképét, a jaték folytatasa soran
mar senki sem veheti el a (0,0,0,0) kirtyat, mivel egy tikorkép-par vektornak az osszege egy
nullvektor és ha hozzaadunk egy nullvektort akkor egy nullvektor marad, amirél meg megalla-
pitottuk méar hogy egy SET.

Tehat akkor egymas utan kertilnek ki a paklibdl a tiikorkép-parok. Mivan akkor ha Béla
kiveszi C' kartyat és SET-et ad. Akkor egy A, B, C' kartyahdrmas adja a SET-et. Viszont ha
ez a 3 kartya SET-et ad, akkor az A’, B’,C’ kartyaharmas is SET-et ad, és ezek a kartyak
nyilvanvaléan ott lesznek az asztalon mivel minden kartya ami kinn van az asztalon annak a
titkorképe is Béla kore utan. Ez viszont azt jelenti hogy az A’, B/, C’ harmas korabban alkotott
SET-et rdaddsul Aladar kore utan hiszen 6 vette ki C'-t. Azaz ez az eset jo.

2.eset Aladar a (0;0;0;0) kiartyat veszi el. Ekkor  dtnevezzilk” a kartydkat gy, hogy ez
ne a (0,0,0,0) legyen és visszavezettiik az 1. esethez. Azaz Béla fogja nyerni mindenképp a
jatékot — ha tigyesen jatszik. O

17. feladat (Mezey Dorottya)

Az 1,2,...,2014%°" szdmok koziil Aladar és Boglarka felvaltva térolnek le egy szadmot
(Aladéar kezd), amig csak két szdm marad. Ha a megmaradd két szam Osszege négyzet-
szam, akkor Boglarka nyer, egyébként Aladar. Kinek van nyerd stratégiaja?

Farkas Izabella megolddsa. Léassuk be, hogy Boglarkdnak van nyer$ stratégidja. Ha a 20142014
darab tabldn levé szamot tudjuk pontosan 1007 - 2014%°13 darab péarba rendezni tgy, hogy
mindegyik szdm pontosan egy par tagja és barmely 2 parban levo szam Osszege négyzetszam,
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akkor mindig, amikor Aladar letorol egy szamot, akkor Boglarka letorli a szam parjat, igy végiil
a két megmarado szam egy part alkot, ezért az Osszegiik négyzetszam.

Léssuk be teljes indukcidval, hogy ha k& € N, akkor minden 8k alaki szam esetén megva-
16sithaté a kordbban lefrt parositds. 8 | 201429, tehat ha ez az allitds igaz, akkor Boglarka
valéban mindig gy6zni tud. Mivel 1 +8 =2+ 7=3+6=4+5=9 = 3%, ezért k = 1 esetén
biztosan teljesiil ez a feltétel.

Tegytik fel, hogy 1-t6]l m-ig mar minden pozitiv egész esetében belattuk, hogy igaz az allitas.
Lassuk be, hogy ekkor (m + 1)-re is teljesiil a feltétel. (m + 1) esetén az elsé 8(m + 1) pozitiv
egészt kell parba allitanunk.

Tegyiik fel, hogy van olyan péaratlan négyzetszam, amely nagyobb, mint 8(m + 1), de nem
nagyobb, mint 8(m + 1) + (8m + 1) = 16m + 9. Minden paratlan négyzetszam 1 maradékot
ad 8-cal osztva, ezért ekkor van egy olyan p pozitiv egész, amelyre 8p +1 < 8(m + 1) és
(8p+1)+ (8(m+1)) éppen ezzel a paratlan négyzetszdimmal egyenls. Ekkor, mivel p < m+1,
ezért az els6 8p darab pozitiv egész szamot parba tudjuk rendezni a feltételnek megfelelGen.
Emellett pedig, mivel (8p + 1) + (8(m + 1)) négyzetszam, ezért (8p + 1)-t8l 8(m + 1)-ig is
parba tudjuk allitani az egészeket, hiszen minden ¢ egészt, amely legalabb (8p+ 1) és legfeljebb
8(m + 1), (8p + 1) + (8(m + 1)) — g-val allitunk parba. Tehat ha van megfelel§ paratlan
négyzetszam (m + 1) esetében, akkor (m + 1)-re is teljesiil az allitas.

Lassuk be indirekten, hogy minden (m + 1) esetén van megfelel6 péaratlan négyzetszam.
Tegyiik fel, hogy van olyan (m + 1), amelyre nincs ilyen paratlan négyzetszam. Azaz nincs
olyan paratlan négyzetszam, amely nagyobb, mint 8(m + 1) és kisebb, mint (16m -+ 10). Vagyis
van egy olyan 7 pozitiv egész, amelyre (2r — 1)? kisebb, mint 8(m + 1) és (2r + 1)? nagyobb,
mint (16m + 10).

Szoval

(2r—1)2<8(m+1) és (2r+1)>>16m+10

A két egyenlotlenséget megfelel6 moédon 6sszeadva

(2r —1)*+16m+10 < 8(m+1)+ (2r +1)
4r —dr4+1416m+10 < Sm+8+4r2+4r +1
gm+2 < 8r
m < r
m+1 < r
Becsiiljiikk -t alulrél (m + 1)-gyel. Ekkor
2(m+1)—1)* < 8(m+1)
dm* +4m+1 < Sm+38
4m* —4m+1 < 8
(2m —1)* < 8

Mivel m = 1 esetén méar tudjuk, hogy teljesiil az allitas, ezért m > 2, {gy (2m—1)% > (2-2—1)% =
9 > 8. Vagyis ellentmondasra jutottunk, ezért kell hogy legyen megfelel6 paratlan négyzetszam,
és emiatt Boglarkanak van nyero6 stratégiaja. O]
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3. Geometria

18. feladat (Vilagi Aron)
Adott a sitkon n darab pont. Mutassuk meg, hogy kivalaszthat kozilik harom — mondjuk
A, B és C — gy, hogy ABC'< < 180°/n.

Rubint Gergd megolddsa. Vegyiik az n darab pont konvex burkat, ez egy legfeljebb n cstcsi
konvex sokszog lesz. Az ismert, hogy egy szabdlyos n szog szogeinek nagysaga ("71;2) - 180°.
Ebbdl kovetkezik, hogy minden n szognek lesz egy legalabb ekkora szoge, és igy nyilvanvaloan
egy n-nél kevesebb csticsi sokszogre is igaz lesz ez. Tehat az n pont konvex burkanak megfelel6
sokszognek is lesz (legalabb) egy maximum ekkora szoge.

Vegyiik ennek a szognek a csucsat, és hizzunk beldle egy félegyenest a maradék n — 1 pont
mindegyikén keresztiil. Igy a legalabb ("n;Q) - 180 fokos szoget felosztottuk n — 2 részre (ha két
félegyenes egybe esik, akkor gy vessziik, hogy 0°-os szoget zarnak be egymadssal). Ebbél viszont
kovetkezik, hogy biztosan lesz két olyan félegyenes, melyek legfeljebb ﬁ . @ - 180 = % - 180
fokos szoget zarnak be egymassal. Ebbdl pedig nyilvanvaléan kovetkezik, hogy a pont, amelybdl
a félegyeneseket huztuk, és a két kivalasztott félegyenest megadd pontok megfeleldo A, B és C'

pontok lesznek (megfelel$ sorrendben). O

19. feladat (Bognar Andras Karoly)

A koordinata-rendszer egy pontjat racionalis pontnak nevezziik, ha mindkét koordinataja
raciondlis szam. Bizonyitsuk be, hogy egy koron akkor lehet csak 2-nél tobb racionalis
pont, ha a pontok szama 4k alaka.

Seres-Szabo Marton megolddsa. Megmutatjuk, hogy harom racionalis pont altal kifeszitett ha-
romszog koréirt korének kozepe is racionalis.

Két racionalis pont altal kifeszitett egyenes egyenlete folirhatd raciondlis egytitthatokkal
(egy raciondlis egyiitthatokat tartalmazé linearis egyenletrendszert kell megoldanunk), két ra-
ciondlis pont felezépontja szintén racionalis (a koordinatak szamtani kozepét kell venntink), igy
két pont szakaszfelez6 merdlegesének egyenlete is folirhaté raciondlis egytitthatokkal (a 90°-os
forgatas csak egyiitthatok cseréje és elgjelek megvaltoztatésa).

Ezzel a harom pont racionalis egyiitthatoju szakaszfelezo merdlegeseinek metszéspontja va-
l6ban egy raciondlis pont lesz. (Szintén linearis egyenletrendszert kell csak megoldani.)

Igy a kor kozepébél egy koron 1év6 raciondlis pontba mutaté vektor raciondlis vektor lesz
(minden koordinataja racionalis), és 90°-kal valé elforgatdas is raciondlis marad (koordindta csere
és el6jelezgetés). Vagyis tetszéleges koron 16vé racionalis pont 90°, 180° és 270°-kal (pozitiv
iranyban) vald elforgatotja a kor kézepe koriil, szintén koron 1év6 killonbozé raciondlis pont
lesz.

Ezzel a koron 1évo racionalis pontokat négyes csomagokba rendeztiik, vilagos, hogy minden
ponthoz tartozik egy csomag és minden ponthoz egyértelmi a csomagja. Vagyis a koron 1évo
raciondlis pontok szama 4k alakt. O]
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20. feladat (Farkas Iza)

A hegyesszogli ABC' haromszog B, ill. C' csticsabdl indulé magassagvonalanak talppontja
D, ill. E, a BC oldal felezépontja F. Az AF és DFE szakaszok metszéspontja M, az M
pontnak a BC szakaszra es6 merdleges vettilete N. Bizonyitsuk be, hogy az AN szakasz
felezi a DFE szakaszt.

\. J

Nddor Benedek megoldasa. Legyen G a DE szakasz felezopontja.

Ekkor az eredeti allitassal ekvivalens az, hogy M NC'< = 90°, ha N-et AGNBC-ként definialjuk.
Ezt fogjuk belatni.
AEDA ~ ACBA, mert a szogeik megegyeznek (A-nal trividlisan, AED< = 180° — BED< =
BC A<, mert BCDE htrnégyszog.). Emiatt FAG< = CAF<.
Szogszamoléassal belatjuk, hogy GM FN hirnégyszog. Eloszor is ANB< = 180° — FAG< —
ABC< miatt GNF<1 = FAG<+ ABC«.
GMF<=AMD< =180°—ADM< — DAM< = CDM< — DAM<. De BCDE hirnégyszog,
igy CDM< = 180° — CBE<. Ezért GMF< = 180° — CBE<1< — DAM< = 180° — ABC<« —
FEAG< = 180° — GNF«, vagyis GM F'N htrnégyszog. BCDE kor kézéppontja F' (90° szogek
miatt Thalész-kor), igy DE hur felezémerélegese FG, azaz DGF< = 90°. Ekkor FNM< is
90°, mert mindkét szog az F'M hurhoz tartozo kertileti szog. Ezzel belattuk.

O
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21. feladat (Molnér-Szabé Vilmos)

(La Hire tétele) Adott egy k kor és egy A pont a koron kivil. Bizonyitsd be, hogy
barhogy hiizunk A-n keresztiil egy k-t metsz6 egyenest (£), a két metszéspontban allitott
érint6k metszéspontja (B), és az A-bol hizott két érinté talppontjai egy egyenesbe esnek.

Bognar Andrds Karoly megolddsa. A k kor kozéppontja legyen az O pont, az ¢ egyenes metssze
a k kort a C' és D pontokban. A k korhoz A-boél hizott érinték érintési pontjai legyenek E és
F. A bizonyitando allitas szerint az E, F' és B pontok egy egyenesen vannak.

Vegyiik fel az OA atméroji m kort. Ez a kor atmegy az E és F' pontokon a Thalész-tétel
miatt, hiszen az érinté meréleges az érintési ponthoz hiizott sugarra (jelen esetben OE 1 AE
és OF L AF).

Ekkor az F'E egyenes a k és az m korok hatvanyvonala lesz, vagyis a bizonyitandé allitas
azt mondja ki, hogy a B pont rajta van ezen a hatvanyvonalon. Ennek igazoldsdhoz elég azt
belatni, hogy a B pont hatvanya a két korre ugyanakkora.

B definicidja szerint BD érinti a k kort, ezért B pont k korre vonatkozé hatvanya BD?.

Mar csak B pont m-re vonatkoztatott hatvanyat kell kiszamitanunk. Ehhez hizzuk be a
BO szakaszt, ez masodjara metssze a C'D szakaszt a G pontban. Ez a G pont ugyanakkor
rajta lesz az m koron, mert az OGA szog derékszog lesz (BCOD deltoid, mert BC és BD
érintdszakaszok, OC és OD sugarak, és a deltoid 4tl6i, BO és C'D merdlegesek egymaésra).

Tehat a B pont m-re vonatkozé hatvanya éppen BG - BO.

A BCO és BCG haromszogek hasonléak, megfelel6 oldalaik ardanyat felirva (C'BG szogik
kozos, mig a BCO, valamint BGC' szogek derékszogek):

BG _BO
BC  BO’
ahonnan BG = BC? - BO, vagyis B pont m-re vonatkozé hatvanya BG - BO = BC?
Ezzel pedig belattuk a feladat allitasat. O
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22. feladat (Bognar Andras Karoly)
Mutassuk meg, hogy egy T tertileti és K kertiletli konvex sokszogben el lehet helyezni
egy % sugaru kort.

Fey Ddvid megolddsa. Nézzilk meg a test azon belsé pontjait, ahova nem lehet lerakni ilyen
kort. Ezt dgy tudjuk megtenni, hogy megnézziik azokat a pontokat, amik az oldalaktol %
tavolsagra vannak, vagyis az oldalakra befelé allitunk egy % oldalhosszu téglalapot. Ha van
olyan pont, amely egyik téglalapban sincs benne, akkor oda le tudjuk rakni a kort. Akkor nincs
ilyen pont, ha a téglalapok teljesen lefedik a sokszog teriiletét.

Legyenck a téglalap oldalai, o1, 09, 05.... Igy Y 0; = K.

A téglalapok teriiletosszege: 201% — T. Igy ha a téglalapok csak akkor fedhetik le a
sokszoget, ha nincs koztik atfedés. Mivel konvex a sokszog, van konvex szoge, és minden
konvex szognél két téglalap kozott lesz atfedés. Igy lesz olyan belsd pont is amit nem fednek
le a téglalapok — ezt valasztva egy % sugaru kor kozéppontjanak, a kor a sokszog beljsejében
helyezkedik el. U
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4. Szamelmeélet

23. feladat (Danffy Abel)
Bizonyitsuk be, hogy ha 1 < k,l < n egészek, akkor (Z) és (7) nem relativ primek.

A feladat igy is fogalmazhaté: a Pascal-haromszog egy sordban (a széls6 1-eseket leszamitva)
semely két szam nem relativ prim.

Bidn-Szabé Aron megolddsa. Elészor lassunk be egy lemmat, ami igencsak megkonnyiti a dol-
gunkat.

Lemma. A k <[ < n pozitiv egészekre
n\(l\ (n\(n—Fk
1)\k) \k)\i—k)

A Lemma bizonyitdisa. Tegytk fel, hogy egy asztalnal n darab gonosz ember iil. Ezen emberek

koziil mi tetszélegesen felallithatunk [ darab embert és az all6 emberek koziil k£ darabot felpo-
fozhatunk. Hanyféle modon tudjuk ezt megtenni?

Nos, el6szor is az [ all6 embert pontosan (7) féleképpen tudjuk kivalasztani. Minden allo

[-eshez (,i) féleképpen tudunk felpofozni k embert. Igy a valasz

n l
l k)
Masrészt viszont eloszor ki tudom valasztani azt a k embert akit fel akarok pofozni. Ezt persze

(Z) modon tehetem meg. Ennek a £ embernek mindenképp allnia kell, igy a maradék [ — k 4ll6

embert a megmaradt il6 n — k ember koziil kell kivalasztani. Mivel az utobbit (7::) féleképpen
tehetem meg, a vilasz ugyanarra a kérdésre

n n—k
k l—k)
Ezzel beldttuk a lemmaét. ]

Most térjink ra a feladatra. Indirekt médon tegyiik fel, hogy az 1 < k < [ < n egészekre az
(Z), (?) szamok relativ primek. A lemma szerint (7) (,i) = (Z) (?::) Am ekkor (Z) | (?) (li),
azaz az indirekt feltevés szerint (Z) | (,i) Am tudjuk, hogy I < n, igy (i) < (2) (hiszen t6bb
elembdl tobbféleképpen tudok kivalasztani ugyanannyit). Ez ellentmonddas (nagyobb szam nem
oszthat kisebbet). O
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24. feladat (Fey David)
Bizonyitsuk be, hogy ha p és ¢ relativ primszamok, akkor:

P 352

_ H n F‘IJ B ﬁJ - {(P—pl)QJ _(@=Dp-1

j% P 2

Fleiner Zsigmond megolddsa. Tekintsiik a kovetkezd egyenléséget (0 < b < p):

{ap—i—bJ _ap+b b

p p p

Vegytik észre, hogy mivel a p, ¢ szamok relativ primek, ezért p,2p, 3p, ..., (¢ — 1)p kiadja (a
0 kivételével) az Osszes maradékot g-val osztva. Ezek utan {%J = {%J, ahol 0 < m, < gq

Most ennek segitségével irjuk fel az egész Osszeget.

2 1 2 1 .
HJFV)JJF...JF{HJ :p+p+...+w—<ml+m+...+mql)
a] " La q 7 q q 7 q q

Az fent leirtakbdl tudhatjuk, hogy {mq,ma,...,my_1} = {1,2,...,p — 1}, igy mindent
tudunk szummazni.

P, 2p (q—l)p_<1 2 q—1>_P'((q_21)q) (=g _ (-D@-1)

S+ 44 S+ S+ =
7 q q 7 q q

q 2q 2

Ezt a logikai szimmetria miatt ugyan igy meg lehet csinalni akkor is, ha a ¢ van a szamla-
4léban és a p a nevezében. Igy a feladatot belattuk. O
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25. feladat (Seres-Szab6é Marton)
Tegyiik fel, hogy a,b,n, k pozitiv egészek, n paratlan, p > 2 primszam és a” + b" = p*.
Igazoljuk, hogy n a p-nek nemnegativ egész kitevés hatvanya.

Mora Marton vette észre, hogy ez a feladat gyorsan kévetkezik az alabbi — kozépiskolaban
ritkan el6keriilo — tételbdl.

Zsigmondy-tétel

Ha a és b relativ prim pozitiv egészek szamok, akkor barmely n > 1 pozitiv egész szamhoz
tartozik olyan p primszam (ezt primitiv primoszténak nevezziik), amely osztéja az a™+b™
szdmnak, de egyetlen pozitiv egész k < n esetén sem osztdja az a® + b szamnak, kivéve
egyetlen kivételes esetet: a =2, b=1, n = 3.

A Zsigmondy-tétel egyébként a™ — b"-rdl is megfogalmaz egy hasonlé allitast, 1d. https:
//hu.wikipedia.org/wiki/Zsigmondy-tétel.

Méra Mdrton megolddsa. Mivel n paratlan, a™ + b"-bol kiemelhet6 a+b. Mivel a és b is pozitiv
egészek, nem lehet az 6sszegitk p"-nek az 1 osztdja, tehat biztosan p hatvany az 6sszegiik.

A Zsigmondy-tétel miatt azonban a” 4 b™-nek mindig van primitiv prim osztéja, a 23 +13 =
9 = 3% esetet leszdmitva. Mivel p*-nak csak p a prim osztéja, ami a fentiek alapjan osztja
a+ b-t is, vagy a = 2, b = 1 (vagy forditva) és n = 3, p = 3, vagyis teljestl az allitas, vagy
a™ = a és b" = b, tehat n = 1 vagyis szintén igaz az allitds (1 = p°). Ezzel igazoltuk a feladat
allitasat. m

Hogy ne csak ilyen ,agyuval verébre” megoldast lassunk, bemutatunk egy masodik, kozis-
mertebb eszkozoket hasznéld bizonyitast is.

Masodik megoldds. Kezdetben osszuk le a-t és b-t az Gsszes p primtényezével (ezekbél egyenld
lesz, hiszen a két szdm egyszerre oszthatd, vagy nem oszthat6 p-vel), ekkor a jobb oldal is p"-
nel osztodik, tehat igaz marad az egyenldség. Tehat feltehetjik, hogy (a,p) = 1 és (b,p) = 1.
Tovabba azt is feltehetjiik, hogy n > 1 (kiilénben nyilvanvaléan teljesiil a feladat allitasa).
Mivel n paratlan, a™ 4 0"-bdl kiemelheté a + b. Mivel a és b is pozitiv egészek, nem lehet
az Osszeglk p"-nek az 1 osztéja, tehat biztosan p-hatvany az osszegiik, legyen ez p°.
Ekkor

a" + b =a" + (p° —a)" =p" + <n>p(”_1)”a +... 4+ ( " )p2”a”_2 + ( " )p”a”‘1
1 n—2 n—1

A kibontott sszegben az utolsé kivételével mindegyik 6sszeadandébdl kiemelhetd pv+t. Mivel

a™ + b" is oszthaté p*T-nel (itt hasznéljuk, hogy n > 1), igy az utolso, (nfl)pva”_l Ossze-

adandoénak is oszthaténak kell lennie p*-nel. Tehét, mivel (a,p) = 1, igy (nZ) = n biztosan

oszthato p-vel. Legyen n = p-ny.

Ekkor az eredeti egyenl6ség a kovetkezd alakba frhaté at: (a?)™ + (b?)™ = p*, ahol a? és bP
nyilvan tovdbbra is relativ prim marad p-hez, n; paratlan, mint n (és pozitiv egész is), mig k
nem valtozott, tehat ez egy ugyanolyan tipusu egyenlet, mint a kezdeti.

Tehét ny = p - ng, Ny = p - na, stb... Ez egy végtelen leszéllas (azaz ellentmondas), kivéve,
ha valamilyen f-re p, = 1, ami éppen azt jelenti, hogy n = p.

Eppen ezt akartuk bizonyitani. O
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4.1. Hatvanyosszeg, modulo p

A tabor egyik leginkabb emlékezetes feladatanak bizonyult a kévetkezo:

26. feladat (Fleiner Zsigmond)
p—1
Adott egy p prim és 1 < k < p — 1 egész. Bizonyitsd be, hogy p | Z
=0

i

Elsd megoldds. Ez a megoldas a primitiv gyok fogalmara épil. Felhasznaljuk a kévetkezd hires
tételt.

Tétel: Ha p prim, akkor létezik primitiv gyok modulo p.
(Azaz: létezik olyan g pozitiv egész szdm, amelyre 1, g, g%, ¢°,...,g" " csupa kiilonbozd
maradékot ad p-vel osztva — ekvivalensen: minden 0-t6l kiilonb6zé maradék megjelenik

koztik. )

Vegytink egy ilyen g primitiv gyokot. Ekkor mivel modulo p nézve az {1,2,...,p— 1} és az
{1,9,9% ¢, ...,¢" '} halmaz megegyezik

p—1 N p—1 N p—=2 A p—2 .
Y=Y =3"(9) =2 (¢") modp
i=0 i=1 5=0 5=0
A mértani sor 6sszeképlete szerint
POV At
=0 g-1

Itt a szamlald a kis Fermat-tétel miatt biztosan oszthatd p-vel, mig a nevezdé nem. FEzzel
belattuk a bizonyitandé allitast n

Madsodik megoldds vizlata. Jelolje F, a p-elemi testet (ezt alkotjak a p-vel val6 osztasi mara-
dékok).

F,-ben az 2P~ — 1 polinomnak az 1,2,...,p — 1 € F, mind gyoke a kis Fermat-tétel miatt.
Igy ezek a gyokok mind kiemelhetk, és mivel éppen fokszdmnyian vannak, ki is adjak z?~1 — 1
gyoktényezds felbontasat:

P l= (- 1)@ —2) (- (p—1))

A Vieta-formulak megadjék az 1,2,...,p — 1 elemi szimmetrikus polinomjainak értékét: mind
0, kivéve a szorzatukat.

Ismert, hogy az 0sszes szimmetrikus polinom felépitheté az elemi szimmetrikus polinomok-
bél sszeadéssal, kivondssal és szorzassal. Egy (p — 1)-nél kisebb fokd szimmetikus polinom
ilyen felépitésében nyilvan csak (p — 1)-nél kisebb foku elemi szimmetrikus polinomok johetnek
szoba.

gy mivel az elébb lattuk, hogy az 1,2,...,p — 1 szamok minden legfeljebb (p — 1)-nél
kisebb fok1 elemi szimmetrikus polinomjanak értéke 0 IF,-ben igy ezen szamok minden legfeljebb
(p — 2)-ed fokii szimmetrikus polinomjanak értéke is 0 lesz F,-ben — azaz specidlisan az 1% +
2k + ..+ (p — 1)k Gsszegé is. O

Egy harmadik bizonyitas kovetkezik az alabbi tételbol, amelynek bizonyitasa tanari feladat-
ként keriilt kittizésre a taborban.
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4.1.1. Osszegpolinomok

27. feladat (Tanari — Hujter Balint)

Legyen k egy rogzitett pozitiv egész szam.

a) Bizonyitsd be, hogy ekkor 1étezik egy olyan f(x) egész egyiitthats polinom, amelyre
minden n pozitiv egész szam esetén teljesiil, hogy

1428485+ 4+ nf = fi(n)

b) Bizonyitsd be, hogy a fi(z) polinombdl kiemelhetd az x(z + 1) szorzotényezé (azaz 0
és —1 is gyokei).

Megoldas. Tekintsiik minden k pozitiv egészre az

<x>_a:(m—l)(x—2)---(ac—/€+1)
k Kk—1)---2-1

k-adfoki polinomot (ennek persze minden n > k pozitiv egész helyen megegyezik a helyettesitési
értéke a megfelel6 binomialis egytitthatéval).

7~

Lemma: Minden k pozitiv egész esetén léteznek olyan aq,as, ..., ar_1,ar egész egytitt-

hatok, amelyekkel:
o = a T +a ‘ +...+a v
— Mk k-1 |

Az dllitas bizonyitdsa. Az a; egyiitthatokat b; - i! alakban keresstiik, ahol b; még mindig egész

szam. Konnyen lathatd, hogy p;(x) = ! - (f) =xz(r —1)(x —2)--- (r — ¢+ 1) polinom minden
i-re egész egyiitthatos, i-ed fokud, a féegytitthatéja 1 és a konstans tagja 0. Tehat olyan b;
egyutthatokat keresiink, amelyekkel:

% = bypi() + bp_1pr_1(z) + ... + bipi(2)

Rekurziv médon hatarozzuk meg a by, by_1,br_o, ..., ba, by egytutthatokat, ebben a sorrendben.
Legyen by = 1 (azaz ap = k!), ekkor mivel px_1,pr_o,...,p1 polinomok k-nal kisebb fokuiak,
ezért ezzel garantaltuk, hogy a jobb oldalon z" egytuitthatéja 1 lesz. ¢ < k esetén a by-t ugy
hatarozzuk meg, hogy megnézziik, hogy mi az ¥ monom egyiitthatéja a b,p, + bp_1pp_1 +
...+ bey1pes1 polinomban (ez egy egész szam, hiszen minden p; egész egytuitthatés és minden
b; is egész), és ennek ellentettjét valasztjuk bi-nak. Mivel p,-ban az x° egyiitthatéja 1, mig
Pe—1,-..,p1,po mind £-nél kisebb fokt, ezzel garantaltuk, hogy z° egyiitthatdja 0 lesz a jobb

oldalon. O

Felhaszndlva a lemmét, az fy(n) = n* + (n — 1)* + (n — 2)* + ... + 1* 6sszeg atirhaté igy:

w(f) + () + o+ a(l) + e +
Q. n;l + ag—1 Z:i + ...+ a n;l + ag +
ay ";2 +  ap_y Z:f + ..+ a ”IQ + ay +
ak(}c> + ak_1<ki1) ot al.(}) + ao
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Oszloponként Osszegezve a Pascal-haromszog ,,zokni-szabédlyanak”, azaz a kozismert

()0 ()= ()

azonossagnak segitségével, ezt kapjuk:

fk(m:ak(n—irl)+ak-1<n+1>+..‘+al<n+1>
k+1 k 2

Ez minden n pozitiv egész szamra teljestil, tehat az alabbi egyenlet két oldalan allé polinom is
azonos (hiszen végtelen sok helyettesitési értékiik megegyezik):

fk(x):ak@j;D+ak—1<le>+---+a1<m;—1>

Hasznalva az lemma bizonyitasaban bevezetett a; = i! - b; és

pi<x>:u.<’?> =z —)(z—2)--(z—i+1)

(4

jeloléseket, a fenti egyenletet atirhatjuk igy:

fulw) = e B Nyl
W@) = et P P R v i

by, br— b;
= (z+1)z Phot ——Phst - +—Piat .+ 5P
k+1 k 1+ 1

(k—2)-ed fokd polinom

Ezzel belattuk mindkét bizonyitandoé allitast. O

Masodik megoldds a b) részre. Ha mér tudjuk, hogy az fi(z) polinom létezik, akkor tekinthet-
jiikk ennek kiilonbségpolinomjat (,,diszkrét derivaltjat”), a gr(z) = fr(z) — fr(x — 1) polinomot.

k

Az fir(z) definicdja szerint minden pozitiv egész n-re gi(n) = n®, és mivel ezzel végtelen sok

helyen meghatéroztuk, {gy gi(z) polinom csak maga az x* lehet.
Ekkor fx(0) = fr(1) — gr(0) = 1¥ —1* = 0, és fr(—1) = f(0) — gp(—=1) = 0 — 0¥ = 0, teh4t
a0 ésa —1is gyoke az fk( ) polinomnak. O

4.1. megjegyzés. A tdborban széba keriilt még az fi(z) polinom néhény tovabbi érdekes tulaj-
donsaga:

1. fr(x) nem egész egyutthatds, de minden egész helyen egész értéket vesz fel.
2. Ha k paros, akkor fi(x)-bol a (2o + 1) tényezd is kiemelhetd.
3. Ha k pératlan, akkor fi(z) felirhaté az z(x + 1) polinomjaként is.

Az elso allitas kovetkezik az elso megoldas lemmajabol, a masik két allitas pedig szépen bizonyit-
hat6 a masodik megolddsban bemutatott mddszer tovibbgondoldsival (a tdborban szorgalmi
feladat volt).
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4.2. Harom négyzetszam sulyozott 6sszege modulo p

A 4.1. feladat kapcsan jutott eszébe Németh Balazsnak a kovetkezo feladat, mint egy kiilondsen
szép és fontos kovetkezmény.

28. feladat (Tanari — Németh Balazs)

Adottak az a,b, c egész szamok, p pedig egy primszam. Bizonyitsuk be, hogy léteznek
olyan x,y, 2z egész szamok, melyekre p | az? + by? + c2%, de nem mindegyikiik oszthat6
p-vel.

Erdemes néhany széban elmondani, hogy mirdl is szél, miért is érdekes ez a feladat. Kozis-
mert, hogy ha p egy 4k + 3 alakt primszam, akkor két négyzetszam osszege csak akkor lehet
oszthatd p-vel, ha mindkét négyzetszam kilon-kiilon is oszthaté p-vel. Méasképpen mondva, az
2?2 +y?> =0 mod p kongruencia-egyenletnek csak trividlis megolddsai vannak.

Mi a helyzet harom négyzetszam osszegével? Nos, a 22 + 4% + 22 = 0 mod p mar minden
primre megoldhaté nemtrivialis médon is — ennek az dllitasnak egy finom erdsitését fogalmazza
meg a feladat.

Megoldds Bencsik Addm étletébél (lejegyezte: Németh Baldzs). Vegyiik észre, hogy ha a, b, ¢ ko-
zil barmelyik oszthaté p-vel, akkor készen vagyunk — legyen az ahhoz tartozo valtozé értéke 1,
mig a masik kett6é 0. Harom esetet kiillonboztetiink meg p négyes maradékatol fliggden:

Elsd eset: p = 2. A fontiek szerint az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy a = b =
¢ =1 modulo 2. Ekkor x =y =1, z = 0 j6 megoldés.

Masodik eset: p=1 mod 4. Elészor gondoljuk meg, hogy adott d, e egész szamokra mikor van
nemtrividlis (u,v) (nem azonosan nulla mod p) megoldasa az aldbbi kongruencianak:

du®* +ev* =0 mod p (1)

Ha d vagy e oszthato p-vel, megint csak konnyen készen vagyunk. Tegytik fel tehat, hogy
egyikojik sem 0 maradékot ad p-vel osztva, ekkor ha van nemtrividlis megoldés, akkor v sem
lehet oszthaté p-vel, tehat leoszthatjuk a kongruenciat ev?-tel:

(de‘l) (uv_1>2 =—-1 modp

1

Legyen k = ed™! mod p és w = uv™! mod p, ezzel a kovetkez6t kapjuk:

w?=—k mod p

Ennek a kongruencidnak pontosan akkor van megoldasa, ha —k = —ed~! kvadratikus maradék
modulo p.

Visszatérve az eredeti kongruenciankra, specialis alakban fogjuk keresni a megoldasunkat:
x,y, z kozil az egyik valtozot nullara allitjuk, és egy ugyanolyan alaka kongruenciat oldunk
meg a maradék két valtozéban, mint (1). Ez a terv pontosan akkor fog miikodni, ha a —ba™1,
—cb™! és —ac™! ,hanyadosok” koziil legaldbb az egyik kvadratikus maradék. Vegyiik észre
azonban, hogy nem lehet mindegyikiik kvadratikus nemmaradék, ugyanis a harom szam szor-
zata kongruens —1 modulo p, ami kvadratikus maradék modulo p (hiszen p egy 4k + 1 alakui
primszam).
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Belattuk tehat, hogy ebben az esetben mindig lesz nemtrivialis megoldéas, méghozz4 olyan, ahol
az egyik valtozé értéke 0 (modulo p).

Harmadik eset: p = 3 mod 4. Ebben az esetben cs6ddét mond az el6z6 médszer, ha —ba™t,
—cb™! és —ac™! egyike sem kvadratikus maradék modulo p, tegyiik fel tehat, hogy valéban ez
a helyzet. Gondoljuk meg, hogy ha (z,y, z) egy nemtrividlis megoldas, akkor semelyik valtozo
értéke sem lehet oszthato p-vel, azaz:

ar’ +by* +c2> =0 modp
ekvivalens a kovetkezo kongruencidval:

(ac™) (=) + (b7) (y=) +1=0 modp

Vezessiik be a d = ac™! mod p, e = bc™* mod p, xz7! = u mod p és yz=! = v mod p

jeloléseket. Igy tehat (1) helyett most a kovetkezé kongruenciara fékuszalunk:
du® + ev?* = -1 mod p (2)

Mivel p = 4k + 3 alakd, azért —1 kvadratikus nemmaradék modulo p, s ezt egybevetve a

2

feltevéstuinkkel adodik, hogy d és e kvadratikus maradékok, mondjuk, hogy d = s* mod p és

e =t mod p, igy (2) a kovetkezd alakot olti:
sSu+t2v?=—-1 modp
Kézenfekvo az m = su mod p és n = tv mod p helyettesités, ezaltal a kdvetkezot kapjuk:
m?*+n*=—-1 mod p (3)

Azt allitjuk, hogy a (3) kongruencianak mindig lesz megoldasa m-re és n-re nézve. Ahhoz, hogy
ezt beldssuk, képzeljiik el, hogy valaki leirja sorban egy papirra az 1, 2, ..., p — 1 szamokat, és
ala sorba, hogy az adott szam kvadratikus vagy kvadratikus nemmaradék-e modulo p. Tudjuk,
hogy a sor egy kvadratikus maradékkal kezdodik és egy kvadratikus nemmaradékkal zarul, tehat
el6fordul valamikor, hogy egy [ szam kvadratikus maradék, mig [ + 1 kvadratikus nemmaradék.

2 mod p; mivel p egy 4k + 3 alakt prim, azért —(I + 1) szintén kvadratikus

Legyen ekkor | =m
maradék, legyen —(I+1) = n? mod p. Ekkor m?+n? = —1 mod p, azaz (3) teljesiil, ahonnan
visszafejtve a behelyettesitéseket egy nemtrivialis megoldast kapunk az eredeti kongruenciankra,

vagyis a bizonyitast befejeztiik. m

A szép megoldas (lejegyezte: Németh Baldzs). Ezen megoldas sordn a legtobb miivelet és egyen-
18ség modulo p értendd. Jeldlje f(z,y, z) az ax? 4+ by? + cz? polinomot és vizsgaljuk a kovetkezd
kifejezést:

9w, y,2) =1 = f(a,y, 2)"

g(x,y, z) szintén egy polinomfiiggvény, és a kis Fermat-tétel miatt az értékkészlete a {0,1}
halmaz: ¢(z,y,z) pontosan akkor 1, ha f(x,y,z) = 0 mod p, egyébként pedig 0. FEz azt

jelenti, hogy a kovetkez6 Osszeg:
p—1p—1p—1

> gl,y,2) (2.1)

=0 y=0 2=0
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azon (x,y, z) szamharmasok szamat adja meg mod p, melyekre f(x,y,z) =0 mod p. Bontsuk
fel g(z,y, 2)-t kiilonb6z6 monomok osszegére:

9wy, 2) =1— > dijpa®y? 2" (2.2)
i,j,kEN
i+j+k=p—1
A d; j egyiitthatok természetesen figgenek a, b, c-tol, de pontos értékiik lényegtelen. Helyet-
tesitsiik be (2.1)-et (2.2)-be:

p—1p—1p—1 p—1p—1p—1
ZZZQ(%?J,Z) - ZZZ 1— Z d}]’ x21y2]22k _
z=0y=0 z=0 =0 y=0 2=0 i,5,k€EN
i+j+k=p—1
p—1p—1p—1

= =222 > diaye”
z=0y=02=0 4,5,keN
i+j+k=p—1

Cseréljiikk meg a szummajeleket:

—1p—1p—-1 p—1p—1p-—1 o
SR > ENE ST S b
1,7,k€eN =0 y=0 2=0 ,7,k€N =0 y=0 2=0
i+j+k=p—1 i+j+k=p—1

Vegyiik észre, hogy a belsé szumma szorzatta alakithato:

p—1 ' p—1 ' p—1
=— > dijx (Z x2’> (Z yQJ) (Z sz) =— > dijxS2S52S% (2.3)
=0 y=0 2=0

i,j,k€N i,j, k€N
+itk=p—1 i+j+k=p—1
ahol S, = Y°P_, 2%. A 4.1. feladata alapjan tudjuk, hogy az S, 6sszeg kongruens nulldval modulo

p hogyha 0 < ¢ < p — 1. Mivel az 1, j, k természetes szamok Osszege p — 1, azért koziilik a
legkisebb legfeljebb %, ezért a 2i, 27, 2k szdmok kozil valamelyik legfeljebb 2(p—1)/3 < p—1,
tehat a (2.3) Osszeg tagonként 0.

Belattuk tehat, hogy az f(x,y,z) =0 mod p kongruencia megoldasainak szama oszthatd
p-vel. Mivel az (z,y,z) = (0,0,0) szimharmas megoldas, a megoldasok szdma legalabb p,
vagyis lesz nemtrivialis megoldas O]

4.2. megjegyzés (Németh Baldzs megjegyzései a megoldashoz). A masodik megoldés egziszten-
ciabizonyitas, az els6 megoldassal ellentétben nem ad irdnymutatéast, hogyan taldlhatunk egy
nem trivialis szamharmast, viszont éppen emiatt sokkal altalanosabb, ugyanis nem hasznalja
a kvadratikus maradékok szerkezetét mod p, ezért magasabb fokud, példaul ax® + by + cz3
kifejezések vizsgalatara is alkalmas. (Ugyanakkor gyanitom, hogy az elsé bizonyitas preciz
végiggondolasaval pontosan meg lehet mondani, hogy hany megoldasa van az eredeti kongru-
encianak.)

A masodik megoldas soran azt is belattuk, hogy a megoldasok szama oszthatd p-vel: azaz
nemcsak hogy van nemtrividlis megoldas, bizonyos értelemben ,sok” van beldliilk. Ha jobban
meggondoljuk, ez egyéltalin nem meglepd: ha ugyanis (z,y,z) megoldas, akkor (tz,ty,tz)
szintén megoldas barmilyen ¢ egész szamra. (Ez abbdl kovetkezik, hogy f(z,y, z) egy homogén
mésodfoku polinom: f(tz,ty,tz) = t*f(z,y, z).)
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Definialjuk a kovetkezé relaciét a mod p egészekbdl allé szamharmasok halmazan: (z,y,z) ~
(«',y, 2') ha létezik nem nulla A € F,, amire (2/,v/, 2') = (Ax, Ay, Az). Nem nehéz belatni, hogy
ez egy ekvivalenciarelaci, valamint hogy a (0,0,0) elem csak 6nmagdval ekvivalens, mig a
tobbi ekvivalenciaosztaly pontosan p — 1 elemet tartalmaz. A fontiek miatt ha egy szamharmas
megoldés, akkor az Osszes vele ekvivalens szamhéarmas is az, tegyiik fel tehat, hogy k£ darab
nemtrivialis ekvivalenciaosztalybol vannak a megoldasaink, ekkor mindent 6sszevetve:

1+k(p—1)=0 modp

addédik, mert az 6sszes megolddsok szama (1 a trividlis megoldas, k(p — 1) a tobbi) oszthato
p-vel. Ebbdl a k =1 mod p allitast kapjuk.

A masodik megoldas gondolatmenete a véges csoportok elméletében bontazik ki igazan. Hasonld
megfontolasokkal lehet belatni:

o Cauchy tételét, mely szerint ha a p prim osztja a G véges csoport rendjét, akkor van
G-nek olyan eleme, melynek rendje pontosan p.

o Ennek altaldnositdsat, az agynevezett Sylow-tételeket.
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5. Valdészinliségszamitas

29. feladat (Terjék Andras)
Alfréd a robot egy gomb megnyomasara kiad egy egész szamot véletlenszertien 1 és n
kozott. Varhatéan hanyszor kell megnyomnunk Alfrédot, hogy 1 és n kozott az Osszes

szamot kiadja?

Nagy Eszter megolddsa. Vizsgaljuk meg, hogy ha mar k féle szamot kiadott Alfréd, akkor var-
hatéan hanyszor kell még megnyomnunk ahhoz, hogy minden szamot megkapjunk. Jel6lje x
azt, hogy varhatéoan hanyadik nyomaéasra kapunk 0j szdmot, ha mar k szdmot megkaptunk.
Ekkor fleirhatd, hogy

k k
T = +—(z+1)

n n

hiszen ”T_k eséllyel kapunk 1j szamot a kovetkezd gombnyomasra, mig % eséllyel nem kapunk

1j szamot, ilyenkor varhatéan tjabb x nyomaés kell egy 1j szamhoz. Az egyenletet megoldva:
k n—k k n
_|._

r—r— = — =1, azaz z = .
n n n n—=k

A teljes varhato lépésszam, ami alatt minden szamot kidob Alfréd:

n—1 n n 1
FE = Z =nH, ahol Hn:Z—.
—on—k =k
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30. feladat (Moéra Marton)

100 elitélt nevét valamilyen sorrendben beleteszik 100 sorszammal ellatott fiockba. Ezek
utan az egyszemélyes cellaikbol egyesével véletlenszeriien behivjak a rabokat. Mindegyi-
kiik tetszése szerint kihizhat egyesével 50 fiokot. Ha megtalalta valamelyikben a sajat
nevét, akkor elvezetik egy kiilon terembe, ha nem, akkor az Osszes elitéltet azonnal ki-
végzik. Végiil, ha mindannyian szerencsével jartak, valamennyitiiket szabadon engedik.
Mutassuk meg, hogy e szabdlyok ismeretében a rabok ki tudnak dolgozni egy olyan stra-
tégiat, amelyet alkalmazva % -nél nagyobb az esélye annak, hogy kiszabadulnak.

. .

Bencsik Addm megolddsa. Jeloljiik a rabokat 1-t8]1 100-ig egy-egy pozitiv egész szdmmal. A
stratégiank a kovetkezd. Bemegy a terembe az X rab. Kinyitja a x. sorszamu fickot. Ezutan
mindig azt a sorszamu fidkot nyitja ki a t. 1épésben, amilyen szamot talalt a t—1. 1épésben valé
fiokkinyitasnal. Ezt addig folytatja, amig megtalalja a sajat szamat, vagy lejar az 50 lépése és
akkor vége a jatéknak. Nézziik meg alaposabban, mi is torténik pontosan.

Elképzelhetjiik gy is hogy 1-100-ig minden pozitiv egész kap egy sorszamot. Jelolje f(z)
az x. sorszdmu szamot. n hosszti kornek nevezem azt, ha f"(z) = z de i < n-re fi(z) # x.
Trividlisan minden szam pontosan egy korben szerepel, hisz egyértelmiien jutunk el egy szamig
és megytink tovabb, hisz minden 1épés egyértelmiien determindlja a kovetkezot. Vegytik észre
ha minden kor legfeljebb 50 hosszt, akkor készen vagyunk. Tekintve, hogy X ember elkezdi
a korét x.-ben és tudjuk, hogy f™(z) = x, ahol n < 50, azaz legfeljebb 50 1épésbdl kihtzza a
nevét. Viszont ha van benne legalabb 51 hosszu kor, akkor ez a stratégia veszit, hisz aki ebben
a korben van benne, az nem ér korbe és nem hizza ki a sajat szamat. Azt fogjuk beldtni hogy
%—nél kisebb eséllyel fordul ez elo.

Legalabb 51 hosszu kérbél egyszerre maximum egy lehet (hisz minden szdm egy korben sze-
repel és csak 100 szam van). Azaz egyesével megnézhetjiik hanyszor fordulhat elé, hogy van egy
51,52, ...,100 hosszu kor. Ha van egy p > 50 hosszu kor: Akkor (120) féleképpen valaszthatjuk
ki azt a p elemet ami szerepelni fog a koriinkben. Ezeknek p!-féle lehetséges sorrendjik van,
de mivel egy kort alkotnak p kiilonbo6z6 helytdl kezdhettiik a kéron a sorrendet: azaz % féle
képpen rendezkedhetnek el. A maradék 100 — p szam tetszoleges sorrendben helyezkedhet el
egymashoz képest, kaphatja meg a maradék 100 — p sorszamot. Ez (100 — p)! lehetéség. Azaz

p > 50 kor ennyi féle képpen fordulhat el6:

pt- (M) - (100 =p)! 100!
p p

Osszesen 100! elrendezése van a szdmoknak, {gy annak az esélye, hogy van benne legaldbb
51 hosszu kor, az:

10051 100! 100 ¢
ey M Z 2 <69
100! =P

Azaz annak az esélye, hogy olyan esetet kapunk ahol miikodik a stratégia, az nagyobb mint
1—0.69 =0.31 > 3/10. Kész.
O
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