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1. Kideriuliink az ablakon

1.1. Bognar Andras Karoly

BAK/1. Bizonyitsuk be, hogy ha létezik paratlan tokéletes szam, akkor a) 4k+1 alaku
b) ha osztdinak szdma (6nmagat is beleértve) m, akkor m = 4z 4 2, ahol k és x nem-
negativ egészek. (Tokéletes szam az a pozitiv egész, amire a szdm 6nmaganal kisebb
pozitiv osztéinak 6sszege maga a szam, pl.: 28 =1+ 2+ 4+ 7+ 14).

BAK/2. ABC haromszog A pontjabdl allitsunk merdlegest az AB, a B pontjabdl a BC
és a C pontjabol az AC szakaszra. Az A és C' pontbdl allitott merdlegesek metsszék
egymast D-ben, az A és B pontbdl allitott merdlegesek metsszék egymast E-ben, mig a
B és C pontbdl allitott merdlegesek metsszék egymast F-ben. Ehhez hasonléan allitsunk
meroleges az AB, AC, BC' szakaszokra rendre a B, C' és A pontokbdl; az A és B pontbdl
allitott merolegesek metsszék egymast G-ben, mig a B és C pontbdl allitott merdlegesek
metsszék egymast H-ban, az A és C pontbdl allitott merdlegesek pedig [-ben. Bizo-
nyitsuk be, hogy az I F, HE és DG szakaszok metszéspontja az ABC haromszog koréirt
korének kozéppontja.

BAK/3. Bizonyitsuk be, hogy ha egy grafban minden pont foka legalabb harom, akkor
a korok hosszainak legnagyobb kozos osztéja vagy egy vagy ketto.

BAK/4. Biz. be, hogy ha harom szam szorzata 1, és 6sszegiik nagyobb a reciprokéssze-
giknél, akkor a harom szam koziil pontosan egy olyan van, amely nagyobb 1-nél.

BAK/5. A koordindta-rendszer egy pontjat racionalis pontnak nevezziik, ha mindkét
koordinataja racionalis szam. Bizonyitsuk be, hogy egy koron akkor lehet csak 2-nél tobb
racionalis pont, ha a pontok szama 4k alak.

BAK/6. Mutassuk meg, hogy egy T tertiletii és egy K kertiletii konvex sokszégben el
T
lehet helyezni egy 7 sugaru kort.

BAK/7. Egy szelet csokoladét tobb 1épésben osztunk részekre. Minden 1épésben a méar
meglevé részek kozil a legnagyobb tomegiit (ha tobb ilyen van, azok egyikét) osztjuk
tovabb 1gy, hogy a kapott j darabok egyike se legyen nagyobb tomegii, mint a most
tovabb osztott rész fele. Igazoljuk, hogy a k-adik 1épés utan kapott részek mindegyike
kisebb, mint az eredeti csokoladé témegének a 2/(k + 1)-edrésze.

BAK/8. Két jatékos a kovetkezd jatékot jatssza. A tablara felirjdk a 2 szdamot. A
jatékosok ezutan felvaltva lépnek: minden lépésben az aktudlis szamot 1-gyel névelik
vagy megduplazzak. Az a jatékos veszit, aki egy bizonyos, elore rogzitett n szamnal
nagyobbat ir. Az n értékétdl fliggden kinek van nyerd stratégiaja?
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1.2. Kercs6-Molnar Anita

KMA /1. Egy 13 x 13-as tdblazat mezdibe gy irtak szdmokat, hogy a 13 sorban és a
13 oszlopban ugyanannyi a szamok osszege. Legalabb hany szamot kell a tablazatban
ahhoz megvaltoztatni, hogy a 26 darab 6sszeg kozott ne legyenek egyenldk?

KMA /2. Keressiik azt a minimélis T-t, melyre barmely egységhosszu folyamatos gorbe
(vonal) lefedhetd egy T tertiletli téglalappal.

KMA /3. Adott p primszam. Adjuk meg az Osszes k egész szamot, melyre /k* — pk
pozitiv egész.

KMA /4. Harom iskola mindegyikében n tanulé van. Minden tanulé a mésik két isko-
1abol egyiittvéve n + 1 tanulot ismer. Bizonyitsuk be, hogy valaszthaté a harom iskola
mindegyikébdl egy-egy tanul6 igy, hogy mindegyikiik ismeri a mésik kettét. (Az isme-
retségeket kolesonosnek tételezziik fel.)

KMA /5. ABCD htrnégyszog koré irt korének koézéppontja O. Az ABO és a CDO
korok O-t6l kiilonbozé metszéspontja P pont, ami a DAQO haromszog belsejébe esik.
Valasszuk ki az OP szakasz P-n tili meghosszabbitasan a (), az OP szakasz O-n tuli
meghosszabbitasan pedig az R pontot. Bizonyitsuk be, hogy QAP/Z = QBR/ akkor és
csak akkor teljestl, ha PDQZ = RCO/Z.

KMA /6. Jancsi csiga a koordindtarendszer (0;0) pontjaban lakik. Juliskaval talalkozéja
van az (a; b) pontban. Hanyféleképpen juthat el hozza egy n egység hosszi ton, ha csak
a racsvonalakon kozlekedhet?

(Jancsi szeret csiszkalni, el6fordulhat, hogy egy szakaszon tobbszor is atmegy.)
(Szumma nélkil fejezziik ki.)

b
KMA /7. Adottak a,b, ¢, d pozitiv egészek és r = 1— Z — -
c
1
Tudjuk, hogy a + ¢ < 428 és r > 0, bizonyitando, hogy r > 1205

KMA /8. Adott ABC haromszog. Legyenek A; és By pontok rendre a haromszog BC
és AC oldalain, D pont AA; és BB; metszéspontja, E pont AB; és C'D metszéspontja.
Bizonyitandoé, hogy amennyiben A1 ECZ = 90° és A, B, A;, FE pontok egy kérén vannak,
akkor AA; = BA,.
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1.3. Maté Lorinc

ML/1. A vildgon 1998 repul6tér van. Tudjuk, hogy akarmelyik harom repiilétérre van
olyan 2, amely kozott nincs kozvetlen jarat. Maximum hany kozvetlen jarat lehet a
repuloterek kozott?

ML /2. Taldld meg az Osszes olyan pozitiv egész x,n parost, amelyre teljesiil, hogy
2" + 2" 4+ 1 osztja a (x4 271 4 1)-t,

ML/3. Egy pozitiv valés szamokbdl all6 sorozat a kovetkezOképpen van definidlva:

1
Tpio = M, ahol n =0,1,2.... Mivel egyezik meg x199s7

Ln

ML /4. Egy ABC hegyesszogli haromszogben a kortlirhaté kor kozéppontja legyen O. S
legyen a BC'O haromszog koriilirhat6 korének a kozéppontja. K legyen az a pont melyre
OK az S korének atméréje. D, E legyen az S kor és az AB, AC egyenesek méasodik
metszéspontja. Bizonyitsuk be, hogy az ADK F négyszog egy paralelogramma.

ML /5. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valés szamok, akkor

9 <2< 1 n 1 N 1 ) i 1 n 1 n 1 <1<1+1+1>
a+b+c ™ a+b b+c c+a a+b b+c c+a 2\a b c

ML /6. Talald meg az 6sszes paronként relativ prim pozitiv egészeket az ¢, m, n szamokra,
ha:

1 1 1
(€—|—m—i—n) <€+m+n>

egy egész szam.
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1.4. Nador Benedek

NB/1. Az a,b, c pozitiv valés szamokra teljestl, hogy a + b + ¢ = 3. Bizonyitsuk be,

hogy
a2 b2 2

ot Vbe  b+via cVab©

[\3\03

NB/2. Egy olyan osztély, ahol k kolcsénos baratsag van a didkok kozott, kirdanduldsra
indul 2 busszal. A tanaruk szeretné, hogy a kirdndulas emlékezetes legyen és sok 1j
baratsag sziilessen, ezért gy probalja elhelyezni a tanulékat, hogy egy buszon beliil a
baratsagok szama a lehet6 legkevesebb legyen. Bizonyitsuk be, hogy el tudjak érni, hogy
mindkét buszon beliil legfeljebb % baratsag legyen!

NB/3. Keresd meg az Osszes f : R — R fliggvényt, amire barmely z,y € R esetén
fley + fzy)) =22 (y).

1
,2, 37. .,ﬁ,....

Bizonyitsuk be, hogy van olyan négyzet, amelyben mindezek atfedés nélkiil elhelyezhetok,

NB /4. Adott négyzeteknek egy végtelen sorozata, az oldalak hossza rendre 1, 1

és keressiik meg a legkisebb ilyen négyzetet.

NB/5. Ki lehet-e valasztani 5 pontot a térben tgy, hogy minden 1 és 10 kozotti k
egészhez talalunk 2 kivalaszott pontot, amik tavolsaga k?

NB/6. Adjuk meg az 6sszes pozitiv egészekbdl allé a, b szampért, amire

Va~+ Vb = /2009.

NB/7. Az ABC hegyesszogi egyenldszari haromszog, alapja BC, koréirt korének kozép-
pontja O, magassagpontja H. Bizonyitsuk be, hogy BOH koréirt korének kozéppontja
AB egyenesre esik!

NB/8. Keresd meg az osszes f : R — R fliggvényt, amire barmely z,y € R esetén

F@) + f@°) = (@ +9)(f(@®) + F(y°) — flay)).



Fazekas Matektabor 2021 Leave us alone - we know what we're doing

2. Leave us alone - we know what we’re doing

2.1. Moéra Marton Barnabas
2 b2

ab+1

MM /1. Legyenek a és b pozitiv egész szamok. Tudjuk, hogy egész.

a4 b2
Bi itsuk be, h kk
izonyitsuk be, hogy ekkor — 1

négyzetszam is.

MM /2. Legyenek ay,aq, ..., a, (n > 3) valés szamok, amelyekrél tudjuk, hogy a3 +as + ...+ a, > n és
a? + a3+ ...+ a® > n? Bizonyitsuk be, hogy az ai, as, . . ., a, szdmok kozott van 2-nél nem kisebb.

MM /3. 100 elitélt nevét valamilyen sorrendben beleteszik 100 sorszammal ellatott fickba. Ezek utén az
egyszemélyes cellaikbdl egyesével véletlenszeriien behivjak a rabokat. Mindegyikiik tetszése szerint kihtz-
hat egyesével 50 fickot. Ha megtalalta valamelyikben a sajat nevét, akkor elvezetik egy kiilon terembe, ha
nem, akkor az Osszes elitéltet azonnal kivégzik. Végiil, ha mindannyian szerencsével jartak, valamennyiii-
ket szabadon engedik. Mutassuk meg, hogy e szabdlyok ismeretében a rabok ki tudnak dolgozni egy olyan
stratégiat, amelyet alkalmazva 1% -nél nagyobb az esélye annak, hogy kiszabadulnak.

MM /4. Szerkessziik meg a haromszoget, ha adott egy szoge, tovabba a szog csticsabdl indulé magassaga-
nak és sulyvonaldnak hossza.

MM/5. A B-4777-es bolygén haromféle nép él: az alfak, a bétak és a gammak. Az egyik népbe tartozdknak
(nem feltétleniil az alfaknak) 2 keziik, a masik népbe tartozéknak 3 keziik, a harmadik népbe tartozéknak
pedig 4 keziik van. Az egyik népnél (nem feltétlentil a 2 kezeseknél) egy-egy kézen 4 ujj van, a mésik
népnél 5 ujj, a harmadiknal 6 ujj van egy-egy kézen. Mindegyik nép olyan alapu szamrendszert hasznal,
ahdny kézujja van. (Ha pl. a 4 kezeseknek 6-6 ujja van: 6k 24-es alapi szamrendszert haszndlnak.) Az
alfak sajat szamrendszerében felirt 64, szdma megegyezik a bétdk 515 szdmaval. Hany keze, és azon hany
ujja van az alfdknak, a bétaknak, illetve a gamméknak?

MM/6. Az f: R — R nem konstans fiiggvényrol azt tudjuk, hogy minden valés x esetén
fA=z)+ (1 -2)f(z) =

ahol ¢ rogzitett egész konstans. Igazoljuk, hogy ha f(z)-nek van egész fixpontja, akkor van két olyan
fixpontja is, amely nem egész. (z fizpontja f(x)-nek, ha f(z) = z.)

MM/7. Az A = a,b,c,d halmaz silya legyen a - b-c-d. Mennyi a H = {%, é, e ﬁ} halmaz paros

elemszamu (nem iires) részhalmazai silyainak 6sszege?

MM /8. Tegyiik fel, hogy p egy nem azonosan 0 egész egyiitthatés polinom, melyre p(n) minden n egész
szamra oszthato 2016-tal. Legaldbb mennyi p egyiitthatoi abszolut értékének Gsszege?
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2.2. Moéricz Benjamin

MB/1. Adott a sikban 5 pont ugy, hogy semelyik hdrom nem esik egy egyenesre. Iga-
zoljuk, hogy az altaluk meghatarozott haromszogek kozil legfeljebb hét hegyesszogi!

MB/2. 2 jatékos, 2021 kavics. A két jatékos felvaltva 1ép és mindig a soron kovetkezé
jatékos eldontheti, hogy a kavicsokbdl 1 — 2/-ig mennyit vesz el, az i+1. elvétel esetén.
Az nyer aki az utolsé kavicsot elveszi. Kinek van nyerd stratégiaja?

MB /3. Adott egy egységnyi teriiletti ABC' derékszogi haromszog. A haromszog oldala-
ira kifelé rajzoltunk négyzeteket, amelyek kozéppontja D, E ésF'. Igazoljuk, hogy DEF
tertilete legalabb 2 egység!

MB/4. Az ay, ay, ... , a1g egész szamok 6sszege 11. Legfeljebb hany megoldésa lehet az
ap + a1z + ar?® + ... + ajpr'’ = 1 egyenletnek?

MB/5. Egy bilivészmutatvanyon a kozonség egy tagja gondol két tetszéleges n és k
pozitiv egészre ugy, hogy n > k, valamint leir egy n-hosszi 0 és 1-bdl allé sorozatot.
Ezutan a mutatvany vezetoje leirja az Osszes olyan n hosszi sorozatot, ami pontosan
k helyen tér el az eredeti sorozattél. A buvész csak ezeket a szamokat latja. Mennyi
tippbdl tudja biztosan kitalalni a btivész az eredeti sorozatot?

MB/6. Az ag,ay, ... pozitiv egészekbdl all6 sorozatra igaz, hogy a,.1 = \/a,, ha \/a,
egész, mas esetben a,,1 = a, +3. Milyen ay > 1 esetén fog a sorozatban legalabb 1 érték
végtelenszer elofordulni?

MB/7. Aladar a kovetkezo jatékot jatssza egy 9 mez6bol allé tablazatban: kezdetben
a mezok tiresek és Aladar minden lépésben eldontheti, hogy beir egy iires mezobe egy
27 alakt szdmot, ahol j nemnegativ egész vagy pedig két egyforma szdmot kicserél az
Osszegiikre és azt irja az egyik helyére, a masik helye tiresen marad. Tudjuk, hogy a
jaték végén 8 tlires mez6 maradt és a 9. mezoben 2" all, ahol n adott. Hatarozzuk meg
Aladar lépéseinek maximalis szamat n fliggvényében!

MB /8. Tegyiik fel, hogy a! + 1?2 < 1 és a® + b'! < 1, ahol a és b pozitiv valésak!
Igazoljuk, hogy ekkor a'** 4 p*27F < 1 ha 0 < k < 11, és k egész!
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2.3. Németh Marton

NM/1. Hény olyan (a, b, c¢) egész szamharmas van, ahol 1 < a, b, ¢ < 100, és tetszoleges
n természetes szam esetén a”, b" és " egy haromszog oldalai?

NM /2. Egy n-szog alapui gulanak legfeljebb hany élét metszheti egy S sik (a gula alapja
nem feltétleniil szabalyos sokszog, S nem megy at a test egyik csicsan sem)?

NM/3. Anna és Bea a kovetkez6 jatékot jatszak: Bea kezdetben egy n csicsu irdnyi-
tatlan graf egy ismeretlen csticsaban van, majd minden kérben Anna tippel el cstcsra.
Ha Bea éppen ott volt, akkor Anna azonnal nyer, kiillonben Bea atlép egy szomszédos
csucsba. Milyen grafok esetén tud Anna biztosan véges sok 1épésbdl nyerni?

NM/4. Létezik-e az 0, 1,2, ...,n — 1 szdmok egy ayg, as..., a,_1 permutacija, melyre min-
den 1 <4 < nesetén a; és a;,1 kettes szamrendszerbeli felirdsa pontosan egy szamjegyben
kiilonbozik (pl.: 1001 és 1011 egy szamjegyben kiilonboznek), ha

a) n kettéhatvany? b) n tetszoleges pozitiv egész szam?

NM/5. Egy tablazatnak 16 oszlopa, és n sora van. Minden mezot vagy feketére, vagy
fehérre festhetiink, majd a tablazat oszlopait véletlenszertien megkeverik, szamunkra
ismeretlen modon. Ezutan minden kérdésiinkre megmondjak, hogy egy altalunk megha-
tarozott sor eloallt-e az oszlopok megkeverése utan. Megfelel6 szinezés esetén meg lehet-e
hatarozni, hogyan lettek osszekeverve az oszlopok, ha...

a) n tetszolegesen nagy, és barmennyit kérdezhetiink?
b) n = 32, és legfeljebb 64-szer kérdezhetiink?

NM/6. Adott egy n szambdl all6 sorozat, amit nem ismertink. Egy kérdéssel megkérdez-
hetjiik, hogy az i-edik és a j-edik (1 < i < 7 < n) elem egyenlé-e. Feladatunk kideriteni,
hogy van-e olyan elem, ami tobb, mint §-szor szerepel a sorozatban.

a) Adjunk meg stratégiat, ami ezt megoldja n = 32 esetén legfeljebb 144 kérdéssel.

b) Adjunk meg olyan ¢ > 0 valds szamot, és egy olyan stratégiat, mely tetszéleges n > 2

esetén megoldja a feladatot legfeljebb cn kérdéssel.

NM/7. Adott egy labirintus (egy négyzetracson véges szami mez6 a labirintus belseje,
néhany szomszédos négyzet kozott fal van, a labirintus belsejét képezd mezok koziil bar-
melyikrol el lehet jutni olyan mezore, mely nem a labirintus belseje, anélkiil, hogy falon
mennénk &at), ez azonban szamunkra lathatatlan. Van egy robot, akinek utasitasokat
lehet adni, egy utasitas a négy irany egyikének felel meg. Ha a robot tud az adott irany-
ba 1épni, akkor 1ép, ha falba titkozne, akkor nem csindl semmit. Létezik-e olyan (akar
végtelen) utasitas-sorozat, mely tetszéleges labirintusbdl véges sok 1épés utan kijuttatja
a robotot?
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2.4. Vilagi Aron

VA /1. Melyik az a legkisebb n pozitiv egész szam, amelyre 3% — 1 oszthat6 22010-nel?

VA /2. Tgazoljuk, hogy végtelen sok olyan derékszogli haromszog van, amelyben az ol-
dalhosszak relativ prim egész szamok, és az atfogd hosszabdl barmelyik befogd hosszat
levonva egy-egy kobszamot kapunk.

VA/3. Jelolje p; az i-edik primszamot és legyen Q. = p1 - po - ... - pir. Igazoljuk, hogy
az 1,2, ..., Qy szamok kozott pontosan @y/2 darab olyan van, amely a py, ..., P koziil
paratlan sokkal oszthato.

. n
VA /4. Léassuk be, ha p primszam, akkor np osztdja ( p) — n-nek.
p

m(m—1)(m—2)---(m—k+1)k

VA/5. Mutassuk meg, hogy > E]
m

k=1

= 1.

VA /6. Adott a sikon n darab pont. Mutassuk meg, hogy kivalaszthaté koézuliikk harom
— mondjuk A, B és C — agy, hogy ABC<t < 180°/n.

VA /7. Jeloljiink ki az AB szakaszon 2n pontot Ugy, hogy a pontok a szakasz felez&pont-
jara szimmetrikusan helyezkedjenek el. Kivalasztunk tetszoleges n-et a pontok koziil s
azokat pirosra, a megmaradt n-et pedig kékre festjiik. Osszeadjuk a kék pontoknak az A
ponttol mért tavolsagait, valamint 6sszeadjuk a piros pontoknak a B-t6l mért tavolsagait.
Mutassuk meg, hogy a két O0sszeg egyenlo.

VA /8. A nemzetkozi kombinatorikai konferenciara érkezo szaz matematikust egy szél-
lodaban helyezik el, ahol a szobak egytdl szazig vannak megszamozva. A recepcios azt
tervezi, hogy a matematikusokat érkezésiik sorrendjében az adott sorszamu szobaba kiil-
di. Az elsének érkez6é vendégnek viszont elfelejti a megfeleld utasitast megadni, igy 6
a szobak kozil véletlenszeriien valaszt egyet. Végiil a recepcios a tobbieknek azt az
utasitast adja, hogy az érkezési sorszamuknak megfelelo szobat egyesével foglaljak el;
illetve ha az mar foglalt, akkor valasszanak a szabad szobdk koziil egyet tetszés szerint.
Hanyféleképpen koltozhettek be a szobakba a vendégek?
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3. Lama Lemma

3.1. Gabriel Tamas

GT/1. Egy szabélyos nyolcszoget véges sok, atfedés nélkili paralelogrammara felosz-
tunk. Bizonyitsuk be, hogy a paralelogrammak kozott van téglalap.

GT /2. Mutassuk meg, hogy egy haromszog oldalaira, a hozzairt korok érintési pontjai-
ban allitott merdlegesek egy ponton mennek at.

GT /3. Mutassuk meg, hogy ha a, b és ¢ valamely egységnyi kertileti haromszog oldalai,
akkor

1
a2—|—b2—|—c2—|—4abc<§

GT /4. Legyenek a, b, ¢, d egészek, amelyekre a > b > ¢ > d > 0. Tegyiik fel, hogy
ac+bd=0b+d+a—c)(b+d—a+c).
Bizonyitsuk be, hogy ab + cd nem primszam.
GT/5. Bizonyitsuk be, hogy ha az f fiiggvényre
flz+1)+ flz — 1) = V2f(x)
minden valds x-re teljestil, akkor a fiiggvény periodikus.

GT/6. Legyen n pozitiv egész szam, és legyenek ay,...,ar (kK > 2) olyan paronként
kiillonb6zo egész szamok az 1,...,n halmazbdl, hogy az i = 1,...,k — 1 értékek mind-
egyikére teljesiil az, hogy n osztéja a;(a;+1 — 1)-nek. Bizonyitsuk be, hogy n nem osztdja
ar(a; — 1)-nek.

GT/7. Két jatékos elétt egy-egy kavicskupac talalhatd, kezdetben mindkettében k ka-
vics van. El6szor az elso jatékos ezekhez hozzatesz Osszesen 2008 ujabb kavicsot, az 1]
kavicsokat tetszélegesen oszthatja el a két kupac kozott (akar az Osszeset is az egyik
kupacba teheti). Ezutan a masodik jatékos tesz hozza a kupacokhoz 6sszesen 2008 tjabb
kavicsot, és ugyanigy folytatjak felvaltva. Az nyer, akinek a kupacdban (a sajat vagy
ellenfele 1épése utan) a kavicsok szama négyzetszam, mig ellenfele kupacara ez nem igaz
(ha mindkét kupac ilyen, akkor a jatékot folytatjak). Van-e végtelen sok k-ra a méasodik
jatékosnak nyero stratégiaja?

GT/8. Egy raciondlis szamokbdl 4ll6 halmaz tartalmazza minden elemének kétszeresét
és barmely két elemének Osszegét. A halmaz elemei kozott van pozitiv és negativ is.
Bizonyitsuk be, hogy a halmaz barmely két elemének kiilonbsége a halmazhoz tartozik.
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3.2. Mezey Dorottya

MD/1. Adott egy 2011 csticsu konvex sokszog gy, hogy semelyik négy cstics sem esik
egy korre. A csicsokbdl kivalaszthaté pontharmasokra megrajzoljuk a rajuk illeszkedo
kort. Egy ilyen kor sovany, ha a sokszognek van olyan cstcsa, amely kiviil van a koron,
ellenkezo esetben a kor kovér. Sovany vagy kovér korbol van tobb?

MD/2. Van 2012 kiilsére teljesen egyforma, de paronként kiillonb6zé értékii érménk.
Ugyancsak van egy késziilékiink, amelybe 21 érmét kell behelyezni, és megadja, hogy a 21
behelyezett érme koziil melyik a k-adik legértékesebb. Ennek a késziiléknek a segitségével

a 2012 érme koziil hanynak tudjuk meghatarozni az érték szerinti sorszamaéat, ha
a) k = 10, illetve ha b) k= 117

MD /3. Bizonyitsuk be az aldbbi egyenl6tlenséget:

J2012+¢2011+\/2010+\/~-+ 2+ V1 <46

MD/4. Legyen H = 1,2,...,n. Megadhatd-e két, kozos elem nélkiili A és B halmaz,
melyek uniéja éppen H ugy, hogy A elemeinek 6sszege egyenlo B elemeinek szorzataval,
ha a) n = 2016; b) n = 20177

MD /5. Aladér kiszinezett egy 909-es tabldn valahdny mezét. Baratja, Béla, nem latta
a tablat, de Aladar elarulta neki a kiszinezett mezok k szamat. Mekkora lehet k mini-
malis értéke, ami esetén Béla biztos lehet benne, hogy van a tablan olyan 202-es blokk,
amelybdl Aladar legalabb 3 mezot kiszinezett?

MD /6. Mutassuk meg, hogy

ém(m— )(m —nfll.rl..(m—kJrl)k 1

MD/7. Az 1,2,...,2014%" szamok koziil Aladar és Boglarka felvaltva torolnek le egy
szamot(Aladar kezd), amig csak két szdm marad. Ha a megmarad6 két szdm Osszege
négyzetszam, akkor Boglarka nyer, egyébként Aladar. Kinek van nyero stratégiaja?

MD/8. Az 1,2,...,n halmaz egy részhalmazat kicsinek nevezziik, ha tires vagy kevesebb
eleme van a legkisebb eleménél. Hany kicsi részhalmaz van?
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3.3. Nagy Eszter

NE/1. Rajzolhat6-e a Rubik-kocka minden lapjanak minden egyes kis négyzetén egy-egy
atlo ugy, hogy egy énmagat nem metsz6 zart torottvonalhoz jussunk a kocka felszinén?

NE/2. Egy konvex poliédernek legaldbb 9 csiicsa van, a csicsok koordinatédi egész szé-
mok. Mutassuk meg, hogy talalhaté a poliéderben olyan, a cstucsoktoél kiillonbo6z6é pont,
amelynek koordinatai szintén egész szamok.

NE/3. Az ABCD trapéz atléi az M pontban metszik egymast. Az ABM és CDM
haromszogek tertilete 18, illetve 50 egység. Mekkora a trapéz teriilete?

NE/4. Bejarhaté-e minden konvex poliéder alkalmasan valasztott élek mentén haladva
ugy, hogy kozben minden csticsot pontosan egyszer érintlink és visszatériink a kiinduld
cstcsba?

NE/5. Oldjuk meg a
Vr=2"-3r+1— |z —1|

egyenletet a racionalis szamok halmazan.

NE/6. Egy szabalyos hatszogracsos papirlapon a szabalyos hatszog oldalai 6 cm hosszi-
ak. A papirlapot vizszintesen helyezziik el és egy 2 cm atméroju kor alakt érmét célzas
nélkiil dobaljunk ra. (A papirlap olyan méretii, hogy az érme minden esetben teljes egé-
szében a papirra esik.) Mennyi a valdszinlisége annak, hogy az érme dobas utan teljes
egészében valamely hatszog belsejébe esik?

NE /7. Tekintsiik azokat a természetes szamokat, amelyek osztoinak szamat megkapjuk
ugy, hogy a primtényezos felbontasukban szereplé primszamok szorzatabdl kivonjuk a
hatvanykitevok szorzatat. Ilyen példaul a 25 és a 600 is. Bizonyitsuk be, hogy végtelen
sok ilyen szam van.

NE/8. Egy allasinterjira 6t embert hivnak be, 6t elére adott lehetséges idépontra.
Minden jelentkezo egy adatlapon megjelol az 6t idopontbdl kettot. Mi a valdszintlisége,
hogy mindenkit meg tudnak hallgatni az egyik altala megjelolt idépontban?
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3.4. Seres-Szab6 Marton

SSzM /1. Véges sok pozitiv szam koziil egyik sem nagyobb a tobbi dsszegénél. Igazoljuk,
hogy két részre oszthatjuk oket gy, hogy barmelyik részben a szamok Osszege legfeljebb
kétszer akkora, mint a masikban.

SSzM /2. Egy (egyszerii dsszefiiggd) grafot nevezzink taldlomra bejarhatonak, ha bér-
hogy jarkalunk is az (egyméashoz csatlakozd) élein, tigyelve arra, hogy minden élre csak
egyszer lépjink, el6bb-utébb az Osszes élet bejarjuk. Adjuk meg az Osszes talalomra
bejarhato grafot!

SSzM /3. Tekintsiik az Fy = F» = 1, F,, = F,,_1 + F,,_5 rekurziéval definidlt Fibonacci-

m
sorozatot. Bizonyitsuk be, hogy k < m (pozitiv egészek) esetén > F;F; 3 Osszetett
i=k
Szam.
SSzM /4. Adott egy korén hat kiillonb6z6 pont. Kivalasztunk koziilik harmat és az
ezek altal meghatarozott haromszog magassagpontjat osszekotjiik a masik harom &ltal
meghatarozott haromszog sulypontjaval. Bizonyitsuk be, hogy az Osszes ilyen modon

kapott szakasznak van kozos pontja.

SSzM /5. Tegyiik fel, hogy a,b,n, k pozitiv egészek, n paratlan, p paratlan primszam,
és a” + b" = p*. Igazoljuk, hogy n a p-nek nemnegativ egész kitevds hatvanya.

SSzM /6. Legyenek a és b olyan valés szamok, melyre a
et +axd + bt +ar+1=0

egyenletnek van legalabb egy valés gyoke. Az Osszes leghetséges (a, b) par esetén mekkora,
az a® + b? kifejezés minimuma?

SSzM /7. Adott a sikban egy ABC hegyesszogii haromszog. Az AB atmér6jé kor a
C-bdl indulé magassag egyenesét messe M és N-ben, mig az AC atmérojua kor a B-bdl
indulé magassag egyenesét P és (Q-ban. Bizonyitsuk be, hogy M, N, P és () egy koron
vannak!

SSzM /8. Legyen 1 < r < n és vegyiik az Osszes r elemil részhalmazat az {1,2,...,n}

halmaznak. Minden részhalmaznak van egy legkisebb eleme. Bizonyitsuk be, hogy ezen
n+1

r+1°

legkisebb elemek szamtani kozepe
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4. Mao Juice

4.1. Danffy Abel

DA/ 1. Egy derékszoglii haromszogbe az abra szerint egy téglalapot és két négyzetet
irtunk. Mutassuk meg, hogy a téglalap magassaga a négyzetek magassaganak az osszege.

N,

DA /2. Tetsz6leges n és k pozitiv egészekre legyen
H,={1,3,5,...2n—1} é Hy={0+k,3+k5+k,...2n—1+k}.

Létezik-e minden n-hez olyan k, hogy a H; U Hs halmaz 0sszes elemének szorzata négy-
zetszam legyen?

DA/3. Adott a P pont, a k kor és a P-n atmeno AB szelo, amelyre PA = AB = 1.
A P-bol a k-hoz hizott érintok a C' és a D pontban érintik a k kort, AB és C'D met-
széspontja M. Mekkora a PM tavolsag?

DA /4. A 36" — 5! alaki szamok koziil (ahol k,l pozitiv egészek) melyik a legkisebb
abszolut értéki?

DA /5. Egy Osszejovetelen 31 ember vett részt. Koziiliik barmely 15-h6z van a tarsasig-
nak egy tovabbi tagja, aki mindegyikiiket ismeri. Bizonyitand6, hogy van olyan tagja a
tarsasagnak, aki a résztvevék mindegyikét ismeri. (Az ismeretségek kolesonosek.)

DA/G. Egy kocka két lapja ABCD és ABEF. Jelolje M, illetve N az AC, illetve F'B
lapatlé egy-egy olyan pontjat, amelyekre AM = FN. Miaz M N szakasz felez6pontjanak
mértani helye?

DA /7. Bizonyitsuk be, hogy ha 1 < k,1 < n egészek, akkor (Z) és (7) nem relativ primek.

DA /8. Melyek azok az Rt — R* fiiggvények, amelyekre

fla+y)+ f(x) - fly) = floy) + f2) + fy)?
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4.2. Fey David

FD/1. Legyenek ay, as, as,...,a, olyan pozitiv egész szamok amelyek mindegyike kisebb,
mint 1000, de barmely kett6 legkisebb tobbszorose nagyobb mint 1000. Mutassuk meg
hogy az ai, as, as,...,a, szamok reciprok értékeinek osszege kisebb mint 2.

FD /2. Bizonyitsuk be hogy:

sin (HD9 giy 0+ %)

sin ¢ + sin (¢ + o) + sin (¢ + 2a) + ... +sin (¢ + na) = S :
S1n &
2

o (Do na

es COS¢+COS(¢+Q)+COS(¢—I—2(X)—}—...+cos(¢+n@):Sm 2 .Coz(gb—{— 2)'
sin £

2

FD/3. Vizsgaljuk az %, %, %, ... sorozatot.

Csinaljunk haromszoget ezekbol gy, hogy minden szam a jobbfenti - a balfenti.
Ezt forditsuk el —60 fokkal (az 1 lesz felil),

1 ; ;) le é --majd az igy kapott haromszogben hagyjuk
_1 _1 _i _i el az elOjeleket, és azutan minden sor min-
2 1 6 12 1 20 den elemét osszuk el az illet sor jobb szélén
3 12 30 allo szammal. Ezutdn minden elemnek ve-
1 1 o gyuk a reciprokat.
4 1 20 Bizonyitsuk be hogy ez a Pascal-haromszog
5 lesz.

FD /4. Bizonyitsuk be hogy n? + 5n — 1 nem oszthaté 29%-el.

FD/5. Valaki 5° kiilénbozd szelvénnyel lottézik. Béarmely két szelvényét nézziik, van
olyan szam, amely mindkét szelvényen meg van ikszelve. Bizonyitsuk be, hogy az 1-t6l
90-ig terjedd szamok kozott taldlhatod 4 olyan, hogy az illeté mindegyik szelvényén a 4
szam koziil legalabb az egyik meg van ikszelve.

FD/6. Bizonyitsuk be, hogy ha p és ¢ relativ primszamok, akkor:

m + FPJ + PpJ TR [(q_np‘ =

q q q q

_ H . m . m - Vp_l)q‘ _(a-Dp-1)

p P D P 2
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FD/7. Legyenek a, b, ¢ poz. valés szamok ahol a + b 4+ ¢ = 1 Bizonyitsuk be, hogy:

eI

FD /8. Bizonyitsuk be hogy ha a haromszog a, b, ¢ oldalaira és szemkoszti «, 3, v szogeire
a(l —2cosa) +b(1 —2cos ) + ¢(1 —2cosvy) = 0, akkor a haromszog szabélyos.

4.3. Kiraly Reg6

KR/1. Egy dobozban 2000 fehér golyé van. A doboz mellet rendelkezésiinkre all még
barmennyi zold, piros és fehér goly6. Egy lépésben ezek a cserék hajthetoak végre: két
fehér egy zoldre, két piros egy zoldre, két zold egy pirosra és fehérre, egy fehér és zold
egy pirosra vagy egy piros és zold egy fehérre.

a) Maradhat-e harom labda a dobozban tgy, hogy egyik sem zold?

b) Maradhat-e csak egy goly6 a dobozban?

KR/2. Legyen aq, as, ... egy sorozat, ahol a; = 43, ay = 142 és a,+1 = 3a, + a,_1.

a) Bizonyitsuk, hogy a sorozat egymast kovetd elemei mindig relativ primek.

b) Bizonyitsuk, hogy minden természetes m-re végtelen olyan n van, amire a,, — 1 és
Gni1 — 1 is oszthatdo m-mel.

KR /3. Mely primekre 1étezik pozitiv egész n, x,y melyre p" = 23 + 937

KR /4. Bizonyitsuk be, hogy végtelen olyan pozitiv egész relativ prim x,y, z,t négyes
létezik, amire
2+t + 2 =t

(Nem péarosaval relativ primek hanem egyiitt.)

KR/5. Mely R — R fiiggvényekre lesz f(x +y)+ f(y+2) + f(z + ) < 3f(z + 2y + 32)
minden z,y, 2 € R-re?

KR /6. Egy pozitiv egész szamot monotonnak neveziink, ha semelyik szamjegye sem ki-
sebb az el6zonél. Bizonyitsuk be, hogy minden természetes n-re van egy n jegyt monoton
négyzetszam.

KR/7. f(n)=n! a=0,f(1)f(2)f(3).... (a =0,126241207205040...)
Irraciondlis-e a?
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4.4. Molnar-Szabé Vilmos

MSzV /1. Legyenek ki, ko, k3 és k4 korok a sikon. k; érinti k; 1-et, és ky = k.
Bizonyitsd be, hogy a négy érintési pont hurnégyszoget alkot, vagy egy egyenesen van.

MSzV /2. Az ABCDEF konvex hatszogben az AB és DE, a BC és EF, tovibba a
CD és F'A oldalak parhuzamosak. Bizonyitsuk be, hogy az ACE és BDF haromszogek
teriilete egyenlo.

MSzV /3. Egy R = 2r sugart kort r sugart korlapokkal akarunk teljesen lefedni. Leg-
kevesebb hany korlap kell ehhez? (a korlaphoz a keriilet is hozzatartozik)

MSzV /4. Egy korlemezen 8 pontot vesziink fel (a hatérolé korvonal is része a lemeznek).
Bizonyitsuk be, hogy a 8 pont kozott van két olyan, amelynek tavolsaga a kor sugaranal
kisebb.

MSzV /5. (La Hire tétele) Adott egy k kor és egy A pont a koron kiviil. Bizonyitsd be,
hogy barhogy hizunk A-n keresztil egy k-t metsz6 egyenest (£), a két metszéspontban
allitott érinték metszéspontja (B), és az A-bdl hiizott két érintd talppontjai egy egyenesbe
esnek.

MSzV /6. Tekintsiink két egyméson kiviil elhelyezkedd kort, egy kozos kiils6 és egy
kozos belsé érintéjiket. Erintési pontjaik mindkét korben egy-egy hirt hatdroznak meg.
Bizonyitsuk be, hogy a két hir egyeneseinek metszéspontja a korkézéppontokat 6sszekotd

egyenesen van.

MSzV /7. Az ABCD négyzet AB oldalat az E pont felezi, a BC' és a C'D oldalon pedig
ugy helyezkednek el az F', G pontok, hogy az AG, EF'F egyenesek parhuzamosak.
BBH az F'G szakasz érinti a négyzetbe irhaté kort.

MSzV /8. n, k pozitiv egészek, x valos. Bizonyitsuk be, hogy

() =2 |G)
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5. Védd a fakat, egyél hédot

5.1. Farkas Iza

FI/1. Hatérozzuk meg a 22° — 3° = 5 egyenlet egész megoldasait.

F1/2. Megadhaté-e végtelen sok kiillonboz6 primszam, melyek kozil barmely 2015 6ssze-
ge Osszetett szam?

F1/3. Adott az ABCD négyszog, melynek C-nél és D-nél lev szoge derékszog. Szer-
kessziik meg a C'D szakasznak azt a P pontjat, melyre APD szog egyenlé BPC' szog
kétszeresével!

F1/4. A hegyesszogli ABC haromszog B és C csticsabdl indulé magassagvonal talppontja
az AC, illetve AB oldalon rendre D és E, a BC oldal felezopontja F. Az AF és DE
szakaszok metszéspontja M, az M pontnak a BC' szakaszra es6 meréleges vetiilete V.
Bizonyitsuk be, hogy az AN szakasz felezi a DE szakaszt.

F1/5. Legyen az n egész 3-nal nagyobb. Igazoljuk, hogy ha egy egész szam n alapi
szamrendszerbeli alakjaban minden szamjegy pontosan egyszer fordul el6, akkor a szam
nem lehet primszam.

F1/6. Az ABCD htrnégyszogben az ADB és ACB szogek felezéi az AB oldalt rendre
az E és F pontokban, a CBD és C'AD szogek felezoi pedig a C'D oldalt rendre a G és
H pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy az E, F', G, H pontok egy koron vannak.

FI/7. Egy bolygén haromféle nép él: az alfdk, a bétdk és a gammak. Az egyik népbe
tartozoknak 2 keziik, a masik népbe tartozoknak 3 keziik, a harmadik népbe tartozéknak
pedig 4 keziik van. Az egyik népnél egy-egy kézen 4 ujj van, a masik népnél 5 ujj, a
harmadiknal 6 ujj van egy-egy kézen. Mindegyik nép olyan alapi szamrendszert hasznal,
ahany kézujja van. Az alfak sajat szamrendszerében felirt 64, szima megegyezik a bétak
515 szdmaval. Hany keze, és azon hany ujja van az alfdknak, a bétaknak, illetve a
gammaknak?

FI/8. Mely négyzetszamok allnak el6 egy 3-, és egy 5-hatvany Osszegeként, ahol a hat-
vanyok kitevoi nemnegativ egész szamok?
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5.2. Galambos Abel

GA /1. Egy 10 x 14-as sakktablara tesziink néhény korongot, tigy, hogy minden sorban
és oszlopban paratlan sok korong legyen.
BBH: Oszesen péaros sok korong van a fekete mezékon!

GA/ 2. Az r és s pozitiv egészekrol tudjuk, hogy barmely k pozitiv egészre ks-nek
legalabb annyi osztéja van, mint kr-nek. Lassuk be, hogy r osztdja s-nek!

GA/3.BBH: 1 > 0

GA/4. Adott egy a = 1&2& sz0g, ahol 3 nem osztja n-et.
BBH: a harmadolhat6 euklideszi modszerekkel.

GA /5. Egy nehéz 2 részes matekversenyen 6sszesen 28 feladat volt. Minden versenyzo
pontosan 7 fealdatot oldott meg, és barmely 2 feladatra pontosan 2 didk volt aki mind-
kettot megoldotta.

BBH: Volt egy személy aki vagy egy feladatot se oldott meg, vagy legaldbb 4et az els6
részben.

GA /6. Talaljuk meg az Osszes valds egyiitthatés polinomot, amelyre:
P(P(x)) = (" +x+1)- P(x)
ahol x valos.

GA /7. a) Van-e 14 egymast kovetd pozitiv szam, amire mindegyik oszthaté legalabb
egy primmel 2 és 11 kozott (inkluziv)?

a) Van-e 21 egymast kévetd pozitiv szam, amire mindegyik oszthaté legalabb egy prim-
mel 2 és 13 kozott (inkluziv)?

GA /8. Legyenek ki < ky < k3 < ... pozitiv nem szomszédos egészek, és legyen s, =
BBH: minden pozitiv egész n-re az [s,, s,+1) intervallum legaldbb egy eleme négyzet-

Szam.



Fazekas Matektabor 2021 Védd a fakat, egyél hodot

5.3. Mobéricz Réka

MR/1. Legfeljebb hany olyan, egy pontbdl indulé félegyenes adhaté meg a térben,
amelyek koziil barmelyik ketto tompaszoget zar be egymassal?

MR/2. Egy 5 cm élhossztisdagu kocka alaku sajt kozepén il Pacworm, a sajtkukac. A
sajtot gy ragja meg, hogy mindig egyszerre 1 cm-t halad valamelyik éllel parhuzamosan,
majd iranyt valt figyelve arra, hogy amikor elindul az 1j irdnyba, akkor tobb mint 1
cm vastagsagu érintetlen sajtréteg legyen elotte. Feltéve, hogy mind elindulasnal, mind
iranyvaltasnal a sajtkukac a lehetséges iranyok koziil ugyanakkora valoszintiséggel valaszt
ki egyet, mekkora a valdszinlisége annak, hogy 5 cm megtétele utan valamelyik éltol
legfeljebb 0,8 cm tavolsagra lesz?

MR /3. Bontsunk fel egy kort egybevagd sikidomokra tigy, hogy legalabb az egyik darab
ne tartalmazza a kor kozéppontjat, még a hataran sem.

MR /4. Egy iskolai sakkversenyen mindenki mindenkivel pontosan egyszer jatszott. Min-
den jatékos ugyanannyi pontot szerzett a lanyok ellen, mint a fiuk ellen. Bizonyitsuk be,
hogy a résztvevok szama négyzetszam. (Gyézelemért 1; dontetlenért 0,5; vereségért 0
pont jar.)

MR/5. Felvagunk egy szakaszt 3 részre. (A vagédsok helye teljesen random, és azok
egymastol fliggetlenek.) Mennyi az esélye, hogy a keletkezett 3 szakasz segitségével,(azok
mozgatasavall) alkothaté bel6liik egy haromszog?

MR /6. Mutassuk meg, hogy

a’b N bic N Aa S a’be N b ca N c2ab
(Ba+b)"  (Bb+c¢)f  (Be+a) T (2a+b+c¢)f  (20+c+a)  (2c+a+ b)Y

teljestl tetszoleges a, b, ¢, p pozitiv szamok esetén.

MR /7. Az ABC héromszog koré irt korét az A-bél, B-bél és C-bél indulb belsd szogfe-
lezok rendre a D, E és F pontokban metszik. A DEF és ABC haromszogek oldalainak

metszéspontjai az A-t6l B irdnyaba elindulva rendre G, H, I, J, K és L. Mutassuk meg,
hogy a DGL, EFHI és FKJ haromszogek egyméshoz hasonlok.

MR/8. Egy asztalon 99 palca van, a hosszuk 1,2,3,...,99 egység. Andrea és Béla a
kovetkezo jatékot jatsszak: felvaltva elvesznek egy-egy altaluk valasztott palcat; a jatékot
Andrea kezdi. A jatéknak akkor van vége, amikor pontosan harom péalca marad az
asztalon. Ha a megmaradé harom palcabol osszedllithatod egy haromszog, akkor Andrea
nyer, kiillonben Béla. Kinek van nyero stratégiaja?
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5.4. Tot Bagi Marton

TBM/1. Milyen alapt szamrendszer esetén létezik olyan 1-nél nagyobb pozitiv egész,
amely megegyezik a szamjegyei 6sszegének a négyzetével?

TBM /2. Aladar és Béla a 81 lapos paklibdl felvaltva kivalasztanak egy-egy SET kéartyat
és leteszik az asztalra. Az veszit, aki utan az asztalon szereplo kartyak kozott elOszor
lesz SET. Aladar kezd. Kinek van nyero stratégiaja?

TBM /3. Tkozapolisz varosaban az uthalézat grafja egy ikozaéder élhalézatanak gréafja-
val egyezik meg. Jorgosz szallasa az ikozaéder egyik cstucsaban talalhatd, mig kedvenc
szinhéza az ezzel szemkozti csicsban. Sotétedés utan a szinhdzbol hazafelé menet min-
den egyes csucsban p annak a valdszinlisége, hogy talalkozik valakivel, aki mutat neki
egy olyan iranyt, amerre elindulva a legkevesebb élen haladva a szallasara juthat. Ellen-
kez6 esetben véletlenszertiien halad tovabb gy, hogy egyik irany sincs kitiintetve, vagyis
eléfordulhat akar az is, hogy visszafordul. Mekkora p érték esetén lesz 50% annak a
valoszinlisége, hogy elébb ér a szallasra, minthogy a szinhazba visszatalalna?

TBM /4. Hatérozzuk meg az Osszes olyan pozitiv egész szamot, amely relativ prim az
a, =2" 4+ 3"+ 6" — 1(n > 1) sorozat Osszes tagjaval.

TBM/5. A szamitégép képerny6jén egy 98 x 98-as sakktabla lathatd, a szokdsos mé-
don szinezve. Az egér segitségével kijelolhetiink tetszoleges olyan téglalapot, amelyet a
sakktabla vonalai hatarolnak, majd rakattintva az ebben a téglalapban 1év6 mezok szine
ellenkezojére valtozik. Minimalisan hany kattintas sziikséges ahhoz, hogy a sakktabla
teljesen egyszinii legyen?

TBM/6. Xavér és Yvett felvaltva mondanak a) valés szamokat; b) komplex szamokat.

Xavér kezd, és a jaték a 100. szam kimonddasa utan ér véget. Yvett célja az, hogy

100
2

ajasz + - - + aggaigy Osszege 0 legyen, Xavér ezt szeretné megakadalyozni. Kinek van

a kimondott aq, ..., a9 szdmokbdl képzett Osszesen ( ) darab kettos szorzat ajas +

nyero stratégiaja?

TBM/7. Egy ABCD hurnégyszog koré irt kor k, az ABC' haromszog beirt kérének
kozéppontja P, az ABD haromszogé pedig (). Legyen a k kor BC' ivének felezopontja
E, a DA ivének felez6pontja pedig F'. Mutassuk meg, hogy P(@) parhuzamos FE F-fel.

/s

k < m szam ugy, hogy a permutacio els6 k szama az 1,2,...,k szamok valamilyen
sorrendben. Legyen f,, az 1,2, ...m szamok friss permutéacidéinak a szama.
Lassuk be, hogy f, > n - f,_1 teljesiil minden n > 3-ra.
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6. A vaddiszndk szorosek

6.1. Kun Agoston

KA /1. Egy nyolcszog oldalainak felez8pontjai koziil hét adott. Szerkessziik meg a nyol-
cadikat!

KA/2 Legyen m,n pozitiv egész és 0 < z < 1. Igazoljuk, hogy

(1—2™™+ (1—(1—2)™)" > 1.

KA/S. Legyen a, = 1 + % — % — %, ahol n pozitiv egész szamot jelent.
Bizonyitsd be, hogy van olyan k pozitiv egész szam, amelyre a P, = as-as-, .. .-a; szorzat

értéke nagyobb 1000-nél! Melyik a legkisebb ilyen k szam?

KA /4. Egy szabélyos 2n-szog n csicsat pirosra, a tobbi csicsat kékre szineztik. Nagy-
sag szerint sorbarendezziik az Osszes piros pontpar tavolsagat, és nagysag szerint sorba-
rendezziik az Osszes kék pontpar tavolsagat is. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott két,
(g) hosszliisagu szamsorozat ugyanasz.

KA /5. ai,as, ..., a3, (n > 1) természetes szamok.
Bizonyitsuk be, hogy az a; — a; (1 <i < j < 3n) kiilonbségek koziil legfeljebb 3n? olyan
lehet, amely nem oszthato 3-mal.

. 2002 2001 2000 1001
KA/6. ymitsuk ki — — .. — crtékét.
/6. Szamitsuk ki ( 0 ) ( 1 ) + ( 5 ) (1001) értékét

KA /7. Egy gombi térképen a hatarok minden pontja 2 vagy 3 orszaghoz tartozik.
Azokat a hatarpontokat, amelyek harom orszaghoz tartoznak, csicspontnak nevezziik.
A hatarnak két kiillonbo6z6 cstces kozé eso, cstucsot nem tartalmazé szakaszat élnek nevezziik.
Két orszag szomszédos, ha van kozos hatarpontjuk. A térképet gy szinezték ki piros,
sarga, kék és zold szinekkel, hogy szomszédos orszagok kiilonb6z6 szintiek.

Igazoljuk, hogy paros azoknak a piros és kék szinli orszagoknak az egylittes szama,
amelyek hataran paratlan sok cstcs van.

KA /8. Van egy zsebradionk, amely két ceruzaelemmel miikédik A fiokban van 8 ceru-
zaelemiink, koziiliik 4 ki van meriilve. A jé és a rossz elemek sajnos osszekeveredtek. Az
elemek tesztelésére nincs mas lehet6ségiink, mint hogy belehelyezziink ketté a radidba,
és ha szol, akkor mindkét elem jo, ha nem szo, akkor lealabb az egyik rossz. Legalabb
hany kisérletre van sziikség ahhoz, hogy biztosan megszoélaljon a radio?
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6.2. Nyarfadi Patrik

NyP/1. Aladér és Benedek egységnyi oldali szabalyos haromszogekbél 6sszerakott egy n oldali szabalyos
haromszoget. Az igy kapott tablan a kovetkezd jatékot jatsszak: Felvaltva kiszineznek egy-egy csticspontot
a piros, kék és zold szinek valamelyikével mindaddig, amig az Osszes cstcs, beleértve a nagy haromszog
oldalain és belsejében levo pontokat is, ki lesz szinezve. Minden olyan egységnyi oldalti haromszogért,
amelynek cstcsai piros-kék-zold szintiek pozitiv koriiljaras szerint, az els6 1épést megtevé Aladar kap egy
pontot. Azokért a haromszogekért, amelyeknek csticsai piros-kék-zold szinliek negativ koriiljaras szerint,
Benedek kap egy-egy pontot. Az nyer, aki tobb pontot szerez.
Kinek van nyero stratégiaja?

NyP/2. Milyen n > 2 egészekre igaz a kévetkez allitds? ,Barmely konvex n-szognek van olyan oldala,
amelyen 1év6 két szog egyike sem hegyesszog.”

NyP/3. Osi hagyomanyai szerint a Fejszdmolok torzse az éveknek a szerencsés, illetve a baljés besoroldst
adja. Példaul 2013 szerencsés év, mert az els6 2013 pozitiv egészet be lehet sorolni legalabb két csoportba
ugy, hogy barmely két csoportban 1év6 szamok Osszege és darabszama is egyenld. Ha ez nem lehetséges,
akkor az év a baljds jelzét kapja. Melyek a baljos évek?

NyP /4. Mi az n egész szam legnagyobb értéke, ha négy megfelel6 segédsuly és egy kétkari mérleg segit-
ségével minden olyan test tomege meghatarozhatd, amelyrol tudjuk, hogy kilogrammban vett méroszama
1-t6l az n-ig terjedd egész szam?

(A kétkart mérleggel tetszolegesen sok mérést végezhetiink, de csak a segédsilyokat és a mérendd targyat
rakhatjuk serpeny6ibe, és sem a segédsulyokat, sem pedig a mérendd targyakat nem darabolhatjuk fel.)

NyP /5. Milyen k pozitiv egész szdm esetén lehet az els§ k darab primszdm szorzata két pozitiv kobszam
Osszege?

NyP/6. Az A, B és C betiik felhasznélasaval szavakat (véges hosszisagu betiisorozatokat) készitiink. Egy
szoval a kovetkezé miiveleteket végezhetjiik:

(a) A széban kivalasztunk néhdny egymads utani betiit - esetleg csak egyetlen egyet, vagy akér a teljes
szot -, és ,megduplazzuk”, példaul BBCAC — BBCABCAC.

(b) Az (a) 1épés visszafelé: Ha valahol a széban két egymds uténi részlet megegyezik, akkor az egyiket

elhagyjuk: ABCABC — BCABCBC.

Igazoljuk, hogy ilyen 1épések sorozataval barmelyik sz6bdl eljuthatunk egy legfeljebb 8-betiis széhoz.

NyP /7. Andras gondolt egy 16-ndl nem nagyobb pozitiv egészre. Béla feltehet 7 eldontendd kérdést,
amelyre Andras igennel vagy nemmel valaszolhat, és egyszer rossz valaszt is adhat. Segitsink Bélanak
kitalalni a gondolt szdmot.

NyP/8. A 12.c osztalyba ugyanannyi fid jar, mint lany, igy a szalagavatén mindenkinek lesz az osztalybol
tancpartnere. A parok Osszeallitasdhoz minden fitl rangsorolja az Osszes lanyt, és forditva.

Mutassuk meg, hogy parba allithatok gy, hogy ne legyen olyan fii és lany, akik mindketten szivesebben
tancoltak volna egymassal, mint a nekik juté partnerrel.
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6.3. Réti Zoltan

RZ/1. A ky és a ks korok az A és a B pontokban metszik egymast, egyik kozos érintéjik
pedig az Ej, illetve az Fy pontokban érinti a koroket. Bizonyitsuk be, hogy az A, Ej,
Ey, illetve a B, Ey, Es pontokon atmeno korok sugara egyenlo.

RZ/2. Minden pozitiv egész n esetén jelolje a, azt, hogy n hanyféleképpen allithaté el6
az 1, 3, 4 szamok valahany példanyanak osszegeként, ha a tagok sorrendje is szamit.
Igazoljuk, hogy a2020a2021A2022 kobszam.

RZ/3. Igazoljuk, hogy tetszéleges aq,as, ...,a, pozitiv szamokra fennall a kovetkez6
egyenlotlenség:

aq 2 a9 2 Qp, 2 n
( )+ ( ) )z "
as+ ...+ ay, az+ ...+ a ap+ ...+ apq (n—1)

RZ/4. A 20x20-as sakktabla néhany mez&jén babu all. Egy babut akkor vehetiink le a
tablarél, ha annak soraban vagy oszlopaban a mezoknek legaldbb a fele tires. Legfeljebb

hany babu lehet a tablan, ha ilyen lépések sorozataval az Osszeset le tudjuk venni?

RZ/5. Egy papirlapra felirtuk a szimokat 1-t61 2009-ig. A méasodik 1épésben mindegyik
szam kétszeresét is felirtuk a papirra, majd kiradiroztuk azokat a szamokat, amelyek
kétszer is szerepeltek. Ezt a lépést ismételgetjiik olyan médon, hogy az i-edik lépésben
a papiron éppen lathatd szamok mindegyikének i-szeresét is felirjuk a papirra, majd
kiradirozzuk azokat a szamokat, amelyek kétszer is szerepelnek. Bizonyitsuk be, hogy a
papirlapon minden lépés utan legalabb 2009 szam lesz.

RZ /6. Egy 13 x 13-as tablazat mezbibe tgy irtak szamokat, hogy a 13 sorban és a 13
oszlopban ugyanannyi a szamok 0sszege. Legalabb hany szamot kell a tablazatban ahhoz
megvaltoztatni, hogy a 26 darab osszeg kozott ne legyenek egyenlok?

RZ/7. Egy 28-elemii halmazbdl 4-elemii részhalmazokat akarunk kivalasztani a kovet-
kez6 tulajdonsagokkal:

a) Barmelyik két kivalasztott négyesnek legfeljebb két kozos eleme legyen;

b) Ha z egy tetszOleges elem és A egy olyan négyes, amely nem tartalmazza x-et, akkor
létezzen legalabb egy olyan B négyes is, amely az x-et tartalmazza, és A-val pontosan
két kozos eleme van.

Lehetséges-e ilyen négyeseket kivalasztani?

RZ/8. Az ABC hegyesszogli hiromszéghben BACZ = a. A D pont a haromszog bel-
sejében, a BAC szog felezojén, a E pont az AB oldalon, az F pont pedig a BC oldalon

helyezkedik el agy, hogy BDCZ/ = 2a, AED/ = 90° + 5, és BEF/ = EBD/. Haté-

rozzuk meg a BF' : FC' aranyt.
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6.4. Rubint Gerg6

RG/1. Egy korlemezen 8 pontot vesziink fel (a hatarolo korvonalat is a korlemezhez
szamitjuk). Bizonyitsuk be, hogy a 8 pont kozott van két olyan, amelynek tavolsdga a
kor sugaranal kisebb.

RG /2. Egy egész szamokbdl all6 halmaz tartalmazza minden elemének kétszeresét és
barmely két elemének Osszegét. A halmaz elemei kozott van pozitiv és negativ is. Bizo-
nyitsuk be, hogy a halmaz barmely két elemének kiilonbsége a halmazhoz tartozik.

RG/3. Harom jatékos: A, B és C a kovetkezd jatékot jatssza: harom kartya mind-
egyikére egy-egy egész szam van irva. FErre a hiarom szdmra (p,q és r) fenndll, hogy
0 <p<gq<r. Akartydkat osszekeverik, majd szétosztjak tgy, hogy minden jatékos
kapjon egyet. Ezutan a jatékosoknak annyi golyot adnak, amennyit kartyajuk mutat.
Uténa osszeszedik a kartyakat, a kapott golyok azonban a jatékosokndl maradnak. Fzt
a jatékot (a kartydk Osszekeverése és szétosztasa, a golyok odaadésa, a kartydk Osszesze-
dése) legalabb kétszer jatsszék végig. Az utolsé jatszma utdn A-nak 20, B-nek 10, mig
C-nek 9 golydja van. Ezenkivil B azt is tudja, hogy utolsé alkalommal 6 r darab golyot
kapott. Kinek jutott elészor g darab goly6?

RG/4. Egy 8 x 8 mez6bdl allo sakktablat tgy vagunk szét p darab téglalapra, hogy
egyetlen mezot sem vagunk ketté. Mindegyik ilyen szétvagasnak ki kell elégitenie a
kovetkezo feltételeket:

(1) Minden egyes téglalapnak ugyanannyi fehér mezot kell tartalmaznia, mint feketét.
(2) Ha a; jeloli az i-edik téglalapban levé fehér mezok szamlat, akkor fenn kell allania az
a;p < ay < ... < a, egyenldtlenségsorozatnak.

Keressiitk meg p-nek azt a legnagyobb értékét, amelyre 1étezik ilyen szétvagas. Tovabba
allitsuk el6 p-nek ehhez az értékéhez tartozé valamennyi aq, as, . . ., a, sorozatot.

RG/5. Egy n oldalu ,,dobdkockat” addig dobalunk, amig mind az n lehetséges eredményt
legalabb egyszer megkapjuk. Mennyi a dobasok szamanak varhato értéke?

RG /6. Adott 2006 pont a sikon. Legfeljebb hany olyan pont lehet koztiik, amely barmely
masik két ponttal hegyesszogli haromszoget hataroz meg?

RG /7. Egy kor alaku varosfalon 12 6r teljesit szolgalatot. Délben mindegyikiik elindul
az Orhelyérol a falon valamelyik irdnyba olyan sebességgel, amellyel egy éra alatt ke-
riilné meg a varost. Ha két Or szembetalalkozik, akkor sarkon fordulnak és valtozatlan
sebességgel haladnak tovabb az ellenkez6 iranyba. Bizonyitsuk be, hogy pontban éjfélkor
minden egyes Or a sajat orhelyén lesz.

RG/8. Adott négy pozitiv szam: a,b,c,d. Az ab,ac,ad, be, bd, cd szorzatok kozil 6tnek
az értékét ismerjik, ezek 2,3,4,5 és 6. Mennyi a hatodik szorzat értéke?
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7. That’s hard

7.1. Ban-Szabé Aron

BSzA /1. Jelolje Z az egész szamok, mig N a természetes szamok halmazat (a 0 bele-

szamit). Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan f : Z — N fliggvényt, melyre minden k egész

k)+2f(k+1 k+ 2
szam esetén teljestil, hogy f(k + 3) = f(k) +2/( +6 ) +3f(k+ )

BSzA /2. Jelolje RT a pozitiv val6s szamok halmazat. Bizonyitsuk be, hogy nem létezik
olyan f : RT — R™ fiiggvény, melyre tetszbleges x,y € RT szdmok esetén teljestl, hogy

F (@) > fz+y)(flx) +y)

BSzA /3. Egy ujféle torpeddszerii jatékot egy m X n-es téablan kell jatszani, ahol m,n
pozitiv egészeket jelolnek. Harom kiilonboz6 hajo 1étezik, melyek méretei rendre 2 x 3,
3 x5, 7x 8 Mindharom hajobdl tetszolegesen sokkal rendelkeziink. A tablara ugy
helyezheto el egy hajo, ha (i) nem l6g le a tablardl; (ii) a tabla ,rdacsvonalaira” illeszkednek
az oldalai, azaz egy hajo csak teljes egységnégyzeteket foglal el; (iii) nem érintkezik
semelyik masik hajoval, illetve nem érintkezik a tabla szélével.

Célunk az, hogy ugy helyezziink le hajokat a tablankra, hogy ne maradjon négy iires,
lefedetlen mez6 a tablan, melyek egy 2 X 2-es négyzetet alkotnak. Milyen m,n-ekre
lehetséges ez? (Megjegyzés: A hajok 90°-al elforgathatoak.)

BSzA /4. Bergengdcia 10 varosat kétféle busztarsasiag uralja. Barmely két varost ponto-
san az egyik tarsasiag (oda-vissza) buszjarata koti 6ssze. Mutassuk meg, hogy valamelyik
busztarsasdgnak van két olyan korutja, melyek diszjunktak, tovabbéd paratlan sok (de
egynél tobb) varost érintenek (kilon-kilén).

BSzA /5. A T transzformacié minden (nem degeneralt) haromszoghoz egy (pozitiv véges
sugaru) kort rendel hozza. A transzforméciéra teljesiil, hogy

i) ha o egy hasonldsagi transzforméci6 és o : Ay — Ao, akkor o @ T(A1) = T(Ay);

ii) ha A, B,C, D négy altalanos helyzetii pont a sikon (azaz semelyik harom nincs
egy egyenesen), akkor a T(ABC), T(BCD), T(CDA), T(DAB) kéroknek van kézos
pontjuk.

Bizonyitsuk be, hogy T" minden haromszoghoz a Feuerbach-korét rendeli hozza!
BSZA/ 6. Az ABC' haromszogben legyen w a beirt kor és M a BC oldal felezépontja.
w a BC' egyenest T-ben érinti és az AT egyenes w-t S-ben metszi el masodszorra. Bi-

zonyitsuk be, hogy az w-hoz S-ben hizott érint6, az AM egyenes és a BC' egyenes altal
meghatarozott haromszog beirt kore érinti az ABC haromszog koriilirt korét.
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BSzA /7. Az a,b pozitiv egészekre teljesiil, hogy az a® + b? + 1 szdmot elosztva ab-vel
egész szamot kapunk. Hatarozzuk meg, hogy mi a hanyados!

n

BSZA/S. Legyen n egy pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy ha a 3" — 2" szam egy

primhatvany, akkor n primszam!

7.2. Fleiner Zsigmond

FZs/1. Adott p prim és 1 < k < p — 1. Bizonyitsd be, hogy
P pZ_:; i*

FZs/2. Bonts fel egy kort véges sok egybevago részre gy, hogy ne tartalmazza mindegyik
a kozéppontot.

FZs/3. Megadhatd-e S végtelen részhalmaza a pozitiv egészeknek tgy, hogy S barmely
véges részhalmazaban az elemek 6sszege ne legyen teljes hatvany.

FZs/4. Legyenek A, B C N véges halmazok. Jelolje A + B azt a halmazt, aminek
pontosan azok az elemei, amit megkaphatunk egy A beli és egy B beli szam 6sszegeként.
Jelolje ¢ x A azt a halmazt, aminek az elemei az A halmaz c-szeresei.

Bizonyitsuk, hogy |A + 2 x A| > 3|A| — 2.

FZs/5. Fedjiink le egy 2n x 2n-es (szinezett) sakktablat 1 x 2-es domindkkal. A hori-
zontalis dominok kozott kiillonbséget tesziink az alapjan, hogy a dominé bal oldala fekete
vagy fehér mezon van. Bizonyitsuk, hogy a két kiilonb6zo fajta horizontalis dominobol
mindig ugyanannyi van. (Hasonl6an a vertikdlis dominék is.)

FZs/6. Bizonyitsuk, hogy egy konvex 5-sz6gnek megadhato6 tgy 3 atlgja gy, hogy azok
haromszoget alkossanak.

FZs/7. Létezik-e olyan részhalmaza a pozitiv szdmoknak, hogy minden végtelen szam-
tani sorozatnak van a halmazon belil és kivil is eleme?

FZs/8. Van egy bilivész és van neki egy segédje. A biivésznek van egy pakli kartyaja. A
trikk a kovetkezo: egy ember huz 5 kartyat a biivész paklijabol, majd a biivész segédje
ebbdl valamilyen sorrendben visszaad 4-et. Ezek utan a blivész megmondja az 5. kartyat.
Megvalosithato-e a trikk?
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7.3. Kovacs Tamas

KT/1. Jelolje N a pozitiv egészek halmazat. Hatarozzuk meg azon f : N — N
figgvényeket, melyekre

PO+ @)+ + )= (fF)+ f2) +- -+ f(n))?
teljestil minden n € N szamra.

KT/2. Az a, b, c pozitiv valésakra lassuk be, hogy

Va2 +ac+ 2 < Va2 —ab+ b2+ Vb2 —be+ 2.

KT/3. Legyenek n és k pozitiv egészek, amelyekre k > n és k — n paros szam. Adott
2n lampa, melyek 1-t6l 2n-ig vannak szdmozva, melyek mindegyike be(kapcsolt) vagy
ki(kapcsolt) dllapotban lehet. Kezdetben mindegyik lampa ki allapotban van. Lépések
egy sorozatat tekintjik: egy lépés abbodl all, hogy valamelyik lampa allapotat megval-
toztatjuk.

Legyen N az olyan k 1épéshdl allé sorozatok szama, melyek eredményeképpen az 1-t0l
n-ig szamozott lampak bekapcsolt, az (n + 1)-t6l 2n-ig szamozott lampak pedig kikap-
csolt allapotban lesznek.

Legyen M az olyan k 1épéshol all6 sorozatok szama, melyek eredményeképpen az 1-t6l
n-ig szamozott lampak bekapcsolt, az (n + 1)-t6l 2n-ig szdmozott lampak pedig kikap-
csolt allapotban lesznek és a sorozatban az n 4 1-t6l 2n-ig szdmozott lampak semelyikét
sem kapcsoljuk be semmikor.

Hatérozzuk meg az N/M hanyados értékét!

KT/4. Tegytk fel, hogy s1, s9, S3,... pozitiv egész szamoknak olyan szigortian névekvé
sorozata, amelyre

881788278837"' eS 881+17882+17SS3+17"'

részsorozatok mindegyike szamtani sorozat. Bizonyitsuk be, hogy az s1, s9, s3,... maga
is szdmtani sorozat.

KT/5. Adott a sikon 2018 pont gy, hogy a pontok kézotti tavolsdgok mind kiilonbozéek.
Minden pontra jeloljiik meg a hozza legkozelebbi pontot. Legkevesebb hany pontot
jelolhettiink meg?

KT/6. Jelolje N a pozitiv egészek, mig R a valos szamok halmazat. Hatarozzuk meg
azon [ : N — R fiiggvényeket, melyekre f(1) =1 és minden n € N-re teljesiil, hogy

> f(d) =n.

dln
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KT/7. Igazoljuk, hogy minden N val6s szamra az
:1:% + x% + x% + xi = T1X2T3 + ToX3T4 + T3T4T1 + T4L1T2

egyenletnek van olyan megoldasa az egész szamok korében, melyre zq, z9, 3, 4 mind
nagyobb N-nél.

KT/8. Legyen a > b > 1 két pozitiv egész, ahol b paratlan. Tegyiik fel, hogy az n

pozitiv egészre teljesiil, hogy b" | a” — 1. Mutassuk meg, hogy a® > —.
n
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8. A Jb, a Rossz és a Csiif

8.1. Baski Bence

BB/1. Egy asztalon 98 palca van, a hosszuk 1,2,3,...,98 egység. Andrea és Béla a
kovetkezo jatékot jatsszak: felvaltva elvesznek egy-egy altaluk valasztott palcat; a jatékot
Andrea kezdi. A jatéknak akkor van vége, amikor pontosan harom palca marad az
asztalon. Ha a megmaradé harom palcabol osszedllithatod egy haromszog, akkor Andrea
nyer, kiilonben Béla. Kinek van nyero stratégiaja?

BB/2. Van-e olyan pozitiv egész, ami teljes hatvany, és a tizes szamrendszerbeli alakjs-
ban minden szamjegy 0 vagy 67

BB/3. Egy 5 cm élhossztsagu kocka alaki sajt kozepén tl Pacworm, a sajtkukac. A
sajtot gy ragja meg, hogy mindig egyszerre 1 cm-t halad valamelyik éllel parhuzamosan,
majd iranyt valt figyelve arra, hogy amikor elindul az 1j iranyba, akkor tobb mint 1 cm
vastagsagu érintetlen sajtréteg legyen el6tte. (Azaz, nem fordulhat olyan irdnyba, amerre
el6tte mar ki van vajva a sajt, vagy amerre ha tovibb menne 1 cm-t, kijutna a sajtbdl.)
Feltéve, hogy mind elinduldsnal, mind iranyvaltasnal a sajtkukac a lehetséges iranyok
koziil ugyanakkora valészintiséggel valaszt ki egyet, mekkora a valdszintisége annak, hogy
5 cm megtétele utan valamelyik éltol legfeljebb 0, 8 cm tavolsagra lesz?

BB/4. Egy egyetemrdl 9 matematikus egyiuitt vett részt egy konferencian. Mivel az
eldadasok unalmasak voltak, tobbszor is elaludtak, mindegyikiik legfeljebb 4 alkalommal.
Barmelyik két matematikus esetén elofordult, hogy egyszerre aludtak. Mutassuk meg,
hogy volt olyan idopont, amikor legalabb harman aludtak.

BB/5. Legyen ABCD konvex négyszog. Az ABC haromszogben legyen [ és J a beirt
kor, illetve az A cstccsal szemkozti hozzairt kor kozéppontja. Az AC'D haromszoghen
legyen K, illetve L a beirt, illetve az A csiicesal szemkozti hozzairt kor kézéppontja.
Biz. be, hogy az IL és JK egyenesek, ill. a BC'D szog felez6je egy ponton mennek at.

BB /6. Add meg az 6sszes olyan (z,y) poz. egész szampéart, amelyre: 1427 4222+ = 42,

BB/7. Keressiik meg az sszes olyan pozitiv egész n-t, amelyre az S = 1,2,,3,...,n
halmazban minden szamot kékre vagy pirosra szineziink agy, hogy az S x .S x .S halmaznak
pontosan 2007 darab olyan rendezett (x,y,z) eleme legyen, ahol z,y, z egysziniiek és
nlx+y+z.

b d
BB/8. Az a,b, c,d pozitiv valés szamokra abecd = 1 ésa+b+c+d > ZJr -+ 2 + —.
c a
b d
Bizonyitsuk, hogy: a + b+ c+d < — + Z + -+ ;.
a c
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8.2. Bencsik Adam

BA /1. Az a,b, ¢ val6s szamok szorzata 1. Igazoljuk, hogy a® + 0>+ ¢ > a+ b+ c.

BA /2. Hatarozzuk meg azon f : R — R fiiggvényeket, melyekre minden valds = esetén

f@)+7 (1) ==

BA /3. Hatérozzuk meg azon f : R — R fiiggvényeket, melyekre

f@*+ f(y) = f(f(2) + f(y°) +2f (zy)
teljestl minden x,y valés szamparra.

BA /4. Adott egy 2'% sorral és 100 oszloppal rendelkezd téablézat. Aliz és Eva felvéltva
toltik ki az els6 sor mez6it, Alizzal kezdve. Aliz minden lépésében valaszt egy tlires mezot
és egy X-et ir, mig Eva mindig egy iires mez6be egy 0-t ir bele. Miutdn megtelt az elsé sor,
atmennek a masodik sorra és ugyanezt csinaljak (ismét Aliz kezd). Igy haladnak, amig
meg nem telik a tablazat. Aliz célja, hogy minél tobb féle sor késziiljon a tablazatban,
viszont Eva célja, hogy minél kevesebb féle sor sziilessen. Hany darab kiilonb6zé sorbdl
fog allni a tablazat, ha mindketten a leheto legjobb stratégiat kovetik?

BA /5. A P, P, ..., P, kilonb6zé pontok sorozatat jonak nevezzik, ha semelyik harom
nincs egy egyenesen, a PP, ... P, torottvonal nem metszi énmagat és a P, P11 P19 ha-
romszog koriiljarasa az ora jarasaval ellentétes minden 1 <7 < n — 2-re.

Minden n > 3 egészre hatarozzuk meg a legngyobb olyan k egészet, melyre 1étezik n pont
a sikon, Ay, Ao, ... A, ugy, hogy van k darab olyan ¢ : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}
permutécié, melyre Aa(l)a Aa(2)7 cee Ag(n) Jé

BA /6. Az ABC haromszog keriilete 4. Az X, Y pontok rendre az AB, AC félegyeneseken
helyezkednek el tgy, hogy AX = AY =1 teljesiill. A BC, XY szakaszok az M pontban
talalkoznak. Igazoljuk, hogy vagy az ABM vagy az AC'M haromszog keriilete 2.

BA /7. Az AD BE négyszog csucsai az AB atmér6ji koron helyezkednek el. Az AB, DE
atlok C-ben metszik egymast. Jelolje v a (BOD) kort, ahol O az AB szakasz felezo-
pontja. Az F' € ~ pontra teljesiil, hogy OF atméroje v-nak. Az F'C egyenes -t G-ben
metszi masodszorra. Igazoljuk, hogy az A, O, G, E pontok egy koérén vannak.

BA /8. Az a,b pozitiv egészek ketténél nagyobbak. Igazoljuk, hogy van olyan k pozitiv
egész, és van olyan nqy,ne,...,n; pozitiv egészekbol allo sorozat, melyre ny = a,no = b
és n; +nir1 | nin;o1 minden 1 < i < k egészre.
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8.3. Terjék Andras

TA /1. Milyen n > 3 egész szdmokra vannak olyan ay,as, ..., a,+2 szamok, amelyekre

Upi1 = Q1, Qpio = a9, és 1 € {1,2,...,n} esetén a; - a;11 + 1 = a;497

TA /2. Alfréd a robot egy gomb megnyomaéséra kiad egy egész szamot véletlenszertien
1 és n kozott. Varhatéan hanyszor kell megnyomnunk Alfrédot, hogy 1 és n kozott az
Osszes szamot kiadja?

TA /3. p(x) és q(x) valds egyiitthatds polinomok, barmilyen valdés z-re p(z) # q(x).
Tovabba barmilyen z-re p(q(x)) = q(p(x)).
Bizonyitsd, hogy barmilyen valds z-re p(p(x)) # q(q(z)).

TA /4. Legyen aq,as, ... egy egészekbdl allo sorozat, melynek végtelen sok pozitiv, és
végtelen sok negativ tagja van. Teljestl, hogy minden pozitiv egész n-re a1, as, ...a, egy
teljes maradékrendszert alkod mod n. Bizonyitsd be, hogy minden egész szam pontosan

egyszer szerepel a sorozatban.

TA /5. Bizonyitsd, hogy tetszéleges ponthalmaz (véges sok pont, semelyik 3 nem esik
egy egyenesre) barmilyen haromszogelésében ugyanannyi a haromszogek szama.

TA /6. Adott ABC haromszog. Ennek egy belsé P pontjanak legyen a BC,CA, AB
oldalakra vett vetiilete Ay, By, Cy. Legyen b(ABC) az ABC haromszog beirt korének
sugara. Hol vannak azok a P pontok, amelyekre

b(PAC)) + b(PBA,) 4+ b(PCB;) = b(PC,B) + b(PA,C) + b(PB; A)?

TA /7. Balazs gondolt n db egész szamra, majd a gondolt szdmok 6sszes részhalmazaban
a tagok Osszegét felirta egy lapra. Ki lehet-e talalni az igy keletkezett 2" db szambdl a
gondolt szamokat?

TA /8. Adott n = 3%3 latszolag egyforma érme, ezekbdl egy hamis (konyebb vagy nehe-
zebb a tébbinél). Bizonyitsd, hogy k db elére megadott méréssel megtalalhaté a hamis
érme, és eldontheto, hogy konyebb vagy nehezebb a tobbinél.
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9. Tanari feladatok

T /1. Egy kor alakt asztalnal n jatékos foglal helyet, akik kozott valahogyan szétosztunk
n — 1 korongot. Ezutan a jatékosok a kovetkezo szabaly szerint adogatjak egymas kozott
a korongokat: ha létezik olyan jatékos, akinél legalabb két korong van, akkor valamelyik
ilyen jatékos atad egy-egy korongot a két szomszédjanak. Bizonyitsuk be, hogy barho-
gvan is adogatnak, elobb-utébb minden jatékosnal legfeljebb egy korong lesz.
(Kiirschdak 2006/3).

T/2. Az x,y, 2z > 0 valés szamokra teljesiil, hogy xyz > 1. Bizonyitsuk be, hogy

5) 2 5 2
i T z zZ

NI N g A

S 2

(IMO 2005/3, a feladatot Iurie Boreico kiilondijas megolddsa tette hiressé.)
A taborban a BB/8 feladat kapcsdn kerilt eld, amelyre Nddor Benedek egy Muirhead-
egyenlotlienséget hasznalo megoldast adott.

T /3. Legyen p egy paratlan prim és legyenek a, b, ¢ egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor az
ar’ +by* +¢z*=0 mod p

egyenletnek létezik nemtrividlis megoldasa. (Triv. megoldas: x,y,z mind oszthaté p-
vel.)
Ez a feladatot az FZs/1. kapcsan tizte ki Németh Baldzs. Az FZs/1 dllitdsa segit a

megolddsban.

T /4. Legyen k egy rogzitett pozitiv egész szam. Ismert, hogy ekkor létezik egy olyan
p(x) egész egyiitthatés polinom, amelyre minden n pozitiv egész szam esetén teljesiil,
hogy

P+ 2"+ 3"+ nf =p(n)
Bizonyitsd be, hogy p(n) polinombdl kiemelhet6 n(n + 1).
Ez a feladat az FZs/1. kapcsdan merilt fel, annak egqy bizonyitds megkaphatd beldle.

T /5. Bizonyitsuk be, hogy minden e élii, Osszefiiggd graf cstcsai kozott ki lehet osztani
e chipet gy, hogy az ebbdl a helyzetbdl inditott chip-firing jaték végtelen hosszu legyen.

T/6. A T/1 jatékban most n zsetont osztunk szét. Hogyan lehet gyorsan eldonteni a
kezdohelyzetrol, hogy véges vagy végtelen jatékot eredményez?
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