FAZEKAS MATEKTABOR FELADATOK — VERZIO: 2021. APRILIS 4., 18:23

1. Ceva csapat

1.1. Bicz6 Benedek

BiB/1. A és B egy jatékot jatszanak, amiben egy 2020 x 2020-as matrixot toltenek ki.
A jatékot A kezdi. Egy lépésben mindenki beir egy valds szamot egy mezdbe. Amikor
betelt a matrix A nyer ha a matrix determindnsa nem 0, B nyer ha 0. Kinek van nyero
startégiaja?

BiB/2. A csupaegy szamok olyan pozitiv egészek, amelyek (10-es szamrendszerben)
csak egyesbdl allnak. Talaljuk meg az 0sszes valés egytitthatoju p polinomot, amire igaz,
hogyha n csupaegy szam akkor p(n) is.

BiB/3. Bizonyitsuk be, hogy egy gémboén levé 5 pont kozil ki lehet valasztani 4-et,
amelyek egy félgdbmbon vannak.

BiB/4. Egy jatékban el szeretnénk jutni 0-rél az 1-re, a szdmegyenesen jobbra ugralva.
a-r6l b-re ugrani (ahol b > a és a és b valds) b® — ab®-be kertil. Mely ¢ valés szdmok esetén
lehet megtenni az utat véges 1épésben tugy, hogy az utikoltség épp c.

BiB/5. Egy tdblan 1-t&l 20-ig fent vannak az egész szamok. Egy 1épésben letorolhetjik
a-t és b-t, hogy felirhassuk a + b + ab-t. Mely szamok lehetnek fent a tablan utolséként?

BiB/6. Legyenek m és n pozitiv egész szamok. Mutassuk meg, hogy

(m +n)! m!n!
(m 4 n)mtn — mmpn’

BiB/7. Adjuk meg az Osszes lehetséges értékét A% + B3 + C% — 3ABC-nek, ahol A, B
és C' nemnegativ egészek.



1.2. Bukva David

BD/1. Van egy véges hosszu pozitiv egész szamokbdl allé sorozat. Van tovabbd minden
szamhoz egy ember aki csak annyit tud, hogy hanyadik szdmot kapta a sorozatbol és
hogy mi ez a szam.

Az embereket egyesével bekiildjiik egy szobaba ahol van egy gomb amit valahanyszor
megnyomhatnak. A céljuk, hogy amikor az utolsé ember végez, akkor egy masik ember
elozetes Osszebeszélés alapjan a sorozat elemeit sorrenddel egyttt kitalalja, agy, hogy
csak azt tudja, hogy hanyszor volt megnyomva Osszesen a gomb. Lehetséges-e ez?

BD/2. Keressiikk meg az 6sszes olyan 1-nél nagyobb n természetes szamot, amelyre az
1,2,3,...,n szamoknak létezik olyan aq,ao, ..., a, sorrendje, hogy az

ai,aiao, a1asas, ...,a1ag -y
szorzatok mind kulonbozo maradékot adnak n-nel osztva.

BD/3. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész szamhoz taldlhat6 olyan n?-nél nem
nagyobb, n-nel oszthatd pozitiv egész szam, amelynek 10-es szamrendszerbeli alakjaban

nem szerepel mind a tiz szamjegy.

BD /4. Egy 0sszejovetelen 31 ember vett részt. Koziilitk barmely 15-h6z van a tarsasag-
nak egy tovabbi tagja, aki mindegyikiiket ismeri. Bizonyitando, hogy van olyan tagja a
tarsasdgnak, aki a résztvevok mindegyikét ismeri. (Az ismeretségek kolesonosek.)

BD/5. Adjunk meg olyan raciondlis egyiitthatés p polinomot, amelyre

p(V2++3) = V2.

BD/6. Bizonyitsuk be, hogy a pozitiv egész szamok kiszinezhet6k 2008 szinnel gy,
hogy mindegyik szint felhasznaljuk, és valahanyszor 3a + 5b = 7c, akkor a, b és ¢ kozott
van két ugyanolyan szint.

BD/7. 11 000 tirhaj6sbdl all6 csoportot készitettek fel a Mars-utazasra. Tudjuk, hogy
barmely 4 trhajos koziil kivalaszthaté 3 olyan, akik megfeleld személyzetet alkotnak
a leszall6 modulhoz. Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthatdé 5 tirhajos ugy, hogy koziilik
barmelyik 3 megfelel6 személyzet legyen.

BD /8. Két egyenes korktp tengelye parhuzamos, a nyilasszogiik kiillonb6z6. Bizonyitsuk
be, hogy kozos pontjaik egy gombon vannak.



1.3. Le Julianna PhL

LJ/1. Legyen ABCx magassagpontja M, és a beirt kor kozéppontja I. Legyenek az Ay, A, By, By, Cy, Cy
pontok az AB, AC, BC,CA, C'B oldalakon gy, hogy

AA, = AAy = BC,BB; = BBy, =CA,CC, =CCy, = AB.

Tegyiik fel, hogy By By A’-ben metszi CCy-t, C1Cy B’-ben metszi A As-t és A1 Ay C'-ben B Bs-t.

a) Bizonyitsuk be, hogy az A’B'C'\ teriilete kisebb vagy egyenl6 az ABC tertiletével!

b) Legyen J az A’'B'C'y koriilirt korének kézéppontja. AJ R-ben metszi BC-t, BJ S-ben metszi C'A-t és
CJ T-ben AB-t. Tegyiik fel, hogy (AST), (BTR),(CRS) K-ban metszik egymaést. Bizonyitsuk be, hogy
HIJK parallelogramma, ha ABCA nem egyenlszar!

LJ/2. Egy orszdgban a varosok kozotti kozlekedés vonaton és busszal lehetséges. A vastttarsasig és
a buszvallalat is bizonyos varosparok kozott kozlekedtet jaratokat, am két varos kozott nem feltétleniil
jar mindkét iranyba jarat. Tudjuk, hogy barhogyan is valasztunk ki két varost, el lehet jutni egy fajta
kozlekedési eszkozon (esetleges atszallasokkal) az egyikbdl a masikba (de a maéasikbdl az egyikbe mér
nem feltétlentil). Bizonyitsuk be, hogy van olyan varos, amelyb6l barmely mésik varos elérhetd egyféle
kozlekedési eszkozzel gy, hogy a kiillonboz6 varosokba jutds eszkéze mas-mas lehet.

LJ/3. Van 1000 pénzérménk, de tudjuk, hogy koziilik 100 hamis. Ismerjiik a valodi érmék sulyét, és
tudjuk, hogy a hamis érmék konnyebbek, mint a valddiak, de a hamis érmék stulyai kiillonb6zok is lehetnek.
Egy egykart mérleggel szeretnénk talalni egy hamis érmét. Minden lépésben megmérhetjitk néhany érme
sulyanak 6sszegét, ezzel megallapithatjuk, hogy a mérlegre tett érmék kozott van-e hamis. Hany mérésre
van sziikséglink, hogy biztosan talaljunk egy hamis érmét?

LJ/4. Az ABCD htrnégyszogben O; és Oy az ABC, illetve az ABD héromszogbe irt kor kozéppontja.
Az 0,0, egyenes a BC' egyenest E-ben, az AD egyenest F-ben metszi.

a) Igazoljuk, hogy létezik egy olyan k kor, ami E-ben, illetve F-ben érinti a BC' és az AD egyenest.

b) Mutassuk meg, hogy k érinti az ABC' D négyszog koré irt kort is.

LJ/5. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész n létezik, amelyre igaz, hogy az n* + n? + 1
legnagyobb prim oszt6ja megegyezik az (n + 1)* + (n + 1)? + 1 legnagyobb prim osztéjéval!

LJ/6. Felbonthaté-e az 1,2,...,2010 halmaz paronként diszjunkt, 6telemii halmazokra tigy, hogy az elemek
Osszege mindegyik 6telemli halmazban oszthaté legyen 2011-gyel?

LJ/7. Legyenek a,b, c,d valés szdmokra igaz, hogy a + b+ c+d =6 és a®> + b* + ¢ + d*> = 12.
Bizonyitsuk be, hogy

36 <4(a*+ b+ A+ d®) — (a*+ 0P+t +d') <48

LJ/8. Hatédrozzuk meg azokat a p valés szamokat, amelyekre az
2+ 3pr?+ (4p— Dz +p=0

egyenletnek van két olyan valos gyoke, amelyek kiilonbsége 1.



1.4. Reimann Kristof

RK/1. Legyen S altalanos helyzet(i pontok egy véges halmaza. Tovabba egy tetszoleges
P konvex sokszogre, amelynek 6sszes csticsa S-ben van, jelolje a(P) a sokszog csticsainak
a szamat, b(P) pedig jelolje az olyan S-beli pontok szamat, amelyek szigorian kiviil
esnek P-n. Bizonyitsuk be, hogy ekkor tetszoleges x valds szamra:

Zxa(P)(l _ x)b(P) —1
P

Ahol a szummaban P végigfut az Osszes ilyen konvex P sokszogén. Megjegyzés: Egy
szakaszt, egy pontot, és az tires halmazt rendre vehetjiikk konvex 2,1, és 0 szognek.

RK /2. Adott egy legaldbb 3 elemii véges S ponthalmaz, amelyben nem minden pont
kollineaaris. Belatando, hogy van olyan egyenes, amely pontosan két S-beli pontot tar-
talmaz.

RK/3. Legyen z,y € Z", melyekre teljesiil, hogy zy|z? +y*+ 1. Beldtandé, hogy ekkor
4yt +1 B
Ty B

3.

RK /4. Van-e olyan folytonos f : R — R fliggvény, amely raciondlisokhoz irraciondlis,
irracionalisokhoz racionalis értékeket rendel?

RK /5. Keressiik meg az osszes olyan f : Z — Z fiiggvényt, amely minden (a,b) szam-
parra kielégiti az aldbbi fliggvényegyenletet:

f(2a) +2f(b) = f(f(a +))

RK/6. Legyenek Ay, As,...,A, az {1,2,..., M} halmaz paronként egymést nem teljes
egészében fedd részhalmazai. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

noo1
Yo ar <1, ahola; = |4
i=1 ((Zi)
RK /7. Legyen az egész szamok egy végtelen sorozata ay,as, ..., G, ..., melyre teljestil

az, hogy végtelen sok pozitiv és negativ szam szerepel benne, tovabba barmely n-re, a
sorozat elso n eleme teljes maradékrendszert alkot mod n. Belatando, hogy minden egész
szam pontosan egyszer szerepel ebben a sorozatban.

RK /8. Adottak olyan a, b, ¢ pozitiv valdsok, melyek szorzata 1. Belatando, hogy ekkor
1 N 1 N 1 N 3
ad(b+c) blat+c) Ala+d) ~ 2

fennall.



2. Csapatnév generalasa folyamatban

2.1. Farkas Iza

FI/1. Egy egyenl$ szart derékszogii haromszog befogdja 36 egység. Az egyik befogora,
a derékszogli csucstdl inditva, egymashoz csatlakoz6 szabalyos haromszogek végtelen
sorozatat rajzoljuk tgy, hogy a beirt haromszogek harmadik csticsa mindig illeszkedik az
atfogora, és ezen cstucsokkal szemkozti oldalaik kitoltik a befogot.

Hatarozzuk meg a szabalyos haromszogek teriiletének Osszegét

FI/2. Harom pozitiv egész szam Osszege 2010, reciprokainak Osszege pedig 3
Melyek ezek a szamok?

F1/3. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:
1 n 1 B % x B Y B l
Vi—22  J1—y2 12 Vi—22 JI—y2 12

F1/4. Jeldlje a,b, c egy haromszog oldalainak hosszat, u,v,w pedig a beirt kor kozép-

pontjanak a veliik szemben levo csticsoktol vett tavolsagat. Bizonyitsuk be, hogy

1 1 1 a b c
m+b+@<++)§3<++>.
u oUW v w

dr+1—/8x + 1
2

FI1/5. Jeloljon x egész szamot. Mutassuk meg, hogy ha a kifejezés

értéke egész, akkor négyzetszam.

F1/6. Jelolje az n és k pozitiv egészek legnagyobb kozos osztdjat (n, k), legkisebb kozos
tobbszorosét pedig [n, k]. Mutassuk meg, hogy tetszoleges a,b, ¢ pozitiv egészek ese-
tén az [a, b], [b, ], [¢, a] szdmok legnagyobb kézos osztdja megegyezik az (a,b), (b, ¢), (¢, a)
szamok legkisebb kozos tobbszorosével.

FI/7. Egy fut6 30 kilométert fut le igy, hogy sebessége km/h-ban mérve mindig annyi,
amennyi km még hatravan a tavbol. Hanyad részét kell még megtennie a tavnak 1 éra
utan?

FI/8. A tér egy pontjabdl 4 félegyenes indul ki amelyek paronként nagysagi o szoget
zarnak be. Hatarozd meg sin o értékét!

F1/9. Egy sorozat elemei pozitiv egész szamok, elsé két eleme az 1 és a 2. A sorozat
semelyik két kiilonbozo elemének Osszege nem eleme a sorozatnak.

Bizonyitsuk be, hogy barmely k£ természetes szam esetén a sorozat k-nal kisebb elemeinek
szama legfeljebb g + 2.



2.2. Lazur Zsébfia

LZs/1. Egy kor kertiletére felirunk 2007 természetes szamot. Lehetséges-e, hogy barmely
két szomszédos szam koziil a nagyobbat a kisebbel elosztva mindig primszamot kapunk?

LZs/2. ,850 darabos” téglalap alaku kirakés jatékunk igazabol 851 darabbdl 4ll. Minden
egyes darab az dbran lathaté 5 mintadarab valamelyikével egyezik meg. Hany (F) tipusi
darab van a jatékban?

& () )
{ R B S YL
& | U] 1]
by € S | 24 map L B o)
© o Mol
Vol )
(A) (B) (C) (D) (E)

LZs/3. Mely m > 1 egészekre létezik az 1,2, ...,m szdmoknak olyan ay, as, ..., a,, sor-
rendje, hogy az ay, a;+as, ..., a1 +as+... +a,, 6sszegek mind kiilonb6z6 maradékot adnak
m-mel osztva?

LZs/4. Legyen a > b > ¢ > 0. Igazoljuk, hogy

22 22 2 2
¢ 46 YT S5 bt
c a b

LZs/5. Tiznél tobb egységnyi fakockabdl egy nagy, tomor kockat épitettiink, majd
a nagy kocka minden lapjat befestettiik. Ezutan kilonvalasztottuk a tobbitél azokat
a kis kockdkat, amelyeknek egyetlen lapja sincs befestve. Lehet-e ezen kockak szama
tobbszorose a tobbi kocka szamanak?

LZs/6. Az r és s pozitiv szamok Osszege 1. Mutassuk meg, hogy

r’es 4+t < 1.

LZs/7. Mely k pozitiv egész esetén fordul elé az 1 az (a,) sorozat elemei kozott, ha
ay =k, és a1 = %, ha a, pdros, illetve a, + 1 = a, + 5, ha a,, paratlan?

LZs/8. Felbonthat6-e az {1,2,...,2010} halmaz paronként diszjunkt, dtelemii halmazok-
ra ugy, hogy az elemek 6sszege mindegyik otelem halmazban oszthato legyen 2011-gyel?



2.3. Mobéricz Réka

MR/1. A négyzet alaki medencében tszkdlé Jerry el szeretne menekiilni a parton ra
les6 Tom el6l. Tom nem tud tszni, lassabban fut, mint Jerry, viszont négyszer olyan
gyorsan fut, mint ahogy Jerry tszik. Megmenekiilhet-e mindig Jerry?

MR/2. Egy iskolai sakkversenyen mindenki mindenkivel pontosan egyszer jatszott.
Minden jatékos ugyanannyi pontot szerzett a lanyok ellen, mint a fitk ellen.
Bizonyitsuk be, hogy a résztvevok szama négyzetszam.

(Gy6zelemért 1; dontetlenért 0,5; vereségért 0 pont jar.)

MR/3. Az a és b nemnegativ szamokra a® + b* = 2ab teljesiil. Kovetkezik-e ebb6l, hogy

A+ <1+ab?

MR /4. Az elsé n pozitiv egész szamot leirjuk sorban egymés mellé. Alajuk, egy masik
sorba ugyanezeket a szamokat irjuk mas sorrendben. Lehetséges-e, hogy az egymas alatt
16v6 szamok Osszege négyzetszam, ha a) n =9, b) n = 117

c) 12 < n < 25 esetén az elrendezés a feltételnek megfeleléen teljesitheto.

Mi a helyzet akkor, ha 26 < n?

MR /5. Egy teremben 11-en vannak. Tudjuk, hogy akarhogyan is valasztunk ki kéztliik
kettot, a tobbiek koziil pontosan egy ismeri mindkettojiiket.
Mutassuk meg, hogy van a teremben olyan, aki mindenki mast ismer.

MR/6. Az a,b,c olyan egész szamok, hogy az 2°® + ax? + bz + ¢ polinomnak harom kii-
16nb6z6 pozitiv egész gydke van, melyek primszamok, tovabbé az az? 4 bx + ¢ polinomnak
van pozitiv egész gyoke. Mutassuk meg, hogy |a| Gsszetett szam.

MR /7. Igazoljuk, hogy tetsz6leges haromszog esetén
9r < mgy + my + me
(r a beirt kor sugarat jeloli)

MR /8. Széz szam Osszege 0. Bizonyitsuk be, hogy a koziilik kivalaszthatd szamparok
kozott legalabb 99 olyan van, amelyben a két tag Osszege nem negativ.



2.4. Tot Bagi Marton

TBM/1. Milyen alapu szamrendszer esetén létezik olyan 1-nél nagyobb pozitiv egész,
amely megegyezik a szamjegyei Osszegének a négyzetével?

TBM /2. Aladar és Béla a 81 lapos paklibdl felvaltva kivalasztanak egy-egy SET kartyat
és leteszik az asztalra. Az veszit, aki utan az asztalon szereplo kartyak kozott el6szor

lesz SET. Aladar kezd.
Kinek van nyero stratégiaja?

TBM/3. Oldjuk meg a 8x(2z* — 1)(8z* — 8z + 1) = 1 egyenletet.

TBM/4. Minden 1-nél nagyobb egész ap-hoz definidljuk az ag, ay, as... sorozatot ugy,
hogy minden n < 0 esetén:

va,, ha./a, egész,
an+1 =

a, + 3, egyébként,

Keressiik meg az 6sszes olyan ag-t, ahol 1étezik olyan A szam, hogy a,, = A végtelen sok

n-re.

TBM/5. A szamitégép képerny6jén egy 98 x 98-as sakktabla lathatd, a szokdsos mé-
don szinezve. Az egér segitségével kijelolhetiink tetszoleges olyan téglalapot, amelyet a
sakktabla vonalai hatarolnak, majd rakattintva az ebben a téglalapban 1év6 mezok szine
ellenkezojére valtozik. Minimalisan hany kattintas sziikséges ahhoz, hogy a sakktabla
teljesen egyszinii legyen?

TBM/6. Egy bortonben n rab tartézkodik. Az unatkozé bortonérok azt taldljak ki,
hogy az udvaron mindegyik rab fejére piros vagy kék sapkat tesznek tigy, hogy senki se
lassa, a sajat fejére milyen szinii keriil. Miutén a rabok jol megnézték egymast (minden
rab a sajatjan kiviil az 6sszes tobbi rab sapkdjat latja), mindegyikiiknek le kell irnia
egy-egy lapra, hogy milyen szinti sapka van a fején. Aki helyesen tippel, azt masnap is
kiengedik az udvarra. Melyik az a legnagyobb k szam, amelyre 1étezik a raboknak olyan
stratégiaja, amelyet kovetve legalabb k rab biztosan kimehet masnap az udvarra?

TBM/7. Egy ABCD hirnégyszog koré irt kor k, az ABC haromszog beirt kérének
kozéppontja P, az ABD haromszogé pedig (). Legyen a k kor BC' ivének felezopontja
E, a DA ivének felezopontja pedig F'. Mutassuk meg, hogy P(@) parhuzamos E F-fel.

TBM /8. Az n milyen pozitiv egész értékeire van olyan egyszerli graf, amelynek minden
csucsa legfeljebb n-edfoki és minden 1 < i < n esetén ¢ darab i-edfoki cstcsa van?

8



3. Klotild

3.1. Csaplar Viktor

CsV /1. A tablara két pozitiv egész szam van felirva: m és n. Minden 1épésben letoroljiik
az egyik szamot, és helyette felirjuk a két szdm Osszegét, szorzatat, vagy hanyadosat (ha
egész). Adjiatok meg m és n fliggvényében az Osszes szampért, amelyek néhany 1épés
utan a tablan allhatnak.

CsV /2. Adott az ABC haromszog. Az AB és AC szakaszok belsejében legyenek az X
és Y pontok. Legyen Z a BY és CX egyenesek metszéspontja. Bizonyitsatok be, hogy
[BZX|+ [CZY] > 2[XY Z], ha [ABC] az ABC' haromszog teriiletét jeloli.

CsV /3. Adott az alabbi egyenletrendszer (ahol p valés paraméter):
2> —3y+p=-=z v —324+p=ux 2 —3r+p=y

a) Oldjatok meg az egyenletrendszert p > 4 esetén.
b) Biz. be, hogy ha p € (1,4), akkor x = y = 2.

CsV /4. Keressétek meg az +2=1 +x=1
Tr+y y+z Z+x

egyenletrendszer Osszes valés megoldasat.

+y=1

CsV/5. Az {1, 2,3, ..., 12} halmaz egy négyelemiti P halmazara jelolje
Qz{Bx:xEP} és R:{4x:azeP}.

Hatarozzatok meg az 6sszes olyan P halmaz szamat, amelyre a P, (), R halmazok elemei
13-mal val6 osztasa utan megkapjuk az osszes nullatél kiillonbo6zé maradékot.

CsV/6. Az a és b pozitiv egészekre b = a® + ab + .
Bizonyitsatok be, hogy b egy pozitiv egész négyzete.

CsV /7. Adott az ABC egyenldszari haromszog, melynek BC' alapjan fekszik a D pont.
Az E és F pontok az AB, illetve AC oldalak belsejében vannak, tovabba /BED =
/ZDFC > 90°. Bizonyitsatok be, hogy az ABF és AEC korok A-t6l kiillonb6zo metszés-

pontja rajta van az AD egyenesen.

CsV /8. Minden pozitiv egész k-ra jelolje P(k) azon 4k-jegyii pozitiv egészek szamét,
melyek csak a 0 és a 2 szamjegyeket tartalmazzak, tovabba oszthatoak 2020-szal. Bizo-

P(k) > (Qkk— 1)2

valamint adjatok meg az Osszes olyan k-t, amire egyenldség all fenn.

nyitsatok be, hogy

9



3.2. Hegediis Daniel

HD/1. Az a,b,c, x,y, z valés szamokra teljesiil, hogy a >b>c>0és x>y > 2> 0.
Mutassuk meg, hogy

a2z . b2y .\ 252
(by + c2)(bz+cy) (cz+ax)(cx+az) (ax+ by)(ay + bx)

3
> —.
— 4

HD /2. Igazoljuk, hogy az 27 — 1425 + 212° — 702* + 3523 — 422 4+ Tx — 2 = 0 egyenlet
egyetlen valés gyoke x = 2 + /3 + V9 + - - - + v/36.

HD /3. Igazoljuk, hogy tetszéleges m,t pozitiv egész szamok esetén teljesiil a kévetkezo6

EC)C =206

HD/4. Van egy zsebradionk, amely két ceruzaelemmel miikodik. A fiokban van 8

azZonossag:

ceruzaelemiink, koziiliik 4 ki van mertilve. A j6 és rossz elemek sajnos 0sszekeveredtek. Az
elemek tesztelésére nincs mas lehetoségiink, mint hogy belehelyeziink kettot a késziilékbe,
és ha az sz6l, akkor mindkét elem jo, ha nem sz6l, akkor legalabb az egyik rossz. Legalabb
hany kisérletre van sziikség ahhoz, hogy biztosan megszoélaljon a radi6?

HD/5. Az ABC hegyesszogli haromszog belsejében, az A cstcsbol induléd szégfelezon
felvettiikk az M pontot. Az AM, BM, CM egyeneseknek a koriilirt korrel valé masodik
metszéspontja rendre Ay, By és (1. Az AB és a (1 A; egyenesek az L pontban, az AC' és
a B1A; egyenesek az N pontban metszik egymast. Bizonyitsuk be, hogy az LN szakasz
parhuzamos BC-vel.

HD/6. A nem egyenl$ szari ABC' haromszog kortlirt és beirt korének kozéppontja O,
illetve I. A beirt kor a BC,CA, AB oldalakat rendre a D, E, F' pontokban érinti. Az
FD és AC egyenesek metszéspontja P, a DFE és AB egyenesek metszéspontja Q). Az EP
és F'Q) szakaszok felezépontja M, illetve N. Bizonyitsuk be, hogy M N merdleges OI-re.

HD /7. Keressitk meg az 0sszes olyan 1-nél nagyobb n természetes szdmot, amelyre az
1,2,3,...,n szamoknak létezik olyan ay, ao, . .., a, sorrendje, hogy az a1, ajas, ajasas, . . .,
aias - - - a, szorzatok mind kilonboz6 maradékot adnak n-nel osztva.

HD /8. Adjuk meg az dsszes pozitiv p egészt, melyre a 422 + p polinom a 0,1,...,p— 1
helyeken prim értéket vesz fel.
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3.3. Varkonyi Zsombor

VZs/1. Adott egy n x m-es tablazat. Minden egyes kis mez&jének valamelyik atlojat
behtuzzuk. Bizonyitsd be, hogy valamelyik szemkoztes oldalpar osszekottetésbe kertilt
ezaltal.

VZs/2. Egy sikbeli zart torottvonal hossza 1 egység. Igazold, hogy a toréttvonal altal
hatarolt tartomany lefedheto egy i egység sugari korrel!

VZs/3. Van egy f fiiggvényem,amely a sik (x, y) pontjaihoz rendel valés szamokat. Tud-
juk réla hogy teljesiil ra, hogy minden x, y, z szamharmasra f(z,y)+ f(y, 2)+ f(z,y) = 0.
Lassuk be hogy ekkor létezik olyan ¢ fliiggvény, hogy minden z,y valds szamra

flx,y) = g(x) — g(y).

VZs/4. 10 auté megy egy tton, ahol varosi és orszagiti szakaszok valtjak egymast.
Minden autéra adott az a sebesség, amivel varoson beliil halad és adott az a (masik)
sebesség, amivel varoson kiviil. Nem feltétleniil egy helyrol indulnak, de egy iranyba
haladnak (azaz minden sebesség pozitiv). Az Ut soran el van helyezve 2020 kamera,
amik megjegyzik, hogy azon a ponton, ahol a kamera van, milyen sorrendben haladtak
el az auték (pl. 8,2,3,4,9,5,6,10,7,1). Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy semelyik
két autod sem pontosan egy kameranal el6zi meg egymast. Bizonyitsuk be, hogy van két
kamera, amely azonos sorrendben latta az autdkat elhaladni.

VZs/5. Legyen M egy primszamokbdl 4116 halmaz, ami rendelkezik a kovetkez6 tulaj-
donsaggal: ha pq,...,pr € M, akkor pips---pr + 1 Osszes primosztoja is eleme M-nek.
Mutassuk meg, hogy M tartalmazza az Gsszes primet.

VZs/6. Egy konyvtarban vagyunk, ahol sok terem taldlhaté, mindegyikben egy mé-
csessel. Tudjuk, hogy minden teremnek két ajtaja van és minden terembe el tudunk
jutni. Amikor az egyik teremben vagyunk, az ottani mécsest meggytujthatjuk vagy elolt-
hatjuk. A termek kozott mindkét iranyban korlatlanul mozoghatunk. A koényvtart orzé
oreg szerzetes csak akkor enged ki, ha els6 probalkozasra megmondjuk neki, hogy hany
terembdl all a konyvtar. Jussunk Kki!

VZs/7. Tekintstink egy irracionélis szamot és vizsgaljuk a tizedesvesszé utani részének
k hosszu szeleteit. Lassuk be, hogy legalabb k + 1 féle szerepel kozottiik.

VZs/8. Egy 2" X n-es matrix minden eleme +1 vagy —1 igy, hogy mind a 2" sor kii-
16nb6z6. Az elemek egy tetszoleges részét lecseréljiik O-ra.

Mutassuk meg, hogy kivalaszthaté néhany sor tigy, hogy minden oszlopdsszeg a kivalasz-
tott sorokat tekintve 0.
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3.4. Velich Noéra

VN/1. Rudi gondolt egy pozitiv egész k szamot, és azt vette észre, hogy tizes szdm-
rendszerben 4% és 5% ugyanazzal a szamjeggyel kezdédik. Bizonyitsuk be, hogy ez a jegy
csak 2-es vagy 4-es lehet.

VN /2. Legyenek a és n olyan pozitiv egészek, amelyekre a™ — 1 oszthaté n-nel. Bizo-
nyitsuk be, hogy az a + 1, a> + 2, ..., a" + n szamok mind kiilénboz6 maradékot adnak
n-nel osztva.

77k+1

VN /3. Igazoljuk, hogy tetszbleges nemnegativ egész k esetén T Osszetett szam.
VN /4. Vagjuk fel az abran lathaté konkav hatszoget egy folytonos vigassal két egybe-
vago6 darabra. Igazoljuk megoldasunk helyességét. (Az ABC D négyzet oldala egységnyi,

az AEF egyenl6szart haromszog alapja két egység, szarszoge 135°.)

12

A 5

B I8

VN/5. Adott az ABCD négyszog, melynek C-nél és D-nél lev$ szoge derékszog. Szer-
kessziik meg a C'D szakasznak azt a P pontjat, melyre APD< =2 - BPC<.

VN /6. Adott egy n oszlopot és k sort tartalmazé sakktabla, melynek bizonyos mezdire
korongokat helyeztiink (minden mezore legfeljebb egyet). Nevezziink két korongot szom-
szédosnak, ha egy sorban vagy oszlopban vannak, és az Oket 0sszekoto szakaszon nincs
tovabbi korong. Minden korongnak legfeljebb harom szomszédja van. Legfeljebb hany
korong van a sakktablan?

VN/7. Egy konvex poliédernek minden lapja négyszog. Mutassuk meg, hogy a poli-
éder lapjait harom-szogekre bonthatjuk egy-egy atlé meghuzasaval igy, hogy a poliéder
minden csticsanal paros szama haromszog taldlkozzon.

VN/8. Xavér és Yvett felvaltva mondanak a) valés szamokat; b) komplex szdmokat.

Xavér kezd, és a jaték a 100. szam kimonddasa utan ér véget. Yvett célja az, hogy

100
2

aias + ... + agoaigy Osszege 0 legyen, Xavér ezt szeretné megakadalyozni. Kinek van

a kimondott aq, ..., a9y szdmokbdl képzett Osszesen ( ) darab kettos szorzat ajas +

nyer6 stratégiaja?
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4. Maci Laci és baratai

4.1. Kun Agoston

KA/ 1. Egy nyolcszog oldalainak felezopontjai koziil hét adott. Szerkessziik meg a
nyolcadikat!

KA/ 2. Tiz rablo egy tobbzaras ladaban oOrzi a kincsét. Minden rablonak bizonyos
zarakhoz van kulcsa, egy zarhoz esetleg tobbnek is. A kulcsok tgy vannak elosztva,
hogy semelyik harom rablo se tudja a birtokaban 1év6 kulcsokkal kinyitni a ladat, de
barmely négy koziiliik mar hozza tud férni a kincshez. Legalabb hany zar sziikséges a
fenti feltételek teljestiléséhez?

. 1 1 1
KA/3. Legyen a, =1+ — — — — —, ahol n pozitiv egész szamot jelent!
n n® n
Bizonyitsd be, hogy van olyan k pozitiv egész szam, amelyre a P, = as-as-. . .- ay szorzat

értéke nagyobb 1000-nél! Melyik a legkisebb ilyen k& szam?

KA /4. Legyen A a tizes szamrendszerben felirt 44444 szam szdmjegyeinek az dsszege,
B pedig A szamjegyeinek osszege. Szamitsuk ki B szdmjegyeinek az Osszegét.

KA/5 ai, @y, ...,as, (n > 1) természetes szamok. Bizonyitsuk be, hogy az a; — a;
(1 < i < j < 3n) kiilénbségek koziil legfeljebb 3n? olyan lehet, amely nem oszthatd
3-mal!

. 2002 2001 2000 1001
KA /6. Szamitsuk ki — + — .= értékeét.
0 1 2 1001

KA /7. Melyek azok az Rt — R* fiiggvények, amelyekre

flx+y)+ f(x)- fly) = flzy) + f(x) + fy) 7

KA /8. Van egy zsebradiénk, amely két ceruzaelemmel miikodik A fickban van 8 ceru-
zaelemiink, kozulilk 4 ki van mertilve. A jo és a rossz elemek sajnos Osszekeveredtek. Az
elemek tesztelésére nincs mas lehet6séglink, mint hogy belehelyezziink ketto a radidba,
és ha szol, akkor mindkét elem jo, ha nem szo, akkor lealabb az egyik rossz. Legalabb
hany kisérletre van sziikség ahhoz, hogy biztosan megszolaljon a radi6?
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4.2. Nyarfadi Patrik

NyP/1. A nemnegativ x,y szdmokra teljesiil, hogy 23 + y* < 22 + ¢3. Igazoljuk, hogy
23+ < 2.

NyP /2. Andrés gondolt egy 16-nél nem nagyobb pozitiv egészre. Béla feltehet 7 eldon-
tend6 kérdést, amelyre Andras igennel vagy nemmel valaszolhat, és egyszer rossz valaszt
is adhat. Segitsiink Bélanak kitalalni a gondolt szamot.

NyP/3. Az A, B és C betlik felhasznalasdval szavakat (véges hosszsdgu betiisorozato-
kat) készitiink. Egy szdval a kovetkezd miiveleteket végezhetjiik:

1. A széban kivalasztunk néhany egymas utani betiit — esetleg csak egyetlen egyet,
vagy akar a teljes szét —, és ,,megduplazzuk”, példaul BBCAC — BCABCAC.

2. Az 1. 1épés visszafelé: Ha valahol a széban két egymas utdni részlet megegyezik,
akkor az egyiket elhagyjuk: ABCABCBC — ABCBC.

Igazoljuk, hogy ilyen lépések sorozataval barmelyik szobol eljuthatunk egy legfeljebb
8-betiis sz6hoz.

NyP /4. A 12.b osztalyba ugyanannyi fit jar, mint lany, igy a szalagavatén mindenkinek
lesz az osztalybodl tancpartnere. A parok osszeallitasdhoz minden fitl rangsorolja az 6sszes
lanyt, és forditva. Mutassuk meg, hogy parba allithaték gy, hogy ne legyen olyan
fia és lany, akik mindketten szivesebben tancoltak volna egymaéssal, mint a nekik juté
partnerrel.

2000 __ 1
NyP /5. Hatarozzuk meg azokat az a szdmokat, amelyekre az ——1 kifejezés értéke

négyzetszam.

NyP/6. Az ABC haromszog beirt kore az AB és AC oldalakat az X és Y pontokban
érinti. A B-bd6l induld szogfelez6 az XY szakaszt P-ben metszi. Mekkora az APB<(?

NyP /7. Lehet-e négy egymést kovetd pozitiv egész szam szorzata kobszam?

NyP/8. Egy 23 x 23-as négyzetet felbontunk 1 x 1-es, 2 x 2-es és 3 x 3-as négyzetekre.
Legalabb hany darab 1 x 1-es négyzet szerepel a felbontasban?
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4.3. Réti Zoltan

RZ/1. Minden porzitiv egész szamot piros vagy kék sziniire festettiink gy, hogy kiilon-
b6z0 szinll szamok Osszegének a szine kék, a szorzatuk szine pedig piros. Milyen szinti
két piros szam szorzata?

RZ/2. Adott 2002 doboz, mindegyikiitkben néhény kavics. Ezen kivill korldtlan szamu
kavics all rendelkezéstinkre. Egy lépésben barmely k dobozba betehetiink 1-1 kavicsot.
Elérhet6-e, hogy bizonyos szamu lépés utan minden egyes dobozban ugyanannyi kavics

legyen, ha a) k=8b) k=97

RZ/3. Ak és a ky korok az A és a B pontokban metszik egymast, egyik kozos érintéjik
pedig az FEj, illetve az Ey pontokban érinti a koroket. Bizonyitsuk be, hogy az A, Ej,
Es, illetve a B, E;, Es pontokon atmeno korok sugara egyenlo.

RZ/4. Oldjuk meg a  sin3z + 3cosz = 2sin2x(sinx + cosz)  egyenletet.

RZ/5. A négyzet alakii medencében tszkald Jerry el szeretne menekiilni a parton ra
les6 Tom el6l. Tom nem tud tszni, lassabban fut, mint Jerry, viszont négyszer olyan
gyorsan fut, mint ahogy Jerry tszik. Megmenekiilhet-e mindig Jerry?

RZ/6. A pozitiv a,b, c szamokra teljesiil, hogy a? + b* + ¢ + abc = 4. Bizonyitsuk be,
hogy a +b+c¢ < 3.

RZ /7. Igazoljuk, hogy ha n > 1 egész szam, és 3" 4+ 4" oszthaté n-nel, akkor n oszthaté
T-tel.

RZ/8. Egy 28-elemii halmazbdl 4-elemii részhalmazokat akarunk kivélasztani a kovet-
kez6 tulajdonsagokkal:

(a) Barmelyik két kivalasztott négyesnek legfeljebb két kozos eleme legyen;

(b) Ha z egy tetszOleges elem és A egy olyan négyes, amely nem tartalmazza z-et,
akkor létezzen legalabb egy olyan B négyes is, amely az x-et tartalmazza, és A-val
pontosan két kozos eleme van.

Lehetséges-e ilyen négyeseket kivalasztani?
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4.4. Rubint Gergo
RG/1. Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 és 7 szamjegyek mindegyikének a felhasznédlasaval hétjegyii
szamokat késziteniink. Lehet-e ezek 16z6tt két olyan, hogy egyik a masiknak osztéja?

RG /2. Bizonyitsuk be, hogy nem lehet lefedni a sikot egybebdagd konvex n-szégekkel,
ha n > 6.

RG /3. Tudjuk, hogy a® +b°> < 1 és 2° + 3y° < 1. Bizonyitsuk be, hogy a’z* < 1.

RG /4. Adott a sikon 6t pont amelyek koziil semelyik harom nem esik egy egyenesbe.
Mutassuk meg, hogy kivalaszthatd koziiliik harom, amelyek tompaszogii haromszoget
alkotnak.

RG/5. Az a és b pozitiv egész szamok. Milyen k pozitiv egészekre teljesiilhet az

a+1 b+1
+

=k egyenlet?
b a

RG /6. Az n és k 1-nél nagyobb pozitiv egész szamok, és n < 2F.

Bizonyitsuk be, hogy mindig ki lehet valasztani igy 2k darab n-nel nem oszthato egész
szamot, hogy barhogy is osztjuk szét két halmazba ezt a 2k szamot, valamelyik halmaz-
ban lesz valahany szam, amelyek 0sszege oszthato lesz n-nel.

RG/7. Igazoljuk, hogy minden konvex négyszognek van olyan cstcsa, amelynek a vele
szomszédos két cstcs altal meghatarozott szakasz felezopontjara tiikkrozott képe nincs a
haromszogon kiviil.

RG/8. Van n hordd, amik koziill pontosan 1 mérgezett. A mérgezett kivilrél sehogy
sem kiilonboztethetd meg a tobbitol. Ha egy egér iszik a mérgezett hordobdl pontosan
1 6ra milva meghal. Hany egér kell legalabb, hogy meg tudd allapitani, hogy melyik a
mérgezett hordo, ha egy érad van ra?
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5. Nem létezo ivek

5.1. Fiuredi Erik

FE/1. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a val6s szamok halmazén:

(z-Dy-1)(-1) = zyz—1 (1)
(z—=2)(y—2)(2—2) = xyz—2 (2)

FE/2. Egy konvex testnek két haromszoglapja és harom négyszoglapja van. Kossiik
Ossze az egyik haromszoglap mindegyik csicsat a vele szemkozti négyszoglap atléinak
metszéspontjaival. Bizonyitsuk be, hogy a harom egyenes egy ponton megy at.

FE/3. Legyen n > 3 egész és legyenek as, as, .. .,a, olyan pozitiv valés szdmok, ame-
lyekre asas . ..a, = 1. Bizonyitsuk be, hogy

(1 -+ a2)2(1 + CL3)3 e (1 + an)n >n'.

FE/4. A sik 4027 pontjabol all6 alakzatot kolumbiainak nevezziik, ha 2013 pontja pi-
rosra, a tobbi 2014 kékre van szinezve, és az alakzat semelyik harom pontja sincs egy
egyenesen. Néhany egyenese meghtizasaval a sikot tartomanyokra bontjuk. Az egyene-
seknek ezt az elrendezését a kolumbiai alakzatra nézve jonak nevezziik, ha a kovetkezo
két feltétel teljestil: semelyik egyenes sem megy at az alakzat semelyik pontjan sem;
nincs olyan tartomany, amelyik mindkét szini pontot tartalmaz.

Hatarozzuk meg a legkisebb olyan k értéket, amire igaz az, hogy 4027 pontbdl all6 bar-
mely kolumbiai alakzatra van k egyenesbdl allo jo elrendezés.

FE/5. Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan n > 2 egész szamot, ami rendelkezik a kovetkezé
tulajdonsaggal: tetszoleges aq, as, ..., a, egészekre, amelyek Osszege nem oszthaté n-nel,
van olyan 1 < ¢ < n index, amire az a;, a; + a;11, ..., @; + @j2q1 + -+ + Ajipn_1 Szamok
egyike sem oszthatoé n-nel. (i > n esetén a; = a;_,,.)

FE/6. Tekintsiink 6t olyan A, B, C, D, E pontot, amelyre ABC'D paralelogramma,
BCED pedig egy hurnégyszog. Legyen £ egy, az A ponton atmend egyenes. Tegyiik fel,

hogy ¢ a DC' szakaszt az F' bels6é pontban metszi, a BC egyenest pedig a G pontban.
Tegytiik fel tovabba, hogy FF' = EG = EC'. Bizonyitsuk be, hogy ¢ a DAB / szogfelezdje.
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FE /7. Tekintstink egy n X n-es négyzetalaki tablat, ahol n rogzitett paros pozitiv egész.
A tébla n? egységnégyzetre van felosztva. Azt mondjuk, hogy a tébla két kiilonbozd
négyzete szomszédos, ha van egy kozos oldaluk. A tablan N egységnégyzet meg van
jelolve olymdédon, hogy minden négyzet (jelolt, vagy nem jelolt) szomszédos legalabb egy
jelolt négyzettel. Hatarozzuk meg N lehetséges legkisebb értékét.

FE/8. Adott egy N > 2 egész szam. N(N + 1) futballjatékos, akik kozott nincs két
egyenlé magassagu, valahogyan felallnak egy sorban. Az edz6 ki akar hagyni ebbdl a
sorb6l N (N — 1) jatékost ugy, hogy a megmaradt 2N jatékos alkotta sor jatékosaira
teljesiiljon az aldabbi N feltétel:

(1) senki nem all a legmagasabb és a masodik legmagasabb jatékos kozott,

(2) senki nem all a harmadik legmagasabb és a negyedik legmagasabb jatékos kozott

(N) senki nem &ll a két legalacsonyabb jatékos kozott.

Bizonyitsuk be, hogy ez mindig megteheto.
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5.2. Gyetvai Miklés

GyM/1. n tetszOleges pozitiv egész. ag,ay, ...,a, és 0 < x < 1 valds szamokra teljesiil,

hogy - + %5 + ... + =25 = 0. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan 0 < y < 1 valos

1—x

szam, amelyre teljestil, hogy ag + a1y + ... + a,y" =0

GyM/2. m és n 3-nél nagyobb egész szamok. Vegyiink a négyzetracson egy (2m — 1) x
(2n — 1) méreti téglalapot, amelyeket lefedtiink az alabbi két elem felhasznéldsaval:

A két elembol 6sszesen minimum hényat kell felhasznalni a téglalap parkettazasahoz?

GyM/3. S a sik pontjainak egy véges halmaza, amelyre igaz, hogy barmely harom-
szOg, amelynek mindharom csticsa S-beli pont, annak a teriilete legfeljebb 1. Minimum
mekkora teriiletii haromszoggel tudjuk lefedni S pontjait?

(fn—l(x))Q — 1
fn—Q(x)

GyM/4. Legyen fy(r) =1, fi(x) = x és fu(r) =

n egeészre.

minden 1-nél nagyobb

Bizonyitsuk be, hogy minden természetes n-re f,(x) egy egész egyiitthatés polinom.

GyM/5. Nevezziink N-alakinak k-ra egy pozitiv egész szamot, amely kifejezhetd k
darab egymast kovetd pozitiv egész Osszegeként. Vegyiik az 6sszes olyan szamot, amely
N-alakt 2017-re, de semmi mas k-ra nem. Mi ezek a szamok kozott az Osszegekben

szereplo szamok minimuma?
GyM/6. Legyen n tetszbleges pozitiv egész szam. Legyen az f : C — C fliggvény
fx)=n4+m—-1Dz+n-2)2+.. . +2"!

Bizonyitsuk be, hogy ha |z| < 1 akkor a fliggvénynek z nem gyoke (més szoval a fiigg-
vénynek nincs gyoke az egységkoron beliil).

GyM /7. Legyen X egy random valtozo, amely természetes szamokat vesz fel valamilyen
eséllyel. Tudjuk, hogy F(X) = 1, E(X?) = 2 és E(X?) = 5, ahol E(y) az y vdrhaté
értéke. Minimum mennyi a valoszintisége az X = 0 eseménynek?

GyM/8. Legyen z, egy végtelen sorozat, amelyre xo = 1 és pozitiv egész n-re z, =
In(e"1 — z,,_1). Létezik-e lim, o, > ( x;, és ha igen, mennyi az értéke?
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5.3. Hervay Bence

HB/1. Egy baktériumtorzs minden tagja ordnként p eséllyel kettéosztédik és 1 — p
eséllyel elpusztul.
Mennyi annak a valdszintisége, hogy egy kezdetben k tagtu baktériumtorzs sosem hal ki?

HB/2. Legyen f : R? — R olyan fiiggvény, hogy

Vr,y,z €R: f(zy) + f(y,2) + f(z,2) = 0.

Bizonyitsuk be, hogy f(z,y) = g(z) — g(y) valamilyen g : R — R fiiggvényre.

]

1 a
HB/3. Legyen a;.; = a; + — és a; > 0. Bizonyitsuk be, hogy lim —— = 1.
/ gyen a;y1 = a; + — ai 1zonyitsu gy lim NoTy

HB /4. Atlagosan hanyféleképpen frhatdk fel a természetes szamok a) két b) harom
egész szam négyzetosszegeként?
(Ha S, jeloli az elsé n szamra vett atlagot, akkor mennyi lim,, ., S, értéke?)

HB/5. Tekintsiink egy négyszoget
1. a csucsaibdl 4ll6 pontnégyesnek.
2. homogén lemeznek.

Milyen négyszogek esetén esik egybe a kétféle alakzat sulypontja?

HB/6. Egy 6ra mutatoi teljesen egyformék, {gy lehet, hogy néha nem egyértelmii az
altaluk mutatott id6 (mert a mutatokat valahogy permutalva is valid allast kapunk).
Hany ilyen ,,tobbértelmii” allas van, ha az éra

a) kétmutatds (6ra, perc)?  b) harommutatds (éra, perc, masodperc)?

(12-60-60-as érardl van sz, melynek mutatdi egyenletes szogsebességgel forognak, a mu-
tatok helyzetét végtelen pontossdggal le tudjuk olvasni.)

HB/7. Konstrudljunk olyan valds fliggvényt, melynek minden folytonos valés fiigg-

vénnyel minden intervallumon kontinuum sok kozos pontja van!

HB/8. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan n € N van, melyre |tg(n)| > n.
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6. Rut kiskacsak

6.1. Ban-Szab6 Aron

BSzA /1. Bizonyitsd be, hogy ha n egy pozitiv egész és p egy prim, melyekre n | p — 1, illetve p | n® — 1,
akkor 4p — 3 egy négyzetszam!

BSzA /2. Egy 2 X n-es téglalap minden mezdjébe beirjuk az 1,2,..., n szdmok valamelyikét tgy, hogy
mindkét sorban csakis kiillonb6z6 szamok szerepeljenek. Mely n-ekre lehetséges az, hogy mind az n osz-
lopban négyzetszam legyen a két szam Osszege?

BSzA /3. Az f(z) = 2" + a1z ' 4 - - - 4 a,_12 + 1 polinom egyiitthatéi nemnegativ szamok. Tegyiik fel,
hogy f(x)-nek n darab (kiillonb6z6) valds gyoke van. Igazoljuk, hogy:
a) f(z) > (z +1)" minden nem negativ z-re; b) a, > (Z) minden 1 < k <n — 1 egészre.

BSzA /4. Az a,b, c pozitiv valds szdmokra teljestil,
hogy a + b+ ¢ = abe. Igazold, hogy

1 1 1 3
+ + < -.
Vi+a2 V142 V14272

BSzA /5. Egy egységoldalu szabalyos n-szog kerii-
letén végiggorgedtiink egy masik egységoldala szaba-
lyos n-szoget, és minden gorgetés utan megjeloltiik az
egyik (fixalt) csticsat az n-szognek (lasd dbra).

A megjelolt pontok egy masik sokszoget hatdroznak

meg, melynek teriilete T'. Legyen A az egységoldali
szabdlyos n-szog teriiletét, mig B annak a szabdlyos

n-szognek a teriiletét, amely koriilirt korének sugara
egységnyi. Bizonyitsd be, hogy létezik két olyan po-
zitiv egész nq, no szam, melyekre T'=mnq - A —nsy - B.

BSZA/ 6. Az ABC haromszogben magassagpontja H. A beirt kor a BC,CA, AB oldalakat rendre az
A', B',C" pontokban érinti. A haromszog koriilirt korének az A-t tartalmazdé BAC ivének felezOpontja
legyen M. Bizonyitsd be, hogy ha a B’, C’, H pontok egy egyenesen vannak, akkor az AH, A’M egyenesek
a haromszog koriilirt korén metszik egymast.

BSzA /7. Egy n pontt, sikbarajzolt véges G(V, E) grafra jelolje z(e) azon élek szamét, melyek keresztezik
az e élt. Bizonyitando, hogy
1
S ——— <3n—6.
(e)+1

ecE X

BSzA /8. Az ABC héromszog alaki billiard asztal AB, AC' oldalai egyenl hossztiak. Az AB oldalon
egy P pontban elhelyeztiink egy (pontszerii) golyét, melyet egy tit6vel egyenes irdnyban megloktiink. Ez
elészor a BC' oldalnak titkozott a () pontban, majd az AC oldalnak az R pontban. Mutasd meg, hogy az
ABC, APR haromszogek magassagpontjai és a () pont egy egyenesen van.
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6.2. Baski Bence

BaB/1. Tekintsik az Fy = F, = 1, F,, = F,,_1 + F,,_5 rekurziéval definialt Fibonacci-

m
sorozatot. Bizonyitsuk be, hogy k < m esetén > F;F;, 3 Osszetett szam.
i=k
BaB/2. Az a,b,c oldali haromszog beirt korének kozéppontjan atmend egyenes a ¢
oldalt P-ben, a b oldalt pedig ()-ban metszi. Legyen AP = p és AQ) = q. Bizonyitsuk
be, hogy
1 1 a+b+c

P q be

77k+1

BaB/3. Igazoljuk, hogy tetsz6leges nemnegativ egész k esetén Eraey Osszetett szam.

BaB/4. A sik egész koordinataju racspontjain egy bolha ugrdl. Tud-e tgy ugralni, hogy
minden racspontban pontosan egyszer jarjon, az ugrasainak a hossza pozitiv egész szam
legyen és minden pozitiv egész pontosan egyszer forduljon el6 az ugrasok hosszai kozott?

BaB/5. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész szdmhoz taldlhaté olyan n’-

nél nem nagyobb, n-nel oszthatd pozitiv egész szam, amelynek 10-es szamrendszerbeli
alakjaban nem szerepel mind a tiz szamjegy.

BaB/6. 2016 rablo egyiitt elrabolt egy nagy kincsesladat és el akarjak asni. Mivel
nem biznak egymasban, ezért gy dontenek, hogy szerelnek ra lakatokat és a lakatokhoz
valé kulcsokat szétosztjak egymés kozott. (Egy lakathoz tobb kulcs is tartozhat, de egy
kules csak egy lakatot nyit). Ugy szeretnék ezt megtenni, hogy barmely 1010 kozilik
ki tudja nyitni a kincset, de semelyik 2 nem tudja ezt megtenni. Legalabb hany lakatra
van sziikségiik?

BaB/7. Hatarozd meg a
| 2m — 181" |

kifejezés leheto legkisebb értékét, ahol m és n pozitiv egész szamok.

BaB/8. Legyen ABC egy hegyesszogii haromszog, melynek magassagpontja H, tovabba,
aTy, Ty, Te pontok az A, B, C' pontokbdl indulé magassagvonalak talppontjai. Legyen P
pont a T'4WT- egyenes metszéspontja a B-bol induldé magassagvonallal, mig () pont legyen
az AB egyenes metszéspontja a P-n atmené BC-re meroleges egyenessel. Igazoljuk, hogy
ha Tp(Q) és AT4 metszéspontja N, akkor N felezi az AH szakaszt!
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6.3. Bencsik Adam

BA /1. Vegyiink kett6 tetszoleges 1-nél kisebb pozitiv z, y szamot. Tegyiik fel hogy ez a
3 szam meghataroz egy haromszoget. Mekkora az esélye hogy a haromszog tompaszogi?

BA /2. Legyen ABC' hegyesszogii haromszog koriilirhaté kére k. A haromszog magas-
sagai legyenek AD, BE, CF. Tikrozve k kort AB-re kapom y kort. FF egyenes P-ben
metszi k kort és DF' egyenes (Q-ban y kort. Bizonyitsuk be, hogy B, P, () egy egyenesre
esnek.

BA/3. ABCD trapézban C DA< = 90° = DAB<. Legyen M és N az AC és BD atlok
felezopontjai ilyen sorrendben. BC egyenes (ABN) és (CDM) koroket QQ-ban és R-ben
metszi. Ha K kozéppontja M N-nek, akkor lassuk be, hogy K() = KR.

BA/4. Bizonyitsuk be, hogy ha a,b,c,d >0ésa<=1,a4+b<=5,a+b+c <= 10 és
a—+b+c+d<= 30, akkor

va~+Vb+ e+ Vd < 10.

BA /5. Egy matekversenyen 21 fiu és 21 lany szerepelt. Mint kideriilt senki sem oldott
meg 6-nal tobb feladatot és minden fit-lany oldott meg azonos feladatot. Lassuk be,
hogy van olyan feladat amit megoldott legalabb 3 fiu és 3 lany.

BA /6. Ha kivessziik egy 2 x 2-es négyzet egyik négyzetét, a kapott alakzatot hivjuk
L-alaknak. Lefedtiink egy 5 x 7-es téglalapot ilyen L-alakokkal, hogy minden L-alak a
téglalapon beliil helyezkedik el, nem marad ki tires mez6. (Két L-alak megengedett hogy
ralégjon egymasra). Lefedhetd- tigy a 3 x 5-6s téglalap hogy minden mez6t ugyanannyi
L-alak fedjen le?

BA /7. A koordinita rendszer (0;0) racspontjaban van egy pont. Egy lépésben egy
(m;n) pontot, amennyiben (m + 1;n) és(m;n + 1) racspont tres, ketté tudunk osztani.
Ekkor (m;n) pont eltiinik, és megjelenik egy-egy pont (m+ 1;n) és (m;n+ 1)-ben. Meg
lehet-e oldani véges sok lépéssel, hogy kitiritsiik az els6 k db atlot, ahol £ tetszolegesen
nagy pozitiv egész szam.

BA/S. Legyen ag = 0, a1 = 1, ag = 2a,_1 + a,_» (n > 2). Lassuk be, hogy 2* akkor és
csak akkor osztja a,-et, ha n-et is osztja.
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6.4. Terjék Andras

TA /1. Egy egységnégyzet belsejébe egy konvex, n csticsi sokszoget irunk. Bizonyitsuk
be, hogy kivalaszthat6 az n csticst sokszognek 3 cstcsa ugy, hogy azok altal meghataro-
zott haromszog tertilete kisebb mint % egyseég.

TA /2. Alfréd, a robot, egy gomb megnyoméséra kiad egy egész szamot véletlenszertien
1 és n kozott.

Varhatéan hanyszor kell megnyomnunk Alfrédot, hogy 1 és n kozott az Osszes szamot
kiadja?

TA/3. p(x) és q(x) valds egyiitthatés polinomok, barmilyen valds z-re p(x) # q(x).
Tovabba barmilyen z-re p(q(z)) = q(p(z)). Bizonyitsd, hogy barmilyen valés x-re
p(p(x)) # q(q(x)).

TA /4. Egy 3 x 3 x 3-as kockaracs egyik sarokkockdjaba rakunk egy egeret, a kozepébe
egy sajtot. Minden lépésben az egér véletlenszeriien atlép egy szomszédos kockaba.
Varhatoan hany lépésen beliil talalja meg a sajtot?

TA /5. Bizonyitsd, hogy tetszéleges ponthalmaz (véges sok pont, semelyik 3 nem esik
egy egyenesre) barmilyen haromszogelésében ugyanannyi a hdromszogek szdma.

TA /6. Adott ABC haromszog. Ennek egy bels6 P pontjanak legyen BC,CA, AB
oldalakra vet vetiilete Ay, By, Cy. Legyen b(ABC) az ABC haromszog beirt korének
sugara. Hol vannak azok a P pontok, amelyekre

b(PAC) + b(PBA;) + b(PCBy) = b(PC,B) + b(PA,C) + b(PB, A)

TA /7. Balazs gondolt n db egész szamra, majd a gondolt szamok 6sszes részhalmazaban
a tagok Osszegét felirta egy lapra. Ki lehet-e talalni az igy keletkezett 2" db szambdl a
gondolt szamokat?

TA /8. Adott ?’ICT_‘% latszolag egyforma érme, ezekbél egy hamis (konyebb vagy nehezebb
a tobbinél). Bizonyitsd, hogy k db el6re megadott méréssel megtalalhaté a hamis érme,
és eldonthetd, hogy konyebb vagy nehezebb a tobbinél.
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7. Szazszorszép herceg

7.1. Fleiner Zsigmond

FZs/1. Egy 3 x 3-as tabla 4 sarkdban 2 fehér és 2 fekete huszar all ugy, hogy a
szemben 1évé sarkokban ugyan olyan a huszarok szine. Elképzelheto-e, hogy néhany
lépés utan megint a sarkokban alljanak a huszarok, viszont a szemben 1évok ellentétes

szinlek legyenek.

FZs/2. Egy n x n-es tablara felirjuk az elsé¢ n? természetes szamot. Bizonyitsuk, hogy
lesz két szomszédos, melyek kiilonbsége legalabb n.

FZs/3. Legyen ABC egy hegyesszogli haromszog. Legyen AM az A-bdl indulé ma-
gassag. Vegyunk AM szakaszon egy P pontot. BP és AC egyenesek metszéspontja
D. Hasonl6 médon C'P és AB metszéspontja legyen E. Bizonyitsuk, hogy DM E/
szogfelezdje AM .

FZs/4. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 0 egész szam el6allithaté a kovetkezd alakban:
n:a1-12—|—a2-22—|—...ak-k:2,
ahol az aq, aq, ..., a; szamok mindegyike +1 vagy —1 és k alkalmas egész szam.

FZs/5. Tegyiink egy kavicsot a (0,0) koordinatdji pontra. Ez utan egy lépésben leve-
hetiink egy kavicsot a tablardl, ha a felette és mellette 1év0 racspontokon nincs kavics,
majd ezekre kavicsot rakunk (tehat egy lépésben 1 kaviccsal lesz tobb a sikon). Haté-
rozzuk meg a lehet6 legkisebb 1épésszamot, amivel olyan allapotot érhetiink el, hogy az

als6 hat racsponton ne legyen kavics.
(alsé hat racspont: (0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(2,0) )

FZs/6. Bizonyitsuk be, hogy egy egyértelmiien harom-szinezhetd grafnak legalabb 2n—3

éle van.

FZs/7. Legyen 1 <r < n, és tekintsiik az 1,2, ... n halmaz 6sszes r-elemii részhalmazat!

Vegyiik e részhalmazanak mindegyikébdl a legkisebb elemet, és jelolje F(n,r) ezeknek
n+1

r+1°

az elemeknek a szamtani kozepét! Bizonyitsuk be, hogy F'(n,r) =

FZs/8. Bizonyitsuk be, hogy egy konvex n szogben legfeljebb n 4tlot tudunk egyszerre
kivalasztani gy, hogy paronként az atlok a sokszogon beliil messék egymast.
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7.2. Kovacs Tamas

KT/1. Egy nxn méretli tabla n? mezejének mindegyikét feketére vagy fehérre szinezziik.
Jelolje a; a fehér mezok szamét az i-edik sorban, és jelolje b; a fekete mezok szamat az
i-edik oszlopban. Hatarozzuk meg > | a;b; maximalis értékét a tabla Osszes kiszinezésére

nézve.

KT/2. Tegyiik fel, hogy x1,...,2, és y1,...,y, olyan nemnegativ szdmokbdl all6 mo-
noton novo sorozatok, amelyekre az n tag osszege 1.
a) Legfeljebb mekkora lehet minj<;<, |z; —v;|?  b) Legfeljebb mekkora lehet ¥ ; |z; —

?/z'|?

KT/3. Sir Bedevir csak akkor indul el egy lovagi tornan, ha tudja, hogy legaldbb %
valoszintiséggel gyozni fog. Barmely 6sszecsapas esetén az ellenfelek gyozelmének valo-
szinlisége a harcképességiikkel aranyos. Bedevir harcképessége 1, n-edik ellenfelének a
harcképessége pedig ﬁ Hany lovag jelentkezhetett a tornara, ha Bedevir gondos
szamolas utan ugy dontott, hogy 6 is elindul?

KT /4. Legyenek a sikon eq, e, . .., e, kiillonboz6 egyenesek, f pedig egy olyan egyenes,
mely egyikiikkel sem parhuzamos. Tekintsiik az f-fel parhuzamos 6sszes f, egyenest.
Legyen S, az f, Neq, foNeo, ..., fo Ne, pontok silypontja. Mutassuk meg, hogy az .S,
pontok kollinearisak.

KT/5. Az ABC hegyesszogli haromszog A csticsabdl induld belsé szogfelez6 a BC' oldalt
az L pontban, a haromszog koré irt kort méasodszor az N pontban metszi. L-bol az AB
egyenesre emelt merdleges talppontja K, az AC' egyenesre emelt merolegesé pedig M.
Bizonyitsuk be, hogy az AK N M négyszog és az ABC' haromszog teriilete egyenld.

KT/6. Adott a sikon véges sok racspont. Ki lehet-e mindig szinezni a racspontokat
fehérre és feketére tgy, hogy minden sorban és minden oszlopban is legfeljebb ketto
fekete racspont legyen, és minden fehér racspont két fekete kozott legyen, azaz vagy
alatta és folotte is, vagy tole balra és jobbra is legyen fekete szinii racspont?

KT/7. Az olimpidn 49 ember indult. 3 feladat volt, minden feladatra 0 — 7 pontot lehet
kapni. Bizonyisd be, hogy van két ember tgy, hogy az egyik minden feladatra legalabb
annyit kapott mint a masik.

KT /8. Bizonyisd be, hogy ha adott 9 racspont a térben, akkor van koztiik kettd, melyek
szakaszan van racspont.
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7.3. Szab6 Kornél

SzK /1. Adott a stkon n altalanos helyzetii pont. Igazoljuk, hogy az altaluk alkotott

2

egységnyi teriiletli haromszogek szama nem tobb, mint g(n —n).

SzK /2. Egy baratoddal a kovetkezd jatékot jatsszatok:

A baratod gondol egy n csticsu grafra, csicsait megszamozza 1-t61 n-ig, majd megmondja
n-t. Innentol minden kérdésedben rakérdezhetsz arra, hogy két kiilonb6zo cstucs kozott
be van-e huzva egy él.

Legkevesebb hany kérdésbol tudod megmondani, hogy a graf osszefiiggd-e?

SzK /3. Legyen f a pozitiv valés szamokon értelmezett, valos értéki figgvény, amelyre
minden pozitiv valés x,y esetén f(zy) < zf(y).
Igazoljuk, hogy minden pozitiv valés x, y-ra f(xy) = xf(y).

SzK /4. Az igazgatésag a jovo évi fakultaciokat tervezi az iskola n tanuldja szamara.
Minden fakultacié legalabb két tanuloval indul, és az iskola intézkedési terve eléirja, hogy
a legalabb két kozos tanuloval rendelkez6 csoportok tanuldinak szama eltérjen. Igazoljuk,
hogy a fakulticiok maximélis szama nem nagyobb, mint (n — 1)2.

SzK /5. Két jatékos elott egy-egy kavicskupac taldlhatd, kezdetben mindkettében k
kavics van. ElGszor az elsé jatékos ezekhez hozzatesz Osszesen 2008 ujabb kavicsot, az
4j kavicsokat tetszélegesen oszthatja el a két kupac kozott (akdr az Osszeset is az egyik
kupacba teheti). Ezutan a masodik jatékos tesz hozza a kupacokhoz ésszesen 2008 tjabb
kavicsot, és ugyanigy folytatjak felvaltva. Az nyer, akinek a kupacdban (a sajat vagy
ellenfele 1épése utan) a kavicsok szdma négyzetszam, mig ellenfele kupacara ez nem igaz
(ha mindkét kupac ilyen, akkor a jatékot folytatjak). Van-e végtelen sok k-ra a masodik
jatékosnak nyero stratégiaja?

SzK /6. Igazoljuk, hogy minden n cstcsi, m éli grafnak van legalabb 3 méretii paros
részgrafia.

SzK /7. Igazoljuk, hogy minden n-re létezik egy n cstcsi tournament graf legalabb
n! - 27" darab Hamilton-korrel.

SzK /8. Létezik-e olyan pozitiv valés (a, b, ¢) harmas, amire abc = 1, és

Ja?’ +$ b3 +J c3 >3
1+ bc 1+ ac 1+ab = V2
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SzK /9. Legyenek ay, ..., a, és by, ..., b, paronként diszjunkt valés szamok. Egy n X n-es
tablazat ¢. soranak j. oszlopaba az a; + b; szdmot irjuk.
Igazoljuk, hogy ha a tabldzat elemeinek soronkénti szorzatai paronként megegyeznek,

akkor az oszloponkéntiek is.
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