Trigonometriai médszerek algebrai és geometriai feladatokban

1, Oldjuk meg az egyenletet.

V1— 22 =42% - 3x

Megoldas: A négyzetgyok alatt nem allhat negativ szam, tehat csak —1 <
x < 1. Innen mar adédhat az otlet, hogy valamilyen szogfiiggvényértékkel
helyettesitsiik az x ismeretlent. Célszerti az © = cosw helyettesités, de ahhoz,
hogy az x minden lehetséges értéket felvegyen megfelel6 és elegendo 0 < w <
7. Ekkor minden x értéknek pontosan egy w felel meg és viszont. Addicios
tétel és a négyzetes Osszefliiggés felhasznalasdaval az egyenlet

|sinw| = cos3w

alakban irhaté. Itt 0 < w < 7 miatt sinw > 0, az abszolut érték el is
hagyhato.
sinw = cos3w.

frjuk at sinusos szogfiiggvényértéket poétszogének cosinusava, majd vegyiik
azt a két esetet, amelyben két szog cosinusa egyenlo lehet.

T
608(5 — w) = cos3w.

L) 3w —§ +w = 2km, vagyis w = § + k3. Ezek koziil a szogek koziil a
megfeleld tartomdnyba csak kettd esik: wy = § és wy = ‘%T.

IL) 3w+ 5§ —w = 2w + § = 2km. Ebbdl kapjuk, hogy w = —% + kr. Ezek
koziil a megoldasok koziil csak az wz = 37 esik a 0 < w < 7 intervallumba.

4
Az egyenlet megoldasai tehat

T 5T 3
L1 = COS—, Tg = COS—, Tz = COS—.
8’ 8’ 4

Ezek az értékek a félszogre vonatkozé addicids tétel, tovabba nevezetes szogfiiggvényértékek
segitségével pontosan fel is irhatdk:

T 1 T 1 V2 1
T oSy 2( +cosy 5\ 2 +V2

5 1 5 1 V2y 1
xgzcos§:\/§<1—|—cos—>: 5(1—7>:§ 2—\/5,



3T V2

T3 — COSZ = —7

A feladatra (kiilonosen a késébbi gyokok ismeretében) algebrai megoldés
is adhaté. Ennek érdekében a sziikséges kikotéseket kovetoen emeljiik négyzetre
az egyenlet mindkét oldalat. Az is igen érdekes kérdés, hogy mennyi en-
ergiat érdemes forditani az értelmezési tartoméany pontos megadasara, hiszen
a négyzetre emelés ugysem lesz ekvivalens atalakitas, a gyokok mindegyikét
ellenorizni sziikséges. Természetes feltétel, hogy —1 < x < 1. Ezutan, ha

x < 0, akkor 422 — 3 < 0, azaz © > —‘/75. Ha 2 > 0, akkor pedig 422 —3 > 0,

vagyis T > ‘/7?:

1 — 2% = 2?(162* — 242% +9).
Harmadfokiira visszavezethet6 hatodfoki egyenlet. u := x?. Ezzel
1 —u=16u® — 24u® + u,

16u> — 24u® + 10u — 1 = 0.

Az el6z6 megoldasbol tudjuk, hogy ennek x = —\/75, illetve u = % biztosan
gyoke. Az egyenletbdl tehét a (2u — 1) gyoktényez6 kiemelhetd.

(2u — 1)(8u* — 8u+1) = 0.
Ezt az egyenletet megoldva az u lehetséges értékei

24++/2 92—

1 T g

IS

u =

1
— u =
2 )
Innen gyokvonas és a hamis gyokok kiszlirése utan az els6 megoldasban
kapott harom z érték addodik.

Mar az elso6 feladat megoldasbdl is lathatd, hogy magasabb foku és gyokos

kifejezéseket is tartalmazo egyenletek esetében érdemes a trigonometrikus
helyettesitésre is gondolnunk.

2, Oldjuk meg az egyenletet.

4+ V1—a2 =v2(22% - 1)

Megoldas: Ebben az esetben is feltétel, hogy —1 < x < 1, ezért tekinthetjiik,
hogy x = cosp, ahol 0 < ¢ < 7.

cosp + /1 — sin2p = V2(2cos’p — 1).



A 0 < p < 7 feltétel miatt sinp > 0, igy a kétszeres szog szogfiiggvényére
vonatkoz6 azonossagot is felhasznalva az egyenlet

cosp + siny = \/50032@

Most v/2-vel osztva segédszog bevezetésével

1 1
—=COSp + —=S8inY = coS2p,
N5 12 NG 2 ¥

cos (gp — %) = c0s2¢.

Ebbdl mér azonnal adédnak a megoldésok

2<p—g0+%:2k7r, 2(,0—}-(,0—222]{71

Az els6b6l nem kapunk megolddst, mert a ¢ = —7 +2k7 értékek koziil egyik
sem esik a [0, 7] intervallumba. A mdasodik egyenletbél

o . 2km

T2 T3

Ezek koziil ketto esik a [0, 7] intervallumba:

T T 87T_37T

QDI:EJ @2254_5—?

Az egyenlet két megoldasa:

V6 + /2
4

T1Cosp1 = , g = COSPo = —

V2
-5

[tt egy tisztan algebrai megoldas, a tobbszori négyzetre emelés utan rendezés,
szorzattd alakitas, mar elég reménytelennek latszik.

3, Hany megolddsa van a [0, 1] intervallumban a kévetkezd egyenletnek?
8x(22% — 1)(8x* —82x* +1) =1

Megoldas: Ismét alkalmazhaté az © = cosy helyettesités, de most azzal a

kényelmes feltétellel, hogy 0 <z < 7

8cosp(2cos*p — 1)(8cos*p — 8cos*p +1) = 1.



Addicios tételekkel az egyenlet atirhato
8cosp - cos2p - cosdp = 1.

Latjuk, hogy cosp = 1 megoldésa az egyenletnek. A tovabbiakban felte-
hetjiik, hogy cosp # 1,¢ # 0, azaz sinp # 0. Szorozzuk be az egyenlet
mindkét oldaldt sing-vel. A sinus kétszeres szogfiiggvényértékére vonatkozo
azonossag tobbszori alkalmazasaval igy:

8siny - cosy - cos2p - cosdy = siny,

4sin2¢ - cos2p - cosdp = siny,
2s1n4dp - cosdp = singp,
s51n8p = siny.

A lehetséges megoldasokat két egyenletre bontva latjuk

Tp = 2km,illetve9p = m + 2km.

Ezek kozil csak harom esik a 0 < ¢ < 7 intervallumba: ¢ € {%, %’r, 27”} A

@ = 0-val egylitt 0sszesen négy megoldast kaptunk:

c {1 T T 27r}
T COS—, COS—, COS— /.
’ 9’ 3’ 7

4, Oldjuk meg az egyenletet.

2 —6xr—1=0

Megoldas: Az x = 0 lathatéan nem megoldasa az egyenletnek. A konnyeb
becslés érdekében ezért egy kicsit atrendezziik az egyenlet alakjat.

1

4o® = — + 3.

2x
Ebben a formédban mar észrevehetd, hogy © < —1 vagy x > 1 esetén a
baloldal nagyobb, mint 4, a jobboldal pedig kisebb, mint 3,5. Tehat —1 <
x < 1, alkalmazhatjuk az x = cosp helyettesitést, ahol 0 < ¢ < 7. Ezutan
térjiink vissza az egyenlet eredeti formajara és keressiink olyan addiciés for-
mulat, amely kisebb alakitassal egyszeriisiti az egyenletet.

8cos3p — 6eosp — 1 =0,

4



1
4c0s*p — 3cosp = >

1
cos3p = 5

Ez az egyenlet méar kényelmesen kezelheto.
5
3g0=%+2k7r és 3p = §+2/{:7r

megoldasai koziil kell azokat megadnunk, amelyek a kiindulasi feltételnek
megfelelnek. Ezek a kovetkezdk: o1 = §, 2 = %’T,gpg = %’r. Az egyenlet
megoldésai ennek megfelelGen

o T

m
T1 = COS—,Tg = COS—, T3 = COS—.

9 9 9

5, Oldjuk meg az egyenletet.

)
VETT-2=—

2V +1

Megoldas: Az x most tetszéleges értéket felvehet, ezért alkalmazzuk az
r = tga helyettesitést, ahol =5 < a < 5. A sz0g az elsé vagy a negyedik
siknegyedbe esik, igy cosinusa biztosan pozitiv. Ennek megfelelGen

m:W:\/sin2a+1:\/sin2a+c032a: 1

cos2a cos2a cosa’

Az eddigiek alapjan egyenletiink

—tga = —cosa.
cosq 2

Beszorzas utan sina-ra kapunk masodfoki egyenletet:

5 5t
1 — sina = 5003204 = 5(1 — sin*a),

5 ., , 3
—sin“a — sitna — — =0,
2 2
5sin*o — 2sino — 3 = 0.
Ennek megoldasai sina = 1 és sina = —%. A kezdeti —§ < a <  feltétel
miatt azonban csak sina = —%. Ebbdl mér cosa, majd tga ois szamolhato.
3 ; 3
sina = ——, cosa = =, tga = ——.
5 5T



Az egyenlet egyetlen valds megoldasa x = —%.
6, Oldjuk meg az egyenletet.

n T 35
T+ — = —
xr2 —1 12

Megoldas: Lathaté, hogy x > 0 és 22 > 1 feltételek alapjén z > 1. Olyan
helyettesitésre lenne sziikség, amelyben kihasznalhato, hogy garantaltan egynél
nagyobb értékeket kapunk, tovabba a négyzetgyb’k alatti mennyiség is kezel-
het6bb lesz. Ezek miatt probalkozunk az x = 0 < 8 < 7 helyettesitéssel.
Az egyenlet a kovetkezoképpen alakul

sm,@’

1

1 sinB 35
‘ + = E)
1
1 13

sinf3 + cosfB 12
Beszorzas utan pedig

12(sinf + cos3) = 3bsinfcosf.

Legyen most z = sin + cosﬁ és hasznaljuk fel a negyzetes osszefuggest is.
Ez alapjan sinfcosf3 =

12: — 355 !
z =
2
352" — 24z — 35 = 0.
A miésodfoki egyenlet megoldasai z; = % és zy = —%. Ez utébbi biztosan

nem megoldés, hiszen a 3 az elso siknegyedbe esik, a két szogfiiggvényérték
és az Osszegik is nyilvanvaldan csak pozitiv lehet. Mar csak a

sinf + cosf3 = T

5
egyenlet megoldasa van hétra. Ezt az egyenletbe helyettesitve
. 12
sinfcosf = %

Tehat sinf és cos3 egy olyan masodfoku egyenlet gyokei, amelyben a gyokok
Osszege £, a gyokok szorzata pedig 32
, 712

- i
U 5u—|—25



egyenlet gyokei uy = %, Uy = %. Az eredeti egyenlet megoldasai tehat

xr, = > és Xy = >

S R
Ezek a gyokok valéban megoldésai is a kiindulasi gyokos egyenletnek. Hamis
gyok azért keletkezhetett és az ellenorzést is azért kell kiilon hangstlyoznunk,

/7 2— . . /7 7’ . 7’ /. ’
mert a szorzatra vonatkozd = ! kifejezése mar nem volt ekvivalens dtalakités.

7, Oldjuk meg az egyenletet.

\/1—1—235\/1—;52

2% =1
2 ter

Megoldas: Az egyenletben szerepl6 belsé négyzetgyokos kifejezés arra utal,
hogy ismét célszerii a sinusos, vagy cosinusos helyettesités. A két eset koziil
a késobbi addicids lehet0ség miatt az © = cosf, 0 < [ < 7 vélasztasa
célszertibb. A négyzetes Osszefiiggés, majd a kétszeres szogekre vonatkozo
addiciés tételek segitségével

\/1 + 2cosfBsin3
2

/1 m2
%ﬂﬁ = —cos20.

Latjuk, hogy feltétel cos2( < 0. Emeljiik négyzetre az egyenletet.

=1 — 2co0s?8,

1+ sin2p3

2
= 2
5 cos“23,

1 + sin283 = 2 — 2sin*2.

Ez masodfoku egyenlet u = sin2( -ra.
2 +u—1=0,

gyokei u; = —1, tovabbd uy = % A sin2p3 = —1 és sin28 = % egyenleteket
kell megoldani figyelembe véve a 0 < 3 < 7 és cos2(3 < 0 feltételeket is.
Az els6ébdl § = ?jf, a masodikbdl g = ?—g adodik. A kiindulédsi egyenlet
megoldasai

3T V2 5t V6 — V2

T1 = COS— = ———88 Xy = COS— =

4 2 12 4



8, Oldjuk meg az egyenletet.

Megoldas: Azonnal latjuk, hogy x > —2. Vizsgédljuk meg a méasodik gyok

alatti mennyiséget is:
2—V2+x2>0,
4>2+zx,
r < 2.

Tehat —2 < z < 2. Innen addédik az otlet, hogy = = 2cosp, 0 < ¢ <
7 helyettesitést alkalmazzunk. Az egyenlet jobboldala egy négyzetgyokos

kifejezéssel egyenld, igy az is teljesiil, hogy ¢ < 7. Addiciés tételbdl 1 +
cosp = 2cos*E. Ezeket felhasznélva

\/2— \/2—\/2—1-2003@:2008(,0,

\/2 +4/2— 2‘003% = 2cosp.

A ¢ vélasztdsa miatt cos® > 0, ezért az abszolit értékjel elhagyhatd, az
egyenlet négyzetre emelés és a kétszeres szogekre vonatkozé addicios tételek
ujabb alkalmazasaval még egyszeriibb alakra hozhato.

\/2— 2003% = 4cos?p — 2,
\ /452'712% = 2(cos®p — 1),

P
Y — 082
sm4 cos2¢p,

(5-7) = cos2
cosS\| — — — = COS .
2 1 v

Innen mar kapjuk a megoldasokat:

2¢ — g + % = 2km, illetve 2¢ + g —y= 2n.

AS)



Az elsébol p = %’T + SI“T”, a mésodikbdl ¢ = —2% + 8”7”. A szogek kozil csak

7
egy esik az elso siknegyedbe, tehat

2T
= 2c05—.
T cos 5

9, Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazdn.

4ry(22* —1) =1
2?2yt =1

Megoldas: Az 2°+y% = 1 egyenlet kindlja az = cosp,y = sing, —m < ¢ <
7 helyettesitést. A szogfliggvények beirdsa és az addiciés tételek alkalmazasa
utan:

4cospsing(2cos’p — 1) =1,

2sin2¢cos2¢ = 1,

sindp = 1.
Ebbol a ¢ értékeire
S s
7Ty

A —7m < ¢ < 7 intervallumba es6 szogek pedig

T 37 mw™ 5w
8’ 8 8 8

lesznek. Az egyenletrendszer megoldasai tehat:

T T
Ty = cos§,y1 —smg,
3T 3
Tog = cos§, Y2 = —smg,
™ .
T3 = COSg,yg = Slng,
o1 . om
Ty = COS§7y4 = Slng.

10, Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szdmok halmazan.

dry(a® —y*) = —1



Megoldas: Az eloz6 feladat szerinti helyettesitéssel © = cosa,y = sina,
—7m < a < 7. Ismét addicids tételeket alkalmazhatunk a kétszeres szogekre
és ezek utan kapjuk, hogy

sinda = —1.
3T +kﬂ
o= — —.
8 2

Az « lehetséges értékei a feltételek figyelembevételével

bmo_m SmoIm
8’ g 8 8

Az egyenletrendszer megoldésai az eddigiek szerint:

5 5r

r| = cos§, Y1 —smg,
T .

Ty = cosg, Yo = —smg,
3 . 3m

T3 = COS@,yg = Slng,
T 0T

Ty = CO$§7y4 = Slng.

11, Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szdmok halmazan.

{x—l— 1—y?2=1

yHVI—E =3

Megoldas:A gyokos kifejezések mindegyike legfeljebb 1, igy x és y is nem-
negativ szamok, amelyek nem lehetnek 1-nél nagyobbak. Helyettesithetiink
tehdt z = cosp és y = cosy szogfiggvényeket, ahol 0 < ¢ < 7, tovabba
0 < < 7. Ennek megfeleléen

V1 — 12 =sing és \/1—y? = siny.

Az egyenletrendszer:
cosp + siny =1

cost + sing = /3.

Fejezziik ki sine-t és cosp-t a két egyenletbol és vegyiik a négyzetosszegiiket.

1 = sin’p + cos** = (V3 — cosp)? + (1 — sina)?.

10



A jobboldalt kifejtve az egyszertisitések utan
1 =1—2siny + sin®) + 3 — 2v/3cost) + cos*y,
2sini) 4+ 2v/3costp = 4,

1 3
§sim/1 + £003¢ =1.

2
sin(@[)—i—%):l,
¢=%+2k7r.

A kapott szogek koziil csak egy esik az elsé siknegyedbe:

1
v=T wonp=l p=T

Tehat az egyenletrendszer megoldasa

12, Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szdmok halmazdn.

20 + 22y =y
2y + y?2 = 2
22+ 2’r =1

Megoldas: Behelyettesitéssel meggyozodhetiink arrdl, hogy egyik ismeretlen
sem lehet +1. Ezutan mindegyik egyenletbdl fejezziik ki az elsé fokon szereplo
ismeretlent. A kovetkezot kapjuk:

B 2x
y 1— a2
_ %
z_l—yQ
B 2z
x_l—zz’

Legyen x = tgd, ahol —5 < § < 3,0 # £7. Ezzel a helyettesitéssel, fel-

hasznélva a kétszeres szog tangensére vonatkozo addicids osszefiiggést
y = 1920, z =tgdd, és végil tgd = x = tg80.

11



Oldjuk meg a tgd = tg86 egyenletet.

85 — 6 = km,
km
y=—.
7
k 2k 4k
T = thW, y = thW, z = thW, ke{-3,-2,-1,0,1,2,3}.

13, Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazdn.

22+t =4
x3y—my3:2\/§

Megoldas: Az els6 egyenletet 4-gyel osztva az ismert négyzetes Osszefiiggést

kapjuk.
N 2 Y\ 2
- =) =1
(5)+ ()

Ennek megfelele6n alakitjuk at a méasodik egyenletet is.

LT Y[\ _ V3
2 2\4 4) 2~

Az eddigiek alapjan érdemes § = cosp, § = sing helyettesitést alkalmaz-

nunk, ahol —m < ¢ < . Ezzel a helyettesitéssel a masodik egyenlet

3
4eosyp - singp(cos’p — sin’p) = = textvagyis

. V3
stndp = -

Innen mar adédnak a megoldasok:

2
4o = % + 2km, 4 = % + 2k, pontosabban

c I b 7w 7w 7w Tm 4rm
4 12°712° 31226 12 6 J°
Az x és y megoldasok az ezekhez tartozo 2cosy és 2siny értékek.

14, Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szdmok halmazdn.

(y+1)?
Y241
2z(z—1)
1—-222
1—y2
y2+1

ISR
I

12



Megoldas: Legyen y = tgp, ahol —7 < ¢ < 7. Ekkor az elsd egyenlet

t 1)
xzwzl—ksmﬂo.

tg’p +1

Most vizsgaljuk a harmadik egyenletet:

1—tg?p

= = 20.
z o 1 1 cos2¢p

Végiil hasznaljuk fel az elobbi két tényt a masodik egyenlet atalakitdsahoz.

_ 2c082¢(1 + sin2p — 1) sindp

= = —tgde.
1 — 2cos?2¢ —cosdp s
A megoldandé egyenlet igy
tgp = tg(—4yp).
A megoldas by = km, azaz ¢ = %’T Ennek a megoldasai a —3 < ¢ < 3
intervallumban
c 2T s 0 T 2w
(p 5 ) 5 ) 9 5 9 5 *
Az egyenletrendszernek 6t megoldasa van:
] , y 27 47
ry=1—sin— = —tg—, 21 = cOS—;
1 5 y Y1 g 5 y ~1 5 )
1 . 2m ; T 2w
ro=1—sin— = —tg—, 29 = cOS—;
2 5 y Y2 957 2 5 )
r3=1, y3 =0, z3 =1;
|+ si 27 ; s 2
Ty = stn— =tg—, 24 = CcOS—;
4 5 y Ya g 5 y <4 5 )
14 si 47 y 27 47
T5 = stn— =tg—, 25 = cOS—.
5 5 y Ys g 5 s <5 5

15, Az a,b,c,d valds szamokrol tudjuk, hogy a®> +b* =1, ¢ +d? = 1, tovdbbd
ac + bd = 0. Szamitsuk ki ab+ cd pontos értékét.

Megoldas:A két négyzetes feltétel alapjan feltehetjiik, hogy a = sina, b =
cosa, illetve ¢ = sinf3,d = cos(3. Ekkor a harmadik feltétel azonnal atirhato

ac + bd = sina - sinf3 + cosa - cosff = cos(a — [3) = 0.

13



Vegyiik most a kiszamitando kifejezést és alkalmazzunk addicids tételeket:

(sin2a + sin2f3) = %sin(a—l—ﬁ)cos((x—ﬁ) =0.

N | =

ab+cd = sina-cosa+sinf-cosfl =

16, Az a,b,c,d valds szdmokrdl tudjuk, hogy a®> +b*> =1, 2+ d* = 1, tovdbbd
bc+ ad = 1. Hatarozzuk meg ac — bd értékét.

Megoldas:Ismét érdemes az el6z0 feladat megoldasanal mar sikeres modszert
kovetnink. A két négyzetes feltétel alapjan feltehetjiik, hogy a = sina, b =
cosa, illetve ¢ = sinf3,d = cos(3. A harmadik feltétel atirds utan addiciés
tétellel egyszlien kezelheto.

be + ad = sinf - cosa + sina - cosff = sin(a+ ) = 1.
frjuk at a kiszamitandé kifejezést is a helyettesités alapjan

ac — bd = sina - sinf3 — cosa - cosfi = —cos(a+ ) = 0.

17, Az a,b,c,d valés szamok olyanok, hogy a®> +b* = 9, ¢ + d*> = 16 és
ad + be > 12. Mutassuk meg, hogy |b+ d| < 5.

Megoldas: Az eloz6 két feladat megoldasat és a négyzetosszegek nagysagat
figyelemebe véve legyen most a = 3sina, b = 3cosa, ¢ = 4sinf3,d = 4cosf5.
Vizsgaljuk meg el6szor a harmadik feltételt.

ad + be = 12sina - cosf + 12cosa - sinf = 12 - sin(a + ) > 12.
A sinusfiiggvény legfelejebb 1 lehet, igy a feltételbol azonnal addédik, hogy
sin(a+ 3) = 1.
Ebbdl a szogek Osszege
T
a+5:§+k27r, ke Z.

Ratérhetiink a b + d atirasara.

3 4
b+d = 3cosa+4cos3 = 3cosa+4cos (g + 2km — oz) = 3cosa+4sina = 5 (500304 + gsina) .

Legyen ¢ az a hegyesszog, amelynek sinusa 2, cosinusa pedig %. Ezt is fi-

57
gyelembe véve

3 4 .
5 seosa+ psina | = 5. sin(a+ ).

14



Ez pedig valoban legfeljebb 5 lehet abszolut értékben.

b+d =|=5"sin(a+p)| <5.
' ;2 6 27
18, Igazoljuk, hogy sin“x - cos®r < 5.

Megoldas: Akkor tudnank érdemlegesen el6relépni, ha a felsé becslésben
megjelenne a négyzetes osszefliggés. Erre csak gy lehet esélyiink, ha szorzat
helyett Osszeg szerepel. Raadésul cos?-es taghdl harom is lesz. Emiatt azok
egyiitthatoinak %—nak kell lenniiik ahhoz, hogy éppen sin?z + cos’x szere-
peljen az Osszegben. A szorzatbdl Osszeg szamtani és mértani kozép kozotti

osszefliggéssel kovetkezhet. Mindezeket Osszevetve

1 1 1
'l sin2x - | =cos?z | | =cos?z | | =cos?x | <
3 3 3

sin’x + %cosgsc + %60323: + %COSQSL’ sinx + cos’x 1

- 4 B 4 4
Ezt az egyenlotlenséget negyedik hatvanyra emelve és 27-tel szorozva éppen
a bizonyitand¢é allitast kapjuk.

27
2 6
T - CoS T 956

19, Legyenek a, b, c pozitiv valds szamok. Igazoljuk, hogy
Va2 —ab+ b2+ Vb2 —be+ 2 > Ve + ac + a?.

Megoldas: Mivel a, b, ¢ pozitiv valés szamok a és b tekinthetok egy olyan
héromszog oldalainak, amelyben e két oldal altal bezart szog 60°. Ezzel a
valasztdssal a hdaromszog harmadik oldala a cosinustétel alapjan v/ a? — ab + b2.
Hasonléan a b és c oldalakkal rendelkez6 haromszgoben is valasszuk a kozbezart
szoget 60°-nak. Ekkor a harmadik oldal v/b% — bc+ 2. Rajzoljuk le a b
oldalra két iranybdl az elobbi két haromszoget az dbra szerint.

sin

Va2 —ab+ b?
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Latjuk, hogy a feladatban szeereplo éllitas a hdromszog-egyenlGtlenséget
jelenti az ABC' haromszogben. Két oldal 6sszege nagyobb, mint a harmadik
oldal. Egyenloség csak akkor allhat fenn, ha az ABC haromszog elfajuld, a
B pont az AC' szakaszra illeszkedik. Ekkor a teriiletek felirdsaval

ab - s1m60°  be - sin60° _ac- s1n120°

4 * 4 B 4
Egyszertisités utan
ab + bc = ac,
b=
a+tc

20, Legyenek a,b, c pozitiv valos szamok. Igazoljuk, hogy

Va2 —ab+ 2+ V2 —bec+c2 > Va2 + b2+ 2+ ab— ac+ be.

Megoldas:Az el6z6 megoldas otletéhez részben igazodva mérjiik fel egy
félegyenesre egymas mellé az a, b, c hosszuisagu szakaszokat, majd szerkessziink
ezekre a szakaszokra az egyenesnek ugyanabban a félsikjaban szabalyos haromszogeket.

V(a+0)2=(a+b)b+c)+ (b+¢)? -

Va2 —ab + D2

Az ABE, BCF és C DG héaromszogek szabalyosak, igy EBF/ és FCG/
szogek is 60°-osak. AZ EBF és FCG haromszogekre felirva a cosinustételt

EF =+a?—ab+ b2, és FG = Vb? — be + 2.

Az EG szakasz hosszanak meghatarozasahoz tiikrozziik az E pontot az egye-
nesre, a tiikorkép a H pont. A 60°-os szogek miatt E, B, H pontok egy
szakaszra illeszkednek és ugyanez igaz természetesen a H,C' és G pontokra
is. Latjuk tehét, hogy az FHG hdromszog H-nal fekvo szoge 60°-o0s, tovabba
az ezt kozrefogd oldalak FH = a+b, HG = b+ ¢. Az EHG haromszog EG
oldalara felirva a cosinustételt

EG=/(a+b)2—(a+b)(b+c)+ (b+c)
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Elvégezve a miiveleteket

EG =+Va2+ b+ 2+ ab— ac + be.

Az EFG haromszogre teljesiil a haromszog-egyenlétlenség, amely bizonyitja
az eredeti allitast.

Nagyon érdekes annak vizsgalata, hogy milyen feltétel mellett teljesiil a
pontos egyenldség. Ez akkor kovetkezik be, ha az F, F' és G pontok egy
egyenesre illeszkednek. Alkalmazzuk a parhuzamos szel6szakaszok tételét:

c—a 5+b+35 a+2b+c
b—a a42  a+b

Beszorzas és rendezés utan
ac+ bec — a* — ab = ab + 2b* + be — a® — 2ab — ac,

2ac = 2b,

b= +ac.
Akkor van tehat egyenléség, amikor b éppen az a és ¢ mértani kozepe.

21, Igazoljuk, hogy hdrom pozitiv valos szam kozil mindig kivdlaszthato ketto,
x ésy, amelyekre 0 < x_xyy < 1 teljesiil.

1+
Megoldas: Tekinthetjiik a hdrom pozitiv szamot harom hegyesszog tan-
gensének. Ha vesziink harom hegyesszoget, akkor a skatulya-elv alapjan
biztosan van kozottiik ketto, amelyek kiilonbsége kisebb, mint 45°. Legyen
ez a ketté x > y. Legyen x = tga, y = tgf. Ekkor biztos, hogy

tga — tgp3
—= =tgla—pF) < L.
~ 1+4+tga-tgp g(a=5)
Ezzel az allitast igazoltuk.

22, Bizonyitsuk be, hogy néqgy kiilonbozd valds szam kozil mindig kivdlaszthato
ketto, a és b gy, hogy érvényes legyen rajuk

14+ ab
>

1
Vita/i+rr 2

Megoldas: Tekintsiik az (1,a) és (1,b) helyvektorokat. Ezek a vektorok az
origohdl az © = 1 egyenes egy-egy pontjaba mutatnak, igy biztosan 180°-
nal kisebb szoget zarnak be. A négy ilyen tipusi vektor mindegyikének ¢
argumentumdra teljestil, hogy —5 < ¢p < 7, ezért biztosan lesz két olyan

17



vektor, amelyek hajlasszoge kisebb, mint 60°. E ketto hajlasszogének cosi-
nusa biztosan nagyobb lesz, mint % A hajasszog cosinusat a skalaris szorzat
segitségével irjuk fel:

1 b
cosd = ta >

1
V1+ta2v/i+e 2

23, Mutassuk meg, hogy 13 tetszolegesen megvalasztott valds szam kozott
mindig van olyan ketto, x ésy, melyekre igaz, hogy

0< Y <9 3
142y

Megoldas: Legyen a 13 darab valés szam 13 darab olyan szog tangense,
amelyek mindegyikére teljesiil, hogy —7 < ¢, < 5. Ekkor biztosan lesz — a
skatulya-elv miatt — két szomszédos szog, amelyek kiilonbsége kisebb, mint
15°. Az ezekhez tartozo z-re és y-ra (v > y):

r—y _ tga—tgf o
= =tg(a—fB) < tglh® =2 — V3.
142y 1+tga-tgs gla=PB) <tg V3

24, Leqyen E = e*TY + Y% 4 e*T  Mely valds szdmhdrmasokra teljesiil, hogy

e ey e? 3

+ + ==
VE+e* E+e¥ JE+4e?* 2

Megoldas: Eldszor alakitsuk szorzattd a nevezdkben szereplé gyok alatti
mennyiségeket.

E_|_€2:c _ ex+y+ey+z+€z+x+€2x — (ex+€y) (€x+62),

E+ ey — Tty +e¥tE 4t ey — (6@/ + €Z> (ey + e:c) 7
E+e* ="tV p e¥* 4 o7 1 62 = (e +€7) (e + €Y).

Meglep6 1épés kovetkezik. Mivel a fenti harom szorzatban szerepld Osszegek
mindegyike pozitiv, ezért tekinthetok egy-egy pozitv szam négyzetének.

2 2

e+ =a?, eV +e* =1, ésef 4 e =P

Ezzel a helyettesitésel a szamlaloban szerepld e hatvanyok is kifejezhetok.

Pl
. eVttt —ev—ef  aP 4 -1

e =
2 2
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A helyettesitések elvégzése utdan a megoldandé egyenlet az alabbi ismeros
alakot oOlti:

a2+02—b2+a2+62—c2+b2+02—a2 3
2ac 2ab 2bc 2

Ha az a, b, ¢ pozitiv szamok egy haromszog oldalai, akkor az egyenlet baloldalan
szereplo tagok a cosinustételbdl kifejezett szogfiiggvényértékek, azaz:

3

cosa + cos3 + cosy = 7"

Az pedig ismert, hogy a haromszogekre vonatkozd cosa + cos( + cosy <

% egyenlotlenségben, akkor és csak akkor van egyenloség, ha a haromszog

szabdlyos. Vagyis a = = v = 60°, illetve a = b = ¢. Mindenképpen meg

kell vizsgalnunk még, hogy az a, b, c -re teljestil-e a hdaromszog- egyenlétlenség.
Pontosabban fogalmazva, igaz-e, hogy

Ver +e¥ + e +e? > /er +er?

Mindkét oldal négyzetre emelése utan, a lehetséges egyszertisitéseket elvégezve:

e’ eV +e¥ + e +2ver +evyed +er > e +e”,

2eY + 2v/e* + e¥y/e¥ + e > 0,
amely valéban igaz.
25, A pozitiv valds x,y, z szamok eleget tesznek az alabbi eqyenleteknek:
2%+ 2y + % =25
3’3—2 +22=9
22+ zx + 2% = 16.
Hatarozzuk meg az xy + 2yz + 3zx értékét.

Megoldas: Az egyes egyenletekre tigy tekintiink, mint haromszogekre vonatkozo
cosinustételekre. Az els6 egyenletben x és \% oldalak altal kozrefogott szoget
150°-nak tekintve

2 2
2, Y Y V3 2 Y
x| —— | =2° + 2y + = = 25.
J;—i—g x\/§< 2) 5+ Yy 5 )

Az x és ig oldalak 150°-o0s szoget zarnak be és a szmkozti oldal 5 egység. Ha-
sonlo gondolatmenettel a kozépso egyenletbdl az Y7 és z befogdju derékszogi
haromszog atfogdja 3 egység. Végiil a harmadik egyenletbol a z és x oldalak

19



altal kozrefogott szog 120°, a szemkozti oldal pedig 4 egység. Készitstink
rajzot az eddigiek értelmezéséhez:

B
q

A héarom héaromszog megfelel6 oldalai egymashoz illeszkednek. A har-
madik oldalak pedig pitagoraszi szamharmast alkotnak, az ABC' haromszog
derékszogl. Irjuk fel az ABC haromszog teriiletét kétféleképpen:

y

3.4 2% % 23
R AL )

2 2 4 4
Szorozzuk mindkét oldalt 4v/3-mal.

24V/3 = xy + 2yz + 32z

Kiszamitottuk a kérdezett kifejezés értékét.

26, Az x,y, z pozitiv valos szdmokra teljestl, hogy:

4+ ay+y? =25

v +yz+ 22 =36

2%+ 2o+ 2? = 49.
Mekkora az xy + yz + zx értéke?

Megoldas: Az el6z6 megoldas oOtlete alapjan harom cosinustételt latunk.
Most mindharom egyenletben ugyanazok az egytitthatok szerepelnek, a kozbezart
sz0g mindharom haromszogben 120°. A | kiils¢” haromszog oldalai 5,6, 7
egység hosszusaguak, tovabba az x,y, z szakaszok kozos végpontja ennek a

héaromszognek az izogondlis pontja.
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Az 5,6,7 egység oldali haromszog teriiletét kiszamithatjuk pl. Heron-

képlettel is:
T=+v9-4-3-2=066.

A harom 120°-0s haromszog teriiletének Osszege ugyanennyi.

3 3 3
xy;/_+yzi/_+zx;/_:6\/67

3
(xy +yz + ZI)\/T_ = 6v/6,

Y + Yz + 2z = 24V/2.

Megjegyzések:
i) Az egyenletrendszer teljes megolddsa algebrai uton is megadhaté. Egy
lehetséges médszer, hogy az egyes egyenleteket sorra megszorozzuk (x — y)-
nal, (y — z)-vel, (z — z)-szel. Ezutén a bal oldalak Gsszege nulla, a jobb
oldalaké pedig egy linedris kifejezése x,y, z -nek. Innen az egyik ismeretlen
kifejezhetd és visszahelyettesités utan egy kétismeretlenes masodfoki egyen-
letrendszert kell megoldani.
ii)Erdekesebb interpretaciét ad, ha az izogonalis pont tulajdonsdgaira tamaszkodunk.
A haromszog izogonalis pontja gy is megszerkesztheto, hogy az oldalakra
kifelé szabalyos haromszogeket szerkesztiink, majd ezek kiilsé cstcsait 6sszekotjitk
az atellenes haromszogesucsokkal. Az igy kapott harom szakasz az izogonalis
pontban metszi egymést. Raadasul az 0sszekoto szakaszok hossza egyforma.
Jelen feladatban éppen = 4+ y + 2. Ezek alapjan megfelel6 trigonometriai
szamitasokkal az x,y, z mar ki is szamolhato.
iii) Ha a hdrom ismeretlen koziil ketté negativ és egy pozitiv, akkor mind
algebrai, mind geometriai interpretacioval megadhaté a hdrom ismeretlen.
iv) Amennyiben a harom egyenletben a kozépsd szorzat elGjele negativ a
megoldas lehetséges modszerét nem ismerem.

27, Igazoljuk, hogy ha ¢ > 0, a > ¢ és b > ¢, akkor

Vie+e)b+e)++(a—c)b—c) <2Vab.

Megoldas: Most is trigonometriai helyettesitésre fogunk torekedni. Ennek
érdekében osszuk el az egyenlétlenség mindkét oldaldt a pozitiv v ab-vel. A
bizonyitand¢é allitas igy a kovetkezo alakot oOlti:

S0 05 =
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A feltételek alapjan £ és § 1-nél kisebb pozitiv szamok, tehat tekinthetOk
hegyesszogek cosinusainak. ¢ = cosa és § = cosf3 helyettesitések utan az

egyenlotlenség bal oldalat addicids tételek segitségével alakitjuk:

V(1 + cosa)(1 + cosB) + /(1 — cosa)(1 — cos3) =

= \/26082% . 20052§ + \/28@'712% . 28@'n2§ = 2005% . cosg + QSiTZ% . sing =
=2 cosg . cosé + smg . Siné = 2cos @ é < 2.
2 2 2 2 2 2

Azonos atalakitasok utan lathato, hogy a kifejezés valoban legfeljebb 2. Egyenloség
akkor és csak akkor, ha a = b.

28, Hatdrozzuk meg az x* +xy kifejezés mazimumdt, ha x*>+y* =1 ésx > 0,
y > 0.

Megoldas: A négyzetes Osszefliggés és az a tény, hogy mindkét ismeretlen
pozitiv lehetévé teszi, hogy 0 < ¢ < 7 feltétel mellett z = sinp, y = cosy

helyettesitést alkalmazzunk. Ezutan rutinszerd lépések mentén juthatunk el
a maximum meghatdrozasaig.

) . 9 . 1 . 9 . 1 .
et xy = sin“p+ sing-cosp = 5(25m p+sin2p) = 5(1—005290—}—3@712@) =

1 1. 1 1 1 1. 1
=3 + 5827%290 — 5003290 =3 + E (Esm%p — Econgp) =
1 1 T 1 1
25-1—%8271(290—1) Rvr
Az is leolvashatd, hogy a maximumot a ¢ = 3“ sz0g esetén, azaz xr = sin 3; ,
Yy = cos%7r esetén veszi fel a kifejezés.

medskip
29, Mutassuk meg, hogy —1 < x < 1 feltétel teljestilése esetén

(22V1 — 22+ 22> —1)* < 2.

Megoldas: Az x-re vonatkozé feltétel miatt helyettesithetiink = = cosep-
t, ahol 0 < ¢ < 7. Alakitsuk azonosan a bizonyitandé egyenlGtlenség bal
oldalat az addicids tételek segitségével.

1 1 2
200508inp+c0s20)? = (sin20+c0s2¢)? = {\/5 <—sin2 + ——cos2 )} =
(2cospsing p)” = (sin2p ©) 5o+ —peosdy

= 2. sin? <2g0—|—ﬁ> 2.
4
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Egyenléség akkor és csak akkor, ha sin (2tp + %) = +1, azaz

s 5
= —, va = —.
® 3’ gy ¥ 3

Az ezeknek megfelel6 x értékek:

1+ cos™ 1+¥2
xlzcosg:\/T‘l:\/ 22 25\/2+\/§,

5 1 + cos®® 1— 2 1
xgzcosgzﬂ 5 L=/ 22 25\/2—\/5.

30, Igazoljuk a kovetkezo egyenlotlenséget:

(z+y)(1 —zy)
(T+22)(1+y?)

IN

1 1
- <
2 -2
Megoldas: Legyen x = tga,y = tgf, ahol —5 < o, < 3. Innen
a tangens szogfiiggvény definicidja és addicids tételek segitségével tudunk
tovabbhaladni.

(tga +tgB)(1 — tga - tgB)  (sina - cosf + cosa - sinf3)(cosa - cosf — sina - sinf3)

(1+tg2a)(L+tg?8) 1-1

1 1
= 523@'71(04 +0) - cos(a+ 3) = §sin2(a + 0).
Tudjuk, hogy —1 < sin2(«a + 3) < 1, tehét az 4llitast igazoltuk.

31, Az a,b, c pozitiv valds szdmokra teljesiil, hogy ab+bc+ca = 1. Bizonyitsuk
be, hogy

a b c 4abe

e Tt i—e - -»)i-a)

Megoldas: Ez egy nagyon tipikus példa arra, amikor algebrai feladat
hatterében egy vagy tobb trigonometriai osszefliggés hiizédik meg. Ebben
a kiilonleges esetben ez még tovabbi érdekességet is hordoz.

Eldszor is alkalmazzunk a = tg5,b = tgg, c = tgs helyettesitéseket, ahol
azt is feltehetjik, hogy 0 < ¢, g,% < 3. frjuk be ezeket a helyettesitett
értékeket a feladatban megadott feltételbe.

a f B, v, «
t02 102 4 tg2 tgL 419 1gS = 1.
95 195 ey gy Tlgg 1oy
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Fejezziik ki az egyenletbdl tg7-et.

tgf—y <tgg + tgé) =1- tgg - tg

|

2 2 2 2

v 1-tg5 g3
tg = ——5 25>

tg5 + tg%

A jobb oldalon all6 kifejezés egy addicids tételben szerepl6 formula reciproka.

1 a 0
— —tal =+ 2
tg2 g(2+2>’

2 2 2
a B v 7
2+2+2_2'

Az «, (3,7 tehat egy haromszog szogei. Talan most kovetkezik a feladat
kiilon érdekessége, a masik trigonometriai Osszefiiggés. Ismert tény, hogy
haromszog szogeire teljesiil a

tga +tgB +tgy = tga - tgf - tgy (1)

osszefliggés is. Ezek a szogfiiggvényértékek a kétszeres szogek tangensére
vonatkozé tétel alapjan esetiinkben kifejezheték a = tg5,b = tgg, c=tg3
segitségével:

; 2tgs 2a tgd 2b , 2¢
o = = = — = —
g iy R toy =13

1 1—0?

Végiil nincsen més dolgunk, mint ezeket beirni az (1) azonossigba:

2a n 2b n 2c B Rabc
1—a2 1-0 1-c (1-a®)(1-0)(1-c?)
a b c 4abe
- —- =

l—a? 1-02 1-¢ (1-a®)(1-0)(1-c)
Hasonlé modszerekkel oldhaté meg a kovetkezo két feladat is.
32, Adottak az a,b,c pozitiv valds szdmok, amelyekre teljesil, hogy abc =

a+ b+ c. Igazolyuk, hogy

1 1 1 2
- - -
I1+a?2 140 14+ V1+a2V1+02V1+ 2
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Megoldas: Mivel az a,b, ¢ tetszoleges pozitiv valds szamok, ezért az a =
tga, b = tgfB,c = tgy helyettesités most is alkalmazhaté gy, hogy 0 <
a,B,v < Z. Fejezziikk ki a feltételbol c-t és irjuk be a helyettesitett kife-

2
jezéseket.
_a+b

1—ab’
tgo +tgls
1—tga-tgs’
—tgy =tg(a+f).
A szogek nagysaga miatt ebbol mar kovetkezik, hogy o + 3 + v = 7, vagyis
egy haromszog szogeirél van sz6. A kovetkezd 1épés a bizonyitandé allitasban
szereplé egyes tagok trigonometriai megfeleldinek megtalalasa.

—tgy =

1 1 1 cos’a )
= = — = cos“a.
1+a2 1+tg?a 1+ 2223 sin*a + cos’a

A tobbi tagok hasonld atirdsa utan a bizonyitandé egyenléség a kovetkezo
alak lesz:

cos*a + 00325 + 00527 + 2cosa - cosf - cosy = 1.

Ennek igazoldsdhoz geometriai interpretaciot hasznalnuk, amely onmagaban
is nagyon érdekes és sok esetben nagyon jol hasznalhato.

Legyen egy «, (3, v szogekkel rendelkez6 haromszog koré irt korének sugara
az egyszeribb kezelhetoség érdekében % Ekkor az oldalai a sinustétel alapjan
sina, sinf, siny. Legyenek most «, (3,7 elészor mind hegyesszogek. Akkor
az abra szerint

sitna

sinsy

AT, = siny - cosa és AMTy/ = ~. Az AMT, haromszoghol AM =
;:Z:f’y = M = cosa. Ugyanezzel a szamolasi médszerrel BM = cosf3 és
CM = cosy. Az eddigiek felhasznalasaval irjuk fel a cosinustételt az AM B

haromszog AB oldaléra:

AB* = AM? + BM?* —2- AM - BM - cos(180° — 7),
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sin®y = cos*a + cos* 3 — 2cosa - cos3 - cos(180° — ),
11— 00527 = cos’a + coszﬂ + 2cosa - cosf - cosy.

Ahonnan cos?*y hozzdadédsaval a bizonyitandé 4llitds adédik. Derékszogi
héromszog esetén az egyik szog cosinusa nulla, a masik két szog egymas
potszoge, igy az allitas a négyzetes Osszefiiggéssel ekvivalens. Meg kell vizsgalnunk
azt az esetet, amikor a haromszog tompaszogii. Legyen pl. v > 90°. Ekkor
AT, = AC - cosa = sinf3 - cosa. Az M AT,/ = 90° — (3, igy

B AT, _ sinf - cosa
~cos(90° —B)  sing

— COS(\.

A masik hegyesszoghoz tartozo BM szakaszra is ugyanez elmondhaté, BM =
cosf. Ezutan pedig az AM B haromszog AB oldalra kell szintén felirni a
cosinustételt. Innen a befejezés mar megegyezik a hegyesszogi esettel.
1 N 1 N 1 n 2 B
14a2 1+ 14+ +2VI+02VI+E

33, Legyenek az a,b,c olyan wvalds szamok, amelyekre teljesil, hogy ab #*
—1,bc # —1 és ca # —1. Mutassuk meg, hogy

a—> b—rc c—a a—b b—c c—a

1—|—ab+1+bc+1+ca_1+ab.1+bc.1+ca'

Megoldas: Legyen a = tga, b = tg[3,c = tgvy, ahol o, 3,7 € (—g, %) Ekkor
az addiciés tétel alapjan a bizonyitandé allitas:

tgla —B) +tg(B—7) +tg(y — a) =tgla — B) - tg(B —7) - tg(y — a).

A bizonyitas érdekében irjuk fel a (5 — ) és (7 — «) szogek Osszegének
tangensére vonatkozé addiciés tételt.

tg(B—7) +tg(y — @)
1—1tg(B—7) tg(y—«a

Ebbdl beszorzas és rendezés utan éppen a bizonyitandé allitas adodik.

=198 =7+ =) = tg(8 ~ 0) = ~tgfa— 6).

tg(B — ) +tg(y — a) = —tg(a — B) +tgla — B) - tg(B —v) - tg(v — a),

tgla—B) +1g(8 —7) +tg(y — @) = tgla = §) - tg(6 =) - tg(y — a).
Azt is latjuk, hogy a haromszog szogeinek tangenseire vonatkozd azonossag
abban az esetben is teljesiil, ha a hdrom darab szog 0sszege nulla.
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34, Bizonyitsuk be, hogy a hdromszdg szdogfelezojének négyzete eqyenld a kézrefogo
oldalak szorzatanak és azon két szakasz szorzatanak kilonbségével, amelyekre
a szogfelezo a szemkozti oldalt bontja

Megoldas: A haromszog adatainak szokasos jelolése mellett legyen a C-bdl
indul6 szogfelezé és a koré irt kor metszéspontja D, a szogfelezo és az AB
oldal metszéspontja pedig K. A K pont a C'D szakaszt f. és x hossztusagu

szakaszokra, az AB szakaszt c¢; és ¢y hosszisagu szakaszokra bontja.
C

D

A K pont korre vonatkozé hatvanya alapjan tudjuk, hogy
ferx=0c1-co.

A szogfelezés és a keritileti szogek egyenlosége miatt a C BK és C'D A haromszogek
hasonléak, a megfeleld oldalak aranya megegyezik:

a _ fetu
fo b7
ab=f2+x-f.

Az f.-x = 1 - o egyenléséget felhasznalva innen mar a bizonyitandé allitast
kapjuk:

fP=a-b—ci-cy.

Az allitasbol azonnal adddik az is, hogy a haromszog barmelyik oldala kisebb
a kozrefogd oldalak mértani kozepénél:

f. < Vab.

35, Adott az ABC' hdromszog, tovabbd BC' oldaldnak eqy M belsé pontja.
Mutassuk meg, hogy

BC-MA?*=MC -AB? + BM -CA* — BM - MC - BC (Stewart tétele).
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Megoldas: Betiizziik at a bizonyitandé allitast az abra jelolései szerint.

a- 1> =ay-c+a;-b*—ay-as-a.

Irjuk fel a cosinustételt elébb a BM A hiromszdg AB oldaldra, majd CMA
haromszog AC oldalara:

& =a+2* —2a; -1 - cosp,

b = a2+ 2% — 2ay - = - cos(180° — @) = a2 + 2% + 2a, - x - cosyp.
Szorozzuk meg az elso egyenletet as-vel, a méasodikat ai-gyel és adjuk Ossze
a két egyenlet megfeleld oldalait:

ag - +ap- b =ay - as(ay + ap) + (ag + ar)z”.

Rendezés utan:

a-xt=ay-*4a-b*—ay-ay-a.

36, Alkalmazzuk az elébbi dltaldnos eredményt a hdromszog belsd szogfelezdjének
kiszamitasdra!

Megoldas: Alkalmazzuk a Stewart-tételt az dbra jeloléseinek megfeleleGen:
C

Je

c1 C2
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A bels6 szogfelezo a szemkozti oldalt a szomszédos oldalak ardnyaban
osztja ketté, ezért

ac bc
G =——7F, = :
YTadb P a+b
Ezzel a kiegészitéssel hasznaljuk a Stewart-tételt:
B S S R S,
a+b a+b (a+b)?
,  a’b+ab®  ac be

fe=

atb  a+b atd

ff:ab—cl - Co.

Az eredmény a 34. feladat feladat megoldasaban kapott képlettel megegyezo.
Természetesen most is megjegyezhetjik, hogy f. < vab.

37, Igazoljuk, hogy a hdromszog belsé szogfelezdje kisebb, mint a kozrefogo
oldalak harmonikus kozepe.

Megoldas: Legyenek jeloléseink a 36. feladat szerintiek, tovabba jeloljik a
haromszog C-nél fekvé szogét y-val. A megoldas alapotlete az, hogy az ABC
haromszog teriiletét kétféleképpen felirjuk a trigonometrikus teriiletképlettel.

Tapc = Tapc + Tosc,
absiny _ a- fe-sing b f.-sing
2 2 2
Segitségiil hivjuk a siny = 2singcos3 azonossdgot és egyszertisitiink sini-lel.

2abcos% =a-f.+0b-f.,

Mivel a I hegyesszog azt is beldttuk ezzel, hogy f. kisebb a harmonikus
kozépnél is.
2ab
fe < i < Vab.
a+b
38, Igazoljuk, hogy a hdaromszog akkor és csak akkor egyenld szdri, ha oldalai

és szogei kozott fenndll a kovetkezd dsszefiggés:

a+b+c

a-cosf3+b-cosy+c-cosa = 5
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Megoldas: Fejezziik ki a haromszog oldalait a koré irt kor sugaraval és a
szemkozti szogek sinusaival.

a = 2Rsina, b=2Rsinf, ¢ = 2Rsiny.
Az elobbiekkel alakitsuk azonosan az allitasban szerepl6 egyenléséget.
2sinacos + 2sinfcosy + 2sinycosa = sina + sinf + siny.
Addicios tételek segitségével a baloldalt tovabbalakitjuk:
sin(a+p)+sin(a—G)+sin(G+7)+sin(B—v)+sin(y+a)+sin(y—a) = sina+sinf+siny.

A haromszog szogeinek Gsszege 180° és a kiegészit6 szogek sinusa megegyezik,
igy az Osszefliggés még jobban egyszertisitheto:

sin(a — ) + sin( — ) + sin(y — a) = 0.

A baloldalt azonos atalakitdasokkal - az addicids tételek sorozatos alkalmazasaval
- szorzatta alakitjuk:

a—7y a+v-203

sin(a—pF)+sin(B—)+sin(y—a) = 2sin 5 cos 5 —sin(a—y) =
L a—y a+vy—20 L a—7  a—v
= 2sin coSs — 2sin cos =
2 2 2 2
2sina —7 cosa =20 — cosa 0 —43ina _ Vsina _ ﬁsin7 —8
2 2 2 2 2 2

Ez a szorzat akkor és csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényezéje nulla,
tehat a haromszog egyenld szaru.

39, Legyenek x,y, z olyan pozitiv valds szamok, amelyekre teljesil, hogy = +
Yy + 2z = xyz. Mutassuk meg, hogy

1 1 1
+ +
Vit J1+y2 V1422

3
< -
-2

Megoldas: Az x,y,z pozitiv valés szamok, ezért helyettesithetiink x =
us

tga,y = tgB,z = tgy szoghiiggvényértékeket, ahol 0 < o, 3,7 < 3. Ha
a, 3,7 hegyesszogek, akkor a

tga +tglB +tgy = ta - tgpl - tgy
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egyenléséghdl kovetkezik, hogy o + 5 4+ v = 180°, «, 3,7 egy hdromszog

szogei.
Maésrészt
1 1 1 1
\/]. —+ r? \/]_ + tggog \/smiogi;css?a “osch

és hasonldé modon

1
= cosf3,

1
VIty? o V14 22

Azt kell tehdt a tovabbiakban igazolnunk, hogy amennyiben «, (3,7 egy
hegyesszogli haromszog szogei, akkor

= c0SY.

3
cosa + cosf3 + cosy < 3

Ennek az egyenlotlenségnek a bizonyitasara szamos modszer létezik. Itt
most egy teljesen goniometriai mdodszert, azonos trigonometriai és algebrai
atalakitasok modszerét valasztottuk. A megoldas soran felhasznaljuk, hogy
cosy = —cos(a + ) = —cosacosf + sinasinf. Az egyenlotlenség tel-
jesiiléséhez azt kell igazolni, hogy

3 — 2(cosa + cosf + cosy) > 0.
Az eddigiek felhasznalasaval
3 — 2(cosa + cosf3 + cosy) =

= sin®a—2sinasinf+sin®f+cos*a+cos? B+1—2cosa—2cosF+2cosocosf =
= (sina — sinfB)? + (cosa + cosf — 1)* > 0.

Az allitas tehét igaz. Egyenloség akkor és csak akkor, ha o = (3, tovabba
cosa = cos3 = %, azaz a haromszog szabalyos.

40, Legyenek most a,b, c tetszoleges valds szamok. Mutassuk meg, hogy
(ab+bc+ca—1)* < (a* +1)(B* +1)(c* +1).

Megoldas: Mivel most az a, b, ¢ tetszoleges valds szamok, ezért ismét al-
kalmazhatjuk az a = tga,b = tgl3,c = tgvy helyettesitést azzal a feltétellel,
hogy —3 < «, 3,7 < . Ekkor a jobb oldali tényezok

sina sina + cos’a 1

a+1=t?a+1= -+ 1= 5 = 5
cos“a cos“a cos“a
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Miutan a masik két tényezot is atirtuk, érdemes a bizonyitandé egyenlétlenség
mindkét oldalét megszorozni a pozitiv cos2acos®Beosy kifejezéssel. Igy a bi-
zonyitando egyenlétlenség ekvivalens atalakitassal tobb lépésben a kovetkezo
alakra hozhaté:

. . N - > y 2
((sma sinf N st siny n siny sina 1) cosacosﬁcos’y) <1,

cosa cosf3  cosf3 cosy  cosy cosa

(sinasinfBcosy + cosasinfsiny + sinacosfsiny — cosowosﬁcos*y)2 <1
[sin3 (sinacosy + cosasiny) — cosf3 (cosacosy — sinasiny)]* < 1,
[sinBsin(a + ) — cosBeos(a+7)]° < 1,

[—cos(a+ B+7)* < 1,
cos*(a+ B +7) < 1.

Ez utébbi egyenlotlenség igaz. Mivel minden 1épésben csak ekvivalens atalakitasokat
végeztiink, az allitast igazoltuk.

41, Bizonyitsuk be, hogy a 8x° — 42% — 4x + 1 = 0 egyenlet eqyik gyoke COSZ.

Megoldas: Az egyszeriibb leirds érdekében vezessiik be az a = Z jelolést.
Tudjuk, hogy
3a+4da =,

ezért sinusaik megegyeznek.
sinda = sinda,
sino (3 — 4sin2a) = 2sin2a - cos2a = 4sina - cosa (20032a — 1) .
Most egyszertisitsiink sina-val és térjiink at egységesen a cosinus szogfiiggvényre:
3 — 4(1 — cos*a) = 8cos’a — 4cosa,

8cos3ar — 4cos’ar — deosa + 1 = 0.
Az allitéas igaz.

42, Legyenek eqy hegyesszogi haromszog oldalai a, b, c, terilete T'. Mutassuk
meg, hogy

a? + b + 2

Va2b? — 4T? + V022 — AT? + Vc2a? — AT? = 5
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Megoldas: A trigonometrikus teriiletképlet felhasznalasaval alakitsuk &t a
gyokos kifejezéseket:

Va2b? — 4T? = \/a2b? — a2b?sin?y = ab - cos.
Ugyanezzel a mddszerrel kapjuk, hogy

Vb2c2 — 4T? = be - cosa, Vc2a? —4T? = ca - cosfs.
Ezeket a szorzatokat az egyes oldalakra felirt cosinustételekbol fejezhetjiik
ki:
2ab - cosy = a® + b* — ¢,

2bc - cosaw = b + 2 — a2,

2ca - cosf = &+ a® — b°.
A harom egyenletet Gsszeadva a bizonyitandé allitas adédik.

a’+ 0%+
ab - cosy + be - cosa + ca - cosf3 = —
43, Egy szabdlyos haromszog eqyik belsé pontjinak a csiucsoktol vett tavolsagai
2,3 és 4 cm. Mekkora a szabdlyos hdaromszog oldala?

Megoldas: Forgassuk el a PBC' haromszoget a C' pont koriil 60°-kal az
oramutatd jarasaval megegyezo iranyba. Ekkor a C' pont helyben marad, a
B pont az A pontba keriil, tovabba a P pont képe a (), a mellékelt abra
szerint. A forgatdas miatt QPC szabdlyos hdaromszog, amelynek oldala 4

egyseég.
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A kovetkezokben az AP(Q) haromszogbdl kiszamitjuk a [ szog szogfiiggvényeit,

majd az APC haromszoghol az AC oldalt. Elészor az AQ oldalra felirt cos-
inustételbol
24223 11
2.2.4 16
A négyzetes azonossaghdl ki tudjuk szamitani sinf értékét is.

121 /135

B = /1 — —— = Y20
sinf 256 16

cosf3 =

Az APC héromszog AC-vel szemkozti szoge f+60°, ezért szitkség van cos([5+
60°) pontos értékére:

. . oo 11 W3 V135 11 95
b+ 60° = cosf3 - cos60° — sinf3 - sin60 =33 3 18 -3 33

S végiil kovetkezhet az APC haromszogben az AC oldalra felirt cosinustétel:

11 9V 11 9v5 294+ 9v5H
AC2:22+42_2,2_4,<___\/_>:20__+ \/_: + \/_

32 32 2 2 2

Ac:,/w_

44, Az ABC' hdromszog belsejében felvett F' pontot a csiucsokkal 0sszekdtd
szakaszok egymdssal eqyenld szoget zdrnak be. Ha ezek a szakaszok rendre
4 cm, 6 cm és 10 cm hosszusdaguak, akkor mekkordk az ABC hdromszog
oldalai?

Megoldas: El6szor készitstink abrat!
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Mivel az 0sszekoto szakaszok egymassal egyenlo szogeket zarnak be, ezért
az F' pont a haromszog izogondlis pontja (v. Fermat-féle pontja). Frogassuk
el az FAB haromszoget a B pont koriil pozitiv iranyba 60°-kal. A forgatas
sz6gébél tudjuk, hogy az FF’'B haromszog szabalyos haromszog, tovabba
CFB és BF'A’ szogek 120°-osak, tehdt a C, F, F', A’ pontok egy egyenesre
illeszkednek. Ezutdn mar a haromszog c oldalat azonnal megkaphatjuk, ha
a BF A’ haromszog A'B oldalara felirjuk a cosinustételt:

=10 +14>—-2-10- 14 - cos60°,

2 =100 + 196 — 140 = 156,
c = 2\/@.

Ugyanezzel a mddszerrel, BC'F és C'AF haromszogek forgatdsaval megkapjuk
a haromszog a és b oldalat:

a®> =10% + 162 — 10 - 16 = 100 + 256 — 160 = 196,

a = 14.
b =62+10°—-6-10 = 136 — 60 = 76,
b =2v19.

A megoldas soran azt is ismert tényt is latjuk, hogy a haromszog izogonélis
pontjat gy is megkaphatjuk, ha a haromszog oldalaira kifelé szabalyos harom-
szogeket frunk, majd ezek kiilso csiicsait 6sszekotjiik a haromszog atellenes
csucsaval. A harom szakasz metszéspontja az izogonalis pont. Ez a harom
0sszekotd szakasz egyenld hosszisagu is, az izogondlis pont cstcsoktol vett
tavolsagainak Osszegével megegyez6. Természetesen a fent elmondottak csak
abban az esetben igazak, ha a haromszognek egyaltalan van izogonalis pon-
tja, mindegyik szoge kisebb, mint 120°.

45, Eqgy hdromszog 8 dm-es oldaldval szemben kétszer akkora szog fekszik,
mint az 5 dm-esssel szemben. Mekkora a harmadik oldal?

Megoldas: Legyen a = 5,b =8, = 2. A sinustétel alapjan

= 2cosc.

b 8 sinfB  2sina- cosa
a 5 sina stna

Tehat
4, , . e 3
cosa = = és a négyzetes Osszefiiggéshol sina = £
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A haromszog ¢ oldalaval szemkozti szog 180° — 3a, ennek a szognek a cosi-
nusat addiciés tételekkel tobbféle médon is megkaphatjuk.

64 12 44
cos(180° — 3a) cos3a cos’a + 3cosa o + = o

A c oldal innen méar cosinustétellel szamolhaté:

44 1521

2
—644+25—-2.8.5. — = =

c"=64+25 85 195 T

39
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A cos3a szamitasira egy masik lehetséges utat is bemutatunk.

C

32 7 24
cos2a = 2c0s*a — 1 = — — 1 = —, sin2a = 2 - Sina - cosa = —.
25 25 25

. . 4 7 3 24 44
cos3a = cosa - cos2a — sina - sin2a0 = — - — — — - — =
5 25 5 25 125
46, Egy 1 cm sugard kor korvonalat négy részre osztjuk, a keletkezd ivek
aranya 1 : 2 : 3 : 4. Szdmitsuk ki a négy osztopont dltal meghatdrozott
hirnégyszog teriletét.

Megoldas:Az ivek hosszanak aranya megegyezik a megfelel6 kozépponti
szogek ardnyaval. Emiatt a kozépponti szogek rendre 36°,72°,108°, 144°.
A hurnégyzsog teriilete négy darab egyenld szart haromszog teriiletének
osszegeként adodik. A haromszgoek teriiletét trigonometrikus teriiletképettel
tudjuk szamolni.

2T = 5in36° + sin72° + sinl108° + sinl144° = 2s5in36° + 2sin72°.
Kettdvel osztva és szorzattd alakitas utan

T = 51n36° + s5in72° = 2 - sinb4° - cos18° = 2c0s36° - cos18°.
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