4. feladat
Vetitsiink egy szabalyos tetraédert merélegesen a tér valamely sikjara. Mutassuk meg,
hogy ha a tetraéder vetiilete paralelogramma, akkor négyzet.

Els6 megoldas: A tetraéder cstcsait jelolje Ay, Ao, Az, A4, merdleges vetiileteiket az
S sikra A}, AS,, AL, A} gy, hogy ezek ebben a koriiljarasi sorrendben paralelogrammat
alkossanak. Feltehetjiik, hogy a tetraéder mindegyik cstcsa S-nek ugyanazon az oldalédn
van, mert a sikot 6nmagaval padrhuzamosan eltolva az eredetivel egybevago vetiiletet ka-
punk. Legyen d; az A; tavolsaga S-t6l, e; az Ai-ben S-re &llitott meréleges, Py az Ay
merdleges vetiilete az ey egyenesre, Py pedig az A4 merdleges vetiilete az ez egyenesre.

Az APy, A}AL, AJAL AyP, iranyitott szakaszok parhuzamosak, egyenl hossziak és
egyenls allastiak. Tekintsiik azt az eltolast, amely Ai-et Ay-be, és igy Pi-et Py-be viszi.
Ennél az es egyenes es-ba megy (hiszen ez a Py-en at eg-vel hizott parhuzamos). Ezért
az A pont képe rajta van ez-on, tavolsadga A4-t6l pedig a tetraéder élhossza. Ilyen pont
(legfeljebb) ketts van: az egyik az As, a mésik pedig az Az pont T tiikkorképe Py-re. De
Ay nem mehet Az-ba, mert akkor A; Az parhuzamos lenne A; As-gyel, és igy a tetraéder
cstcsal egy sikban lennének. Ezért Ay képe T, azaz dy — dy = dy — ds (az Ao Py, illetve a

T Py hossza). (3 pont)
T
€4
As
€2
Py
As es
/
€1

A paralelogramma masik parhuzamos oldalparjat hasznalva az analég gondolatmenet azt
adja, hogy dq4 — dy = do — d3. A két egyenletbdl do = dy és dy = d3 adddik. Ezért As-nak
az eq egyenesre esé merdleges vetiilete a P, ponttal esik egybe. Az A Py As és az A3P1As
derékszogii hdromszogek egybevagdk, mert atfogoik a tetraéder élei, amik egyenldk, egy-
egy befogdjuk pedig kozos. Ezért a masik két befogd hossza is egyenld, azaz A1 P, = AsP;.
Emiatt A} A}, = AL AL, és ezzel belattuk, hogy az A} A, A5 A paralelogramma rombusz.
(3 pont)



Mivel dy = d3, ezért az A A3 szakasz parhuzamos az S sikkal, és igy a vetiiletének hossza a
tetraéder élhossza. Ugyanez érvényes az As Ay szakaszra is, és igy a rombusz 4t16i egyenl6k,
tehat négyzetrdl van szo. (1 pont)

Masodik megoldas: Foglaljuk a szabalyos tetraédert egy kockdba: legyenek a kocka egy
csticsbdl kiinduld élvektorai a, b, c, a szabalyos tetraéder csticsaiba pedig mutassanak a
0, a+ b, a+c és b+ c vektorok. (2 pont)

Az a, b, c vektorok merdleges vetiiletei a megadott sikra legyenek a’, b’, ¢’; ekkor a

tetraéder csticsaiba mutato vektorok vetiilete rendre 0, a’ +b’, a’ + ¢’ és b’ + ¢’. Ezek a
vektorok a paralelogramma egyik csiicsab6l mutatnak a paralelogramma cstcsaiba.
(2 pont)

Valasszuk meg a jelolést gy, hogy a paralelogramma egyik oldalvektora a’ + b’ legyen.
Ekkor a vele szemben fekvé oldalvektor (b’ +c¢') — (a’ 4+ c¢’) = b’ —a’. Ez a két vektor csak
akkor lehet egyenls vagy egymés (—1)-szerese, ha a’ = 0 vagy b’ = 0, vagyis ha a kocka

egy élének két végpontja ugyanarra a pontra vetil. (1 pont)
Ekkor pedig a kocka vetiilete — és vele egyiitt a szabalyos tetraéder vetiilete is — négyzet.
(2 pont)

Harmadik megoldas: A vetiiletparalelogramma két atldja a tetraéder két kitérs élének
a vetiilete. Az atlok felez6pontja egybeesik, ezért a vetités iranya parhuzamos a két kitérs
él felez6pontjat Osszekots egyenessel, azaz a tetraéder egyik éltengelyével. (2 pont)
A szabalyos tetraédert az éltengely koriili 90°-os forgatés olyan tetraéderbe viszi, amely egy
az ¢ltengelyre merdleges sfkra vonatkozo tiikrozéssel is elGallithato az eredeti tetraéderbdl.
A két tetraédernek tehat azonos a vetiilete. (3 pont)
A vetiilet ezért olyan négyszog, amelyet az 4tléi metszéspontja koriili 90°-os forgatéds on-
magéba visz, tehat négyzet. (2 pont)





