4. Jelolje M a hegyesszogi ABC' haromszog magassagpontjat. Legyen P, ) és R
rendre a BCM, CAM és ABM héaromszogek koré irt koreinek kozéppontja.

(a) Igazoljuk, hogy ABC' és PQR egybevagd haromszogek.

(b) Igazoljuk, hogy az AP, BQ és CR egyenesck egy pontra illeszkednek.

Megoldas: (a) A BM egyenes a hdromszog magassagvonala, tehdt merdleges az AC
oldalra, ezért CBM / = 90° — ~. Hasonléan adédik, hogy BCM/ = 90° — 3. A BMC
haromszogben ezek alapjan BMCZ = 180° — a.. Tiikrozzik az M pontot a BC' oldalra,
igy kapjuk az M’ pontot, amelyre BM'C/ = BMCZ = 180° — a. Az ABM'C tehat
hirnégyszog, mivel szemkozti szogeinek 0sszege 180°. 1 pont

Az imént belattuk, hogy a haromszdg magassagpontjat a haromszodg egy oldaldra
tikrozve a tikorkép a koré irt korre esik. Ez megforditva azt jelenti, hogy a koré irt
kort a haromszog oldalara tiikrozve, a kor tikorképe atmegy az M ponton. Ezek szerint
a feladatban szereplé P, ) és R pontokat ugy kaphatjuk, hogy az ABC' haromszog koré
irt korének O kozéppontjat tiikkrozziik rendre a BC, CA és AB oldalakra. 1 pont

Mivel O tukorképe BC-re P és BO = CO, ezért BOC P rombusz, azaz PC parhuzamos
és egyenlé BO-val. Ugyanigy igaz, hogy CQ és OA parhuzamos és egyenls. Ezek sze-
rint a BOA és PCQ haromszogek egybevégdak, amibél kovetkezik, hogy BA és PQ (i)
parhuzamos és (ii) egyenld.

Az (ii) tulajdonsagbdl adédik, hogy ABC és PQR egybevagdak, hiszen a BA, PQ
parnal latott mdédon igazolhatd, hogy oldalaik paronként egyenlo hossziisagiak. 2 pont

Az (a) rész bizonyitdsdnak utébbi 2 pontjdhoz egy madsik érvelés: O tiikorképe a
haromszog oldalaira P, @) és R. E tukorképeket azonban gy is megkaphatjuk, hogy az O
pontnak az oldalakon levé vetiileteit (azaz az oldalfelez6 pontokat) O kozepti 2 ardny1 ha-
sonlésaggal vissziik a P, () és IR pontokba. Am az oldalfelezék egy, az eredetihez hasonld,
fele akkora haromszog csiicsai, tehat PQ R egybevagd A BC-vel.

(b) Az (a) részben kideriilt, hogy BA és PQ parhuzamos ¢és egyenld, igy az ABPQ
négyszog paralelogramma, ennck atléi felezik egymast. Ezek szerint AP felezépontjan
atmegy B(Q. Logikai szimmetria miatt ugyanez elmondhaté az AP, BQ és C'R szakaszok
kozil vélaszthatd tetszoleges péar esetén. A harom szakasz tehdt egy ponton megy at, és
ez a pont felezi mind a harom szakaszt. 3 pont

Osszesen: 7 pont



2. Megoldas: (a) A haromszog koré irt korének kozéppontja rajta van minden ol-
dalanak a felez6 merélegesén. Ezek szerint az M C' szakasz felez6 merdlegesén van a P és
@ pont. Nagyitsuk a PQR haromszoget az M pontbdl kétszeresre, igy kapjuk a P'QQ'R’
haromszoget. Ekkor P'Q)" 4tmegy a C' ponton, tovabba mivel P meréleges az MC-re,
azaz P() és AB parhuzamosak, tovabba PQ) és P'()" a nagyitasbol adéddéan parhuzamosak,
ezért P'Q)' parhuzamos AB-vel. Ugyanilyen érveléssel adodik, hogy Q'R dtmegy A-n és
parhuzamos BC-vel, tovabba R'P’ a&tmegy B-n és parhuzamos AC-vel. 2 pont

Q'

P/

Most az ABC' haromszog S sulypontjat valasszuk koézéppontnak és végezziink —%
aranyu kozéppontos hasonlésdgot, ez a P'QQ'R’ haromszog oldalait az ABC megfeleld
oldalaiba viszi, igy a P'QQ'R’ haromszog képe éppen az ABC lesz. Két kozéppontos
hasonlésagot végeztiink, az elsében 2, a masodikban —% volt az arany. Mivel ezek szorzata
-1, ezért a kiindulasi PQ) R haromszoget kdzéppontos tiikrozés viszi az A BC haromszogbe,
igy azok egybevéagoak. 2 pont

(b) Belattuk, hogy PQ R haromszoget kdzéppontos titkrézés viszi az A BC hdromszogbe.
A transzformdcioé szerinti megfelelé pontokat 6sszekoto egyenesek dthaladnak a kdzéppontos
titkrozés centruman, tehat PA, QB és RC' egy ponton haladnak at. Most is megkaptuk,
hogy a kozos pont éppen felezi ezeket a szakaszokat. 3 pont

Megjegyzés: A feladat nagyon sokféleképpen megoldhatd. Mads, helyes megoldas esetén
is a pontozds soran az (a) rész 4, a (b) rész 3 pontot ¢r.
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