Emelt szintii tankonyv, 11-12. o, 26. oldal:

S
Bizonyitsuk be, hogy az x* + xv + V' = 0 egyenletnek csak az (x; y) = (0; 0) egyetlen meg-
oldasa van!
Megoldas Ha az egyik vdltozo nulla, akkor a masiknak is nullinak kell lenni, s ez valéban megoldis.

A tovabbiakban feltessziik, hogy x, y = 0, és t6bb (nem mind lényegesen kilonbozd) mepoldast is adunk.

Hsd megoldis: Ha x = y, akkor x = y = 0 kovetkezik. Tegyiik fel, hogy x > v, és szorozzuk meg az egyen-
let mindkét oldalat x — y = O-vall

f+xv+y =0 & k—yiX¥+x+yi=0 8 ¥—y=0

Ellentmondast kaptunk: x* — v pozitiv, igy (x; y) = ((; 0) az egyetlen megoldds.

Masodik megoldas:

Ha x és y azonos eldjeld, akkor az ¥ + xy + " = (x — ¥F + 3xy = 0, mig ha x és y ellentétes eljeld, akkor
azx +xy + ¥ ={x + yf —xy > 0 talakitis vezet célhoz.

Harmadik megoldas:

Teljes négyzetté alakitunk. € + xy + y* = {x+%
Xk

Megyedik megoldas:

Mint az eldbb, most is a vegyes paraméteres egyenletet vizsgaljuk (azaz dgy tekintjik az egyenletet, mintha
x lenne a viltozd 6s v a paraméter). Az egyenlet diszkriminansa D = * — 4° < 0. " epyiitthatdja pozitiv, igy a
kifejezés minden megengedett x-re pozitiv értéket vesz fel.

j|.r'}2 + %}3, &s ez a kifejezés valdban nem lehet zérus, ha

Altalinositas:

Az eddigi mepolddsokbdl latszik, hogy ha x, y = 0, akkor £ + xy + * pozitiv. Ezt az egyszer allitdst még
kétféleképpen bebizonyitjuk.

Az elsd modszer paraméterezéses elfdrisa mas esetekben is nagyon ol haszndlhatd (ldsd példaul a 6. kitd-
zott feladatot). Ekkor a K = & + xy + ' kifejezés értékkészletének vizsgilata helyett az x° + xy + V' = p

paraméteres egyenlet megoldhatdsagat vizsgaljuk. Vilagos, hogy K pontosan olyan p éntékeket vehet fel, amilyen
p-re megoldhatd a K = p egyenlet.

i+ =p & f+xy+y—p=10,
és pontosan akkor van megoldas, ha az egyenlet diszkrimindnsa nemnegativ. Tekintsiik x-et valtozonak:

Dz0 & yV-4y-pz0 & -3Iy+4p=0

Az eredménybdl kivetkezik, hogy p = 0 (kildnben a bal oldal negativ lenne), & p == 0 (kilénben y = 0
lennel.

A masodik modszer becslést alkalmaz. A K = x* + xy + \/ kifejezés csak akkor lehetne nepativ, ha x és y
kilonbozd elgjeld. Legyen példaul x = 0 és y < 0, és alkalmazzuk a z = —y helyettesitést; ekkor z = 0 és

2 s
K=x"—xz + 2. Az xz tagot ,felGlr8l" (az x* + 2° Gsszeget ,alulrdl”) becsilhetjik: xz ELEFL (Ez a becslés

kévetkezik az (x + z)' = 0 teljes négyzetbdl, vagy az x és z szamokra felint mértani és népyzetes kizép kdzott
egyenldtlenségbal.
Készenvapyunk: K= + 7 —xz = 2z —xz =xz > (.



