Emelt szintii tankonyv, 11-12. o, 187. oldal:

1. pelda Tekintsitk az a, = 23, _, — 1, n = 2; a; = 2 rekurziv sorozatot!

a) A sorozat mely tagjai oszthatok 3-mal?
b Adjuk meg a sorozat explicit alakjat!

a) A sorozat tagjainak harommal valé osztasi maradékai (2, 0, 2, 0, ...} periodikusan ismét-
lidnek. (Ennek az az oka, hogy mindegyik maradék csak az &t kbzvetleniil megeldzd tag maradékatal fiigg.) lgy
a sorozat pdros indexd tagjai — €s csak azok — oszthatok 3-mal.

b} A sorozat néhdny tagja a; = 2, a, = 3, a, = 5, a, = 9 sth. Az explicit alakot tobbféleképpen is eldallit-
hatjuk.

}Elsﬁ megoldis (teljes indukcio): Eszrevehetjitk, hogy mindegyik tag eggyel nagyobb egy ketiGhatvinynal, igy
aza,=2"""+1,n = 1 explicit alakot sejthetjiik meg. Az indukcids feltevés a, = 2* ' + 1, ebbdl kell belat-
nunk, hogy a, ., = 2 + 1, ez pedigaza, ,; = 2a, — 1 = 2{2 ' + 1) — 1 = 2* + 1 Aalakitasbol mar kovet-
kezik. A képlet n = 1-re is érvényes. (2"~ ' + 1 ugyanazt a maradékot adja 3-mal osztva, mint (—1)"" " + 1,
tehdt ebbdl is latszik, hogy a sorozat pdros indexi tagjai oszthatok 3-mal.)

Masodik megoldas (fokozatos helyettesités): A sorozat tagjait rendre kifejezzik a,-gyel.

a,=2a3,—-1;

a,=2a,—1=2-2a, —-1)—1=2%5,—-2-1;

a,=2a,—1=2-12%3,-2—-1)—-1=23-22-2_1;

a,=2a,—-1=2-{23, -2 -2 —-1)—1=2%, —2"— 227 — | ésigy wovabb.

A képzési szabily konnyen felismerhetd; az indukcids pondolatbal kdvetkezik, hogy

g =207 SR s e

29°2 £ 2°°3 4 .+ 2+ 1 nem mds, minta b, = 2" ! mértani sorozat els& (n — 1) tagjanak az Gsszege.
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Ennek énéke 251 =27 —1, ésmivela, = 2, igya, =27 -2 —@" "= 1)=2""T+1.

Harmadik megoldis (a kiilonbségsorozal médszere): Definidljuk a (d,) kiilonbségsorozatot d_ = a, — a, _,
madon! (n = 2.) Ekkor a szomszédos tagok kilonbsége d, = a, — g, =1, d,=a;, —a,=2; d,=a, —a, =4
sth. Ugy tiinik, hogy (d,) mértani sorozat, s ez igazolhatd is a rekurziv alak segitségével: d. = a, —a, ;=
=2a, _,—1—-2a,_,—1N=2a,_;—a,_,)=2d,_,{n = 3). Valoban: a kilonbségsorozat barmely tagja
az el6zd tag 2-szerese, d, = 2" "%, n = 2

Az n-edik a_ tagot ismételt dsszeaddsokbdl kaphatjuk meg: a, = a; + d,;a, = a, + d, = a; + d, + d;; dlta-

lban a, = a, + > . Ennek Gsszege pediga, =2+ > 22 =2+2""'—1=2"""4+ 1.
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