Ertheté matematika tankoényv, 10. o, 230. oldal:

Az ABCD téglalap AD oldalinak felezdpontja £, AB oldalinak felezdpontja F. A DF és BE egyenesek met-
széspontja az M pont. Bizonyitsuk be, hogy az M pont rajta van az AC itldn!

Megoldis

Elsi megoldas (hasonlosig)

lelilje G az FD' és BC egyenesek metszéspontjat. Ekkor az
EMD és BMC haromsziigek hasonlok, mert sabgeik megegyez-
nek. A hasonldsigi arny 2 (BG = AD = 2(0), igy 2ME = MB.
Metssze az AM egyenes a BC oldalt a C* pontban. (lgazolnunk
kell, hogy C és C" megegyezik.) BC'M és EAM hasonld hidrom-
szogek, szintén 2 hasonlosigi ardnnyal (hiszen BM = 2ME); igy
BC" = 2AE = BC, vagyis C= "

Hijarhatunk forditva is. AC és B olyan M’ pontban metszik egymadst, amelyre BM' = 2M'E, az AEM' és
CEM’ haromszfigek hasonldsiga miatt. Tehat A, M és C pontosan akkor esik egy egyenesbe, ha M= M, azaz
BM = 2ME.

A tovibhi megoldisokban elegendd tehdt a BM:ME = 2:1 ardnyt igazolnunk.

Felvehettiik volna kezdetben a BE és CD egyenesek metszéspontjit is (FD és BC metszéspontja helyett),
hasonld gondolatmenetet alkalmazva.

Egy masik lehetdség, hogy E-bal parhuzamost hizunk AB-vel, s jeléljik H-val ennek a DF szakasszal vett
metszéspontjdat. Ekkor EH az ADF hiromszig kﬁzépvonala tehét AF = 2EH. Az EHM és BFM haromszdgek
hasonlik (szdgeik megegyeznek), a hasonlosig alﬁrrg,ra HE 2 Tehst BM = 2ME: s innen az ekdzd bizo-
nyitishoz hasonloan végezhetink.

Természetesen most is megtehettitk volna, hogy kezdéskor F-bal hdzunk AD-vel pirhuzamost.

Masodik megoldas (egybevagasag)

Az ADB haromszogben BE és DF silyvonalak, M silypont, tehdt AM a
harmadik oldalhoz tartozd silyvonal egyenese. Jelélje O a BD atls fe-
lezdipontjat (ez a téglalap dtkdinak metszéspontja), ekkor AD a harmadik
stilyvonal, tehdt A, M, O egy egyenesre esnek. Mivel ezen az egyenesen
van C is, fgy A, M, C valéban egy egyenesre esik.

Harmadik megoldas (teriiletszamitis)

A BFM és AFM haromszigek terillete megegyezik (jeldljok t-vel), mert
BF és FA alapjaik hossza egyenld, és az M-bdl hdzott magassiguk kézds.
1o = T mert mindketts a téglalap teriiletének negyede. A kiizis AEMF
nég'fszaget elhagyva a maradék teriiletek is megegyeznek: T =T, .
(=t Veégul T, =T, (=t)isteljesill, mert AE = ED és az M-bdl hizot
magassag kizis a két hdromszighen.

Készen vagyunk: T, = 2T .. és mivel a két hiromszdg A-bol hizoit

A

magassiga kiizis, BM = 2ME sriikségke ppen.

A teriletszimitis segitsépével tovabhbi dsszefiigptseket is felfedezhetiink az dbrin. (Példaul T, =T =
= 4t sth.)

Elegins bizonyitis adhatd a vektorok segitségével.
A vektorok osztasariny-tételének tanult alakjat kissé modositjuk. Emlékeztetdil: ha az AB szakaszt a C

pont dgy osztja két részre, hogy o'l _E akkor a C pontba mutatd helyvektor OX

q-a+p-b

vagy rividebben ¢ =
i3 Pq

médon adhatd meg. (Ez az dsszefiigpés tetszdleges O kezddpontra igaz.)



Eszrevehetjiik, hogy a képlethen nem p és g konkrét énéke, hanem

A p C q
; il A [ . ;
csak az ardnyuk szamit: példiul g E 4 T sth. esetén egyarint
c=2a%b py jihawnilva az a és b vektorok —3 illetve P a\ |t b
3 p+q P
egylitthatdit jelilhetjik példiul @-val és {1 —a)-val is (hiszen dsszegik 1).
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Ekkor az osztisariny-tétel ¢ = o-a+ (1 — ) b alakd lesz, ahol belsd

Cpontesetén0 <o < 1.

Negyedik megoldas (vektorok)
Vegyiik fel az origot A-ban, s legyen AD = a és A = b. Mivel M az EB szakasz valamilyen & : (1 —a)
arinyll osztopontja, felithatd, hogy AM = eB+ (1 —a)f=ab + (1 - cr‘j%. Hasonldan ha a DF szakaszt

+ - daran n i ¢ d r =fi=+(1— dl n irhato. e IFrasnNak M e
B:{1 - f)ari osztia M, akkor AM ﬁ'g f)a alakban irhaté. A kétféle felirisnak meg kel

egyezni: b+ (1 —a}% = ﬁ%-:—f'i — fja. Tudjuk, hogy a vektorok felbontdsa egyér-

¥

5 2 — 1 — J szitkségképpen tel-

telmi (most a és b a bazisvektorok), exént o = g 5

jesl.

Az egyenletrendszer megoldisa o =%, il =%. Ez egyrészt azt jelenti, hogy
2

L | =% A i =
T =7 A2z MB = 2ME és T—F=T arar MD 2MF. Misrészt az

AM = ﬁ.?_'!+|;1 — f)a egyenletb6l AM = 1(a + b) adédik. Mivel AC =a + b = 34M , igy M valoban rajta
van az AC atlon (az A-hoz kézelebbi harmadold pont).

Néhdny olyan gondolatmenet kiivetkezik, amelyben trigonometrikus Gsszefiigpéseket alkalmazhatunk.

Otidik megoldas (trigonometriai modszerek)

Koribban lattuk, hogy az AEB és ADF hiromszdgek terillete egyenld (a téglalap teri-
letének negyede), igy a mindkettdben kizis AEMF részt elhagyva, T T\ 15 teljesil.

B
A trigonometrikus teriiletképletbél BM - MF-sinfFMB-L _ EM-MD - sinEMD T

7 3 . Innen a

cslicsszigek egyenldsége miatt BM. MF = DM - ME. Ebbdl egyrészt a DF és EB szakaszok
azonos osztdsardnya kivetkezik: %‘"’é— = DM; madsrészt az FEM és DBM hdromszigek ha-

sonldsdga (megegyezik két-két oldaluk ardnya, és a kizbezin szogik). Az ardnyossigi tEnyezd %FB: = 2, hi-

szen EF kidzépvonal az ADE hiromszigben. Ebbdl pedig mar kivetkezik a %“g- = 2 osrtasardny, amibdl a
korabbi megolddsokban ktott madon fejezhetjik be a bizonyitast.

Egy masik befejezési lchetdség, haa Dot = DM o1 arsnyok segitségével az AEMF és CEMD négy-

sziogek hasonbisigat vesszilk észre: az M kiizéppontd, -2 arinyl kiizéppontos nagyitis az AEMF négyszii-
get CBMD-be viszi, igy — mivel A pont képe a C pont — M valdban az AC szakaszon van.

Ha kezdethen behizzuk az EF és BD) segpédszakaszokat, az EDBF trapéz elemzésével is rividen célt
ériink. (FEM &s DBM haromszigek hasonlok, és a trapéz Atldi a hasonlosigi arinnyal megegyezd arnyban
osztjak egymast).

Egy towvibbi trigonometriai jellegi megoldas lehet, amikor merGlegeseket bocsitunk az M pontbol az
AB, illetve AD oldalakra; az igy kapott szakaszok hossza legyen KM = x €5 LM = y. Jekilje tovdbba az dbra

szerint & €5 £ a DF, illetve EB srakaszok AD-vel bezdrt szégét, valamint a és b a téglalap két oldalinak a hosz-



szat. Az dbra alapjan tibb — nem filggetlen — trigonometrikus dsszefiiggést is felir-

B a
hatunk, példaul: g 8 =1:3—b, tga =%; vagy az FLM és MKB derékszdgd hdrom- =
szogekben g fl =—L— és g i =’:‘_;E; vagy a DLM és MKF derékszogi harom- Sy
e 1 Moo
3 X K = - \\"‘“
b D
p o T : s - . L
szigekben tgo = e és tgo=-<=_. Egy javasolt megoldisi O& az ” P

egyenletekbd] x és v kifejezhetd, eredményil x =% és y =% adadik. Ekkor
ML
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b
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(=g CADY) = % Ez pedig éppen azt jelenti, hogy M az AC szakaszon van.

Hatodik megoldas (koordinita-geometria)
Az dbrit a derékszigli koordindta-rendszerben helyezzik el gy, hogy AD az x, AB pedig az y tengely

legyen. A DF egyenes tengelymetszete E, meredeksége — %, igy egyenlete y =— %x + % Az [B egyenes

egyenlete hasonldan y = —za—bx + b. A két egyenlethdl kiszimithatd a két egyenes metszéspontja.

Az egyenletrendszer megoldasa (x; v = {%; %} s ezek az M pont koordindtdi. A megoldist tébbiéle-
képpen is befejezhetjik, példiul:

— AM és AC meredeksége egyardnt b

o igy valiban egy egyenesen van a hdrom pont;
- vagy az AC egyenes egyenlete y = gx. és ha ebbe behelyettesitjik az M pont koordinitiit, az

egyenliség teljesiini fog. (Azaz M rajta van az AC egyenesen.)

Altalinositisi lehetisé gek
Tébb szép megoldist adtunk a feladatra, de ne elégedjink
meg ennyivell

Az utolsd megoldisokban kihaszndltuk, hogy a téglalap sz6-
gel 90-osak, de ha az elsd megoldist elemezziik, akkor észre-
vehetjik, hogy csak az AD és BC oldalak pirhuzamossigit, va-
lamint egyenld hosszisdgukat hasznaltuk ki.

Ez &éppen a paralelogramma definiciaja, azaz altalanositha-

tunk: a feladat llitisa paralelogrammara is teljesil (t2glalap he-
lyett).

Ha pedig a masodik, egybevigisipi megoldist vizsgiljuk, ot azt lat-
hatjuk, hogy elegendd, ha a C osics a {tetszdlegesen felvett) ADE ha-
romszig AQ sllyvonalin mozog. Azaz az dllitds igaz minden olvan négy-
szigre is, amelynek BD athijat az AC athd felezi.

Viégiil specidlis helyzeteket is vizsgilhatunk. Példiul ez utdbbi eset-
ben ha BA = AD, akkor ADCE dehtoid (a BD atlat az AC add merdlege-
sen felezi). Az dllitds igaz tehdt a deltoidokra is.




