Magyar Ifjusag (Rabai Imre)

Az el6z6 években kozoltiik a Magyar Ifjasagban a kozos érettségi-felvételi feladatok
megoldasat matematikabol és fizikabol. Tapasztaltuk, hogy igen nagy volt az érdeklddés lapunk e
szama irant. Evente koriilbeliil 25 000 fiatal késziil matematikabol és fizikabol egyetemi, foiskolai
felvételire, most nekik szeretnénk segitséget adni. Terviink szerint hetente kozliink matematika és
fizika feladatokat, melyek megoldasa a kdvetkezd szamban jelenik meg. A feladatok kitiizése elott
tanacsokat is adunk a problémak megoldasahoz.

A sorozat szerkeszt6i, a feladatok Osszedllitoi évek ota foglalkoznak egyetemi, foiskolai
felvételi elokészitéssel, s jelenleg ezen a teriileten is dolgoznak. (T6bb, altaluk és szerzotarsaik altal
Osszeallitott, illetve szerkesztett matematika, fizika példatar jelenleg is kaphato a
konyvesboltokban.) Hasonldan évek ota aktivan értékelik az irasbeli és szobeli felvételi
tapasztalatokat. Mindketten tobb évet tanitottak kdzépiskoldkban, s jelenleg a Budapesti Miszaki
Egyetem oktatoi.

A felvételi vizsgdk egyik alapvetd tapasztalata, hogy a felvételizok jelentékeny része nem
tudja elére felmérni felkésziiltségét, tudasat. Ezek kesertli szjizzel tavoznak a felvételirdl, s
kellemetlen emlékeket szereznek. Sok felvételizé hatranyos helyzetbdl indul. Kozéjiik tartoznak a
régebben érettségizettek, akik a felejtésen kiviil abban is hatranyban vannak, hogy nem elég
rendszeres a felkésziilésiik. Még tobb segitséget igényelnek azok, akik esti vagy levelezd titon
végezték kozépiskolai tanulmanyaikat. Ok — idé hianyaban — csak a legalapvetébb ismeretekkel
tudtak foglalkozni, s ez rendszerint igen kevés a felvételi kovetelményekhez. A
szakkozépiskolakban tanuloknak is van hatranyuk a gimnaziumokban végzettekkel szemben, hiszen
a heti 6raszamuk matematikabol és fizikabol kevesebb, mint a gimnaziumban, igy a megkivant
felvételi szinvonal elérése tovabbi feladatok, problémak megoldasat teszi sziikségessé. Segiteni
akarunk mindenkinek, aki igényli ezt. Természetesen nem tudunk mindenben segitséget nytjtani.
Az elméleti alapismereteket, amelyek minden kézépiskolai tankényvben megtalalhatok,
mindenkinek el6bb at kell tekintenie. Hely és id6 hidnyaban nyilvan nem tudunk minden
anyagrésszel egyenld sulyban foglalkozni, és valdszinii, hogy nem mindenki szdmara elegendd a
felkésziiléshez az altalunk feladott problémak megoldasa.. Az 6 szamukra feltétleniil ajanljuk a
tankonyvekbdl, példatarakbol valé kiilon munkat!

Indul6 sorozatunk els6 feladatai igencsak hasonlitanak az irasbeli felvételin feladottakra.
Javaslatunk: olvasoink kiséreljék megoldani ezeket, figyeljék, hogy mennyi id6be keriil a megoldasuk,
hiszen matematikabol és fizikabdl is 180 perc all rendelkezésre az irasbelin. Ha most még jo néhanyan kevés
feladattal tudnak is megbirko6zni, ne keseredjenek el, hiszen a tovabbiakban rendszeresen atismételjiik a
kozépiskolaban tanultakat, és igy mod kinalkozik arra, hogy a hianyokat potoljak és rendszeres munkéval
késziiljenek a felvételire. Kezdjiik hat!

Magyar Ifjasag 1.
M. 1. Egy téglalap egyik oldalat 10%-kal noveljiik, a szomszédos oldalat 10%-kal csok-
kentjlik. Az igy kapott szakaszokbol ismét téglalapot szerkesztiink. Megegyezik-e a két téglalap

teriilete?

M. 2. Dontstik el, hogy a kdvetkezd két szam koziil melyik a nagyobb:

a:[%+\/§}(\/§+ﬁ)

B 3J3+242 )
b_(m—\@j.(\@—ﬁ)

M. 3. Oldja meg a kovetkezd egyenleteket:



a) 2X+9:—(X+4)(x—1);
X% +3x—4

b) sin[£+x)—sin(£—xJ:£;
0) VX2 +3x—4 = Vx5 d/x 1.

M. 4. Adott aderékszogi haromszog atfogoja, ¢, és tudjuk, hogy haromszorosa a hozza
tartozo magassagnak. Fejezze Ki c-vel a befogokat!

M. 5. Egy haromszo6g csticspontjai: A(—1; 0), B(1; 0), C(0; 3). Hol helyezkednek el a sikon
azok a P pontok, amelyekre PA? + PB? + PC? = 20? (= a?)

M. 6. Oldja meg a kdvetkezo egyenletet:
lg(x + 10) + % lgx = 2 — lg4.

M. 7. Az a paraméter mely értékeire lesz az
lg [ax* + (@ + 1)x + a + 1]
kifejezés minden x szamra értelmezhet6?

M. 8. Az ABC haromszdgon beliil vegylink fel egy tetszés szerinti O pontot. Az O ponton at
a haromszog oldalaival huzzunk parhuzamos egyeneseket. Ezek az egyenesek az ABC haromszoget
hat részre osztjak, melyek koziil 3 haromszog. E haromszogekbe irt korok sugarai ry, Iy, 3, az ABC
haromszdgbe irt kor sugara r. Igazolja, hogy ry + ro + rz =r!

Megoldasok az el6z6 hétrol

M. 1. Nem. A téglalap teriilete 1%-kal csokkent.

M.2. a=+3++2, b=+/3-42, a>b.
M. 3. a) Az egyenletnek nincs megoldasa.
b) X =%+ 2k, = %H 2k, (K egész szam)

c)x>1.

V541 51
M. 4. c, c
243 2.3

M.5. Az x* + (y— 1)> =4 egyenletii koron.

M.6. X, =—5+5v2, X, =-5.
M. 7. a>1.
3

M. 8. Vegyiik figyelembe, hogy a keletkezett haromszdgek az ABC haromszdghoz hasonlok,
igy a megfeleld szakaszok aranya megegyezik.



Magyar Ifjusag 2.
I. EGYENLETEK

Ha két kifejezést egyenldségjellel kapcsolunk 6ssze, egyenletet kapunk. Egyenletet
megoldani annyit jelent, hogy meghatarozzuk az egyenlet gyokét, gyokeit, vagy megallapitjuk,
hogy az egyenletnek nincs megoldasa. Tekintsiik a kovetkezd egyenleteket:

a)xX+6=3x-2;
b) x +8=3x-2:(x—4);
c)2:(4x—-8)+4-(5-2x) = 1.

Az a) egyenletnek egyetlen megoldasa van, X = 4. A b) egyenlet Ox = 0 alakra hozhato,
minden valds szam megoldasa, a valos szamok korében azonossag. A ¢) egyenlet Ox = —3 alakra
hozhatd, az egyenletnek nincs megoldasa.

Ha az egyenletben tort vagy gyokos kifejezés szerepel, akkor érdemes megallapitani, hogy
ezeknek mikor van értelme, azaz milyen szamok lehetnek az egyenlet gyokei. Az egyenletek
megoldésa soran atalakithatjuk az egyenldségjel két oldalan allo kifejezéseket, igy a kapott
megoldasokrol a végén el kell donteni, hogy megoldasai-e az adott egyenletnek. Ezt sokszor
célszerli ellendrzéssel eldonteni, azaz az eredeti egyenlet két oldalan 4ll6 kifejezésekbe
helyettesiteni. Ha e kifejezések helyettesitési értékei megegyeznek, akkor ez megoldasa az
egyenletnek, ha nem egyeznek meg, akkor nem megoldas.

&) 4—x_2: 1 ;
X—3 X—3

f) (2x—3)?=(x-6)%

g) (2x+1)(x-3)=x-3.

Az e) egyenletnek nincs, értelme, ha X = 3. Az egyenletnek nincs is megoldasa. Az f) és a g)
egyenletet hozzuk nullara redukalt alakra, alakitsuk szorzattd, majd hasznaljuk ki, hogy egy szorzat
akkor és csak akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla. Igy az f) egyenlet (3x —9) (x + 3) =0
alakra hozhato, a megoldasok: x; = 3, xo = —3. A g) egyenlettel ekvivalens a 2x(x — 3) = 0 egyenlet,
igy a gyokei x; =0, xo = 3.

Oldja meg a kovetkezd egyenleteket:
2x _, x*-5x-18
X—6 Xx—6
X 12 2
+ + =
x+3 x*-9 3-X
M. 11. X+3= (x=1)x+3) _
2x? —5x+3
(Tanécs: Alakitsa szorzatta a 2x> — 5x + 3 polinomot!)

M. 9.

M. 10.

Az a) — c) példakban lattuk, hogy egy els6foku egyenletnek lehet hogy egy, lehet hogy
végtelen sok megoldasa van, s lehet, hogy nincs megoldasa.

Oldjuk meg x-re és vizsgaljuk a kovetkez0 betliegyiitthatds egyenleteket:
h) (a®-2a-8)x=a’— 16;

: a
i) (a—l)x+;:2a.



h) Mivel (% — 2a—8) = (a—4)(a + 2), ezért (a—4)(a + 2)x = (a—4)(a + 4).

gy ha a = 4 vagy a = —2, akkor az egyetlen megoldas: x = aL;; ha a = 4, akkor minden
a+

valds szam megoldas, mig ha a = -2, akkor az egyenletnek nincs megoldasa.

i) Az egyenletnek x = 0 nem lehet gydke. Az (a— 1)x* — 2ax + a = 0 legfeljebb masodfoku
egyenlet. Haa = 1, akkor x = % . Haa # 1, akkor a masodfoku egyenlet diszkriminansa

D = 4a® — 4a(a— 1). D = 4a. Az egyenletnek a > 0 esetén lehet valds gyoke. Ha a = 0, akkor x* = 0,
igy nincs megoldas; ha a > 0, akkor a megoldasok:

woYa. o Ja
. Ja-1' ? Ja+l

Oldjuk meg és vizsgaljuk a kovetkez6 egyenleteket:
2ax a+x

M. 12. +1= 1.
3 2
M. 13. a(x — 1)* = X%
3+4a
M. 14. ax—2 =4a-— :
X

Megoldasok az el6z6 hétrol

M. 9. Az egyenletnek nincs értelme, ha x = 6. Az egyenlet ()(_6—)()234_3) =1 alakra hozhato.
X —_
(Hogyan?) Az egyenlet egyetlen gyoke X = —2.

X —5X+6 _

M. 10. Az egyenletnek nincs értelme, ha x =3 vagy x =-3. Az egyenlet T g
X —

0
alakra hozhat6. Az egyenlet egyetlen gyoke X = 2.

M. 11. 2x* —5x+3= 2(x—1{x—gj . Az egyenletnek nincs értelme, hax =1 vagy X= g .
Egyszertisitsiik a tortet, az egyenletet redukaljuk nulldra, majd alakitsuk szorzatta.

(x + 3)(1— 5 ! 3) =0. Az egyenlet megoldasa: x; = -3, X, = 2.
X_

M. 12. (4a-3)x=3a—-12.Ha a# % akkor x, = Pf—_lj ha, akkor nincs megoldas.

M. 13. Az I. i) egyenlet erre az alakra hozhat6. Eltérés: ha a = 0, akkor az egyenletnek x = 0
(kétszeres) gyoke.

M. 14. ax’ — (4a+ 2)x + 4a +3=0, x#0. Haa = 0, akkor x:%D:4a+4. Haa<-1,

akkor nincs megoldas, ha a = —1, akkor x = 1 kétszeres gyok, ha a > -1, akkor
a,, :1(2a+1i\/a+1).
“ a



Magyar Ifjusag 3.
Il. EGYENLETEK

A tanult meghatérozas szerint Ja csak a>0 esetén értelmezett és értéke sem lehet negativ

(\/5 > O). fgy bizonyos, négyzetgyokos kifejezést tartalmazo egyenletekrél azonnal eldonthetd,
hogy nincs megoldésuk.

a) VXx-5=2-x.

3 4
b) 2+ —0.
)X Jx

Az a) egyenletnek csak akkor van értelme, ha X > 5. Csak olyan x szam lehet az egyenlet
gyoke, amelyre 2 — x>0, azaz X < 2. Mivel olyan x szam nincs, amelyikre X <2 és x > 5, ezért az
egyenletnek nincs megoldasa.

A b) egyenletnek csak x > 0 esetén van értelme, s ekkor a bal oldal mindkét tagja pozitiv,
ezért Osszegiik is, tehat nincs megoldas.

) X+~+/x—-6=0.
d) Vx-5=11-x.

A c) egyenlet VX -re masodfoka. (Bevezethetnénk uj valtozot is.) Mivel JX >0, ezérte

masodfoku egyenletnek csak a nem negativ gyoke johet szamitasba, ez 2. igy Jx=2,x=4.

A d) egyenletnek csak olyan gyoke lehet, amelyikre 5 <x < 11. (Miért ?) Az egyenlet
mindkét oldalanak négyzetre emelésével nyert x> —23x + 126 =0 egyenlet gyokei x; =9, X = 14.
Az X1 = 9 gyoke az adott egyenletnek, hiszen mindkét oldal helyettesitési értéke 2, az X, = 14 nem
gyoke.

(Ha +/x—5 =y jeldlést vezetiink be, akkor y>0 és x=y*+5,igy " —y—-6=0, y=2,
Xx=9.)

M. 15. VX +/x—2 =1—x.

1

3
M. 16. = .
V2x-1 1-2x

7. > -1
U 2x-1 1-2x

M. 18. J4—Xx +~/8—x =-/X.

M

a,haa>0,
Tudjuk, hogy \/?:|a|= 0,haa=0,
—a,haa<0.

M. 19. /(x-1)* =x-1.



M. 20. V4 +4x+Xx? =—2—X.

Megoldasok az el6z6 hétrol
M. 15.x>2 és x<1 kell, hogy teljesiiljon, igy nincs megoldas.
M. 16. Nincs megoldas, hiszen a bal oldal mindig pozitiv, a jobb oldal pedig negativ.

M. 17. x> 1. Az egyenlet rendezése, majd mindkét oldal négyzetre emelése utan az
X2 +19x — 120 =0 egyenlethez jutunk. Ennek gyokei (5, —24) koziil csak az X =5 a megoldésa az
adott egyenletnek.

M. 18. Valaki kitalalta, hogy X = 4 gyoke az egyenletnek. Hogyan tudné igazolni, hogy mas
gyoke nincs?

A /8—x =+/x —/4—x alakra hozott egyenlet mininkét oldalat négyzetre emeljiik, majd

nulléra redukalunk és szorzatta alakithatunk. A v4—x(v4—x +2+/x)=0 alakrdl jol lathato, hogy
X = 4 lehet csak gyok, s ez valoban az.

M. 19. Mivel a? =[], ezért [x— 1|=x - 1.

Az egyenletnek minden olyan x szam megoldasa, amelyre x — 1 >0, azaz x > 1. Probalja az
egyenletet grafikusan megoldani!

M.20. |x + 2| = —(X + 2). A megoldasok: x <-2.



Magyar Ifjusag 4.
I11. EGYENLETRENDSZEREK

Mindenki megismerte az elséfoku kétismeretlenes egyenletrendszer alapvetd megoldasi
modszereit, a helyettesités és az egyenld egyiitthatok modszerét. (Tekintslik at!) A grafikus
megoldast is megismertiik. Kevesebbet foglalkoznak altalaban az egyenletrendszerek megoldasanak
vizsgalataval. A grafikus megoldasbol jol lathato, hogy vagy egyetlen megoldas, vagy végtelen sok
megoldés van, vagy pedig nincs megoldas.

a) Vizsgaljuk és oldjuk meg:
2X+Yy =1,
4x+ay=h.

Az els6 egyenlet kétszeresét kivonva a masodik egyenletbdl: (a—2)y=b—-2. Haa#2 |,
akkor az egyenletrendszer egyetlen megoldasa
b-2 a-b

=, X: .
y a-—-2 2a—4

Ha a =2 és b =2, akkor végtelen sok megoldas van, hiszen a 2x +y = 1 egyenlet megoldasai
egybeesnek a masodik egyenlet megoldasaival. A megoldasok: x =t,y = 1 — 2t, ahol t barmely
valds szam lehet. Ha a =2 és b = 2, akkor nincs megoldas.

M. 21 (a-x+y= —1,}
2x -3y =2.
Mzz(a+$x+y:&
(7-a)x+(a-1)y =-18.

Ha a kétismeretlenes egyenletrendszer nem els6foku, akkor is a megismert modszerekkel
kisérletezziink. Tandcsoljuk az 0j valtozok bevezetését (ha sziikséges), és esetleg az egyenlet nulléra
redukéldsa utan a szorzatta alakitast.

2 2 _
M. 23. X4y +x+y_14,}

Xy =3.

13

Xy
_+_
M.24.y X 6

x> +y?=13.

X+Yy ++/x—y =10,
J___

M. 25.
x?—y? =0.
“1v=2)=
M. 26. (x-1hy-2) O’}
X% +2xy =1.



2X =2y = x* —y?,
M. 27. y y }

X2 +y? =5(x+y)

M. 28, XY TVXTY =6
x* +y® =26.

M. 20, X+ x—-y’+y=8
X+ X7y —xy® —y®=12.

Megoldasok az el6z6 hétrol

M. 21. Ha a;t%, akkor az egyetlen megoldas x = L , Y= 22 . Ha a:%,

1-3a 1-3a
akkor nincs megoldas, hiszen az els6 egyenlet 2x — 3y = -3 egyenlettel egyenértékii.

M. 22. Ha a#-5 vagy a= 2, akkor az egyetlen megoldas x = %, y = 215 Ha
a-— —a
a = -5, akkor végtelen sok megoldas van; X = t, y = 2t + 3 alakuak. Ha a = 2, akkor nincs megoldas.
M' 23 Xl: 1' y1:3| X2 = 31 YZ = 11 X3 = _5+\/E! y3 :—_5_\/@ ) X4 :—_5_\/@ y
2 2 2
~5+4/13
oz

M. 24. Az egyenletrendszert négy (X, Y) szampar elégiti ki, (2; 3), (3; 2), (-2; -3), (-3; -2).
M. 25. x; =41, y; =40, x, =41, y, =40.
M.26.x1=1, y1=0; y2=2, X, =-2++5; Y3=2, X5 =-—2-45.

M. 27. Redukaljuk nulléra az els6 egyenletet. x; =0, y1 =0, X2 =5, y2=5, x3=3, y3=-1,
Ya = -1, X4 = 3.

M. 28. Az els6 egyenlet /X — Y -ra masodfokt. y1 =1, x; =5, y» =-1, xo =-5.

5 1 19 17
M29 X]_:E, yl :—E XZ :€1 y2 :E



Magyar Ifjusag 5.
IV. MASODFOKU EGYENLETEK, POLINOMOK

Ha egy masodfoku egyenlet két gyoke X, X2, akkor a(x — x1)(x — x2) =0, ahol a # 0. Az
ax? + bx + ¢ = 0 (1) egyenlet legfeljebb masodfoku, ugyanis a = 0 is lehetséges. Ha a = 0, Gigy az (1)
egyenlet diszkriminansa D = b*— 4ac. Az (1) egyenletnek akkor €s csak akkor van gydke a valos
szamok kdrében, ha D > 0. Az (1) egyenlet két gyoke pontosan akkor egyenld, ha D = 0. Ekkor a
gyoktényezds alak: a(x —x1)*> = 0. Ha D > 0, akkor az (1) egyenlet x; és x, gyokeiésaza, b, ¢
egylitthatok kozott érvényesek a kovetkezd dsszefiiggések: X, + X, = b , XXy = ¢ .

a a

Az y= ax? + bx + ¢ masodfoku fliggvény csak pozitiv értéket vesz fel, haD <0 ésa >0,

csak negativ értéket vesz fel, haD <0ésa<O0.

a) Hatarozzuk meg a ,,b” értékét ugy, hogy az x* + (b + [)x + b + 4 = 0 egyenlet két gydke
egyenld legyen!

b) Hatarozzuk meg ,.a” értékét tigy, hogy az x> + (1 —2a)x + 2a—2 =0 egyenlet egyik
gyoke a masik gyokének kétszerese legyen! Szamitsuk ki a gyokoket is!

¢) Adott az (a — 1)x* — 2ax + a + | = 0 egyenlet. Igazoljuk, hogy az egyenletnek minden valos
,»a~ esetén van megoldasa! Hatdrozzuk meg ,,a" értékét tigy, hogy az egyenlet gyodkei kiilonb6zo
elojeliiek legyenek!

d) Az ,,a” paraméter mely értékeire lesz az (a — )x* — 2(a— 1)x — (a + 1) polinom értéke
minden X-re negativ?

a) X1 = Xp, haD = 0. Most D =b?—2b— 15 =0.
Ha b =5, akkor x; = x, =—3, ha b = -3, akkor x; = x, = 1.

b) D= (2a—3)? x1 = 1, X, = 2a— 2. Ha Xy = 2X,, akkor 1 = 4a — 4, a:%, Xy :%;

ha 2Xx; = Xo, akkora =2, x, = 2.
Vagy: X1 = X, = 2a— 1, xiXo = 2a— 2, s ha X = 2xq, akkor 3x; = 2a— 1, 2x,> = 2a - 2, igy

4a’>~13a+10=0, a=2 vagy a:;

c)a—1esetén x = 1. Haa = 1, akkor D = 4, igy valoban mindig van megoldas, x; = 1,

X, = a_+1 . A gyokok kiilonbozo eldjeliiek, ha a+l
1

<0,azaz -1<axl.

d) Haa =1, agy a polinom allando, —2, tehat negativ. A pontosan masodfoku polinom akkor
lesz minden x-re negativ,haD =4(a—1)-2a<0 és a—1<0,azazha0<a<1. Valasz:0<a<1.

M. 30. Adott az x*—2x —2a—a*=0 egyenlet.

a) Igazolja, hogy az egyenletnek minden valds ,,a” esetén van valos megoldasa.

b) Milyen ,,a” esetén van az egyenletnek két egyenlé megoldasa?

) Hatarozza meg az ,,a” értékét ugy, hogy az egyenlet egyik gyoke a masik gyokének
haromszorosa legyen!

d) Hatarozza meg az ,,a” értékét ugy, hogy az egyenlet két gyokének dsszege 2 legyen,
majd ugy, hogy a két gyokének szorzata 2 legyen!

M. 31. Az ,.a” paraméter mely értékeire lesz az (a — [)x* — 2 Jex+a-2 polinom értéke
minden Xx-re pozitiv?



Megoldasok az el6z6 hétrol

M. 30. a) Mivel D = 4(a + I)* > 0, ezért igaz az allités.
b) HaD =0, azaz a =1, akkor x; = x, = 1.

c)x;=a+2, x*=-a Hax; = 3x, akkor a = —% , ha 3x; = x, akkor a = —g . Mindkét esetben

x2 —2x+§:o, s a két gyok 1,3
4 2'2
Mas médon: Mivel X1 + Xo = 2, és XiXo = —2a — @°, ezért ha (X1 < Xz és) X2 = 3xq, akkor 4x; =

3 a-a’ a--1 vagy a3
4 ’ 2' 2

d) A két gyok 6sszege minden ,,a" esetén 2, a két gyok szorzata egyetlen ,,a” esetén sem 2,
hiszena —2a — a° = 2 egyenletnek nincs megoldasa.

M. 31. Haa=1, akkora —2+/6x—1 értéke lehet negativ is. Ha a 1, a polinom mésodfok,

akkor a—1>0 ¢és D =-4(a—4)(a+1) <0 egyiitt kell, hogy teljesiiljon. Valasz: a >4 esetén vesz fel a
polinom minden X-re pozitiv értéket.
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