Mérélapok felvételire L.
1979. januar

1. Egy a oldalti négyzet két szemkozti oldaléra ,,befele” allitsunk egyenld oldala
haromszogeket. Fejezziik ki a-val e két hdromszog kozos részének teriiletét!

2. Oldjuk meg az

x2=y+2,
y2=x+2

egyenletrendszert!

3. Szamitsuk ki a derékszogl haromszég szbgeit, ha 57 = 2R, ahol r a beirt, R pedig a
koriilirt kor sugaral

4. A 2x —y = 10 egyenletli egyenesen hatérozzuk meg azt a pontot, amelynek a P és a
O pontoktol valé tavolsaginak dsszeg a legkisebb, ha

P(=5; 0) és O(=3; 4).

5. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:
2 1 2 1
lg”(4—-x)+1g(4—x)lg x+5 =2lg x+§ .

6. Egy haromszog teriilete ¢ = 211-(02 +b? ), ahol g, illetve b a hdromszdg két oldalanak
a hossza. Szamitsuk ki a haromszog szogeit!

7. Hatarozzuk meg az a paraméter értékét ugy, hogy az

x—4 a+2

PR R

fiiggvénynek legyen zérushelye.

8. Oldjuk meg a

1+ tgx
1—tgx

= sinx + coSx

egyenletet!
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Az 1983-as évben (] felvételi rendszer kezd6dott. Ennek egyik lényeges eleme,
hogy a gimnaziumokbél jelentkezsknek a III. és a IV. osztalyban év végén szer-
zett matematika, magyar nyelv és irodalom, torténelem, idegen nyelv, fizika
(biolégia, kémia, foldrajz, mésik idegen nyelv — a tanulé valasztasa szerint) ér-
demjegyei keriilnek beszamitasra.

Ezek szerint a felvételi vizsga Osszpontszamadt a fent emlitett hozott pontok”
és a felvételi pontok Gsszege adja. Igy a hozott pontok szdma maximum 60, a
szerezhetd (frasbell és sz6bell egylitt) 60, azaz, Osszesen 120 pont.

Matematikab6l kozos érettségi-felvételi irasbeli vizsgdk lesznek, ezek 8, fo-
kozatosan nehezed§ feladatbél allnak.

Ehhez hasonlo az alsbbi feladatsor. Tan4csoljuk a megoldéknak, hogy a meg-
oldé4st id8re végezzék el. A megoldésra és lefrdsra fordithaté id6 6sszesen 180
pere.

*

1. Harom szam egy szdmtani sorozat harom egymast kdvetd eleme, a kézépss
szém 2. Hatérozzuk meg a masik két szamot, ha a szdmok négyzete egy mértani
sorozat harom egymaést kovets elemel

2. a) Szamitsuk ki tg 15° pontos értéket!

b) Egy derékszégd haromszdg a és b befogéi kozott az (a — i.’))2 = 2ab Ossze-
fiiggés all fenn. Szémitsuk ki a haromszdg hegyesszOgeinek pontos értékét!

3. Tekintsiik az 2® + maz — 2m? + 3m — 1 = 0 egyenletet, ahol m valés
paraméter.

a) Hatarozzuk meg m értékét ugy, hogy az egyenlet egyik gydke a mdsik
gyOkének kétszerese legyen!

b) Hatérozzuk meg m értékét igy, hogy az egyenlet két gyokének szorzata a
legnagyobb legyen!

4. Irjuk fel annak a kdrnek az egyenletét, amely az = + y = 0 egyenletd
egyenest az origbban érinti, és érinti az & = 1 egyenletd egyenest is!

5. A ky és ko kordk kiviilrsl érintik egyméast az A pontban. A két kor egyik
kbz0s érintSje a ki kért az Fy, a ke kort az Eq pontban érinti. Szdmitsuk ki a
kdrék sugarat, ha AF; = 8 és AE» = 6 egység!

6. Melyek azok az z val6s szamok, amelyekre a

32% — Tz + 8
kifejezés értéke nagyobb, mint 1 és legfeljebb 27
7. Bgy forgaskip alapkdrének sugara megegyezik a kip magassigival. A
forgaskipba frjunk olyan forgdshengert, amelynek magassaga megegyezik alap-
korének atmérdjével. Szamitsuk ki, hogy a henger felszine, illetve térfogata hany
szézaléka a kap felszinének, illetve térfogatanak!
8. Hatarozzuk meg az m paraméter értékét ugy, hogy a

b

tg 2z =mctg x

egyenletnek legyen megoldasal
Oldjuk meg az egyenletet, ha m = 1.

[
O
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Az itt kittizttt feladatok jellegiikben hasonltk a felvételiken szereplé fela-
datokhoz, ezért j6 gyakorlasi lehet6séget adnak azoknak, akik felvétell vizsgara
késziilnek. Célszerd a feladatokat idére megoldani. A felvételiken 180 perc a
megoldasi id8. A feladatok teljes megoldésat nem kozoljiik. A feladatok vége-
redmeényét és néhany j6 tanicsot, amire a megoldas sordn tigyelni kell, lapunk
legkdzelebbi szamaban kozllink.

1. Oldja meg a kovetkezs egyenletet és egyenldtlenségeket!

a) Vdz +a2? =4—az; b) Vdv+2? <4d-z; ¢) Vdz +a? >4 -

2. Egy trapéz parhuzamos oldalainak hossza 1, illetve 4 egység, szarainak
hossza 2, illetve 3 egység. Szamitsa ki a trapéz 4tléinak hosszat!
3. Oldja meg az

:cz—a:y~2y2=0,
22°% 4% 4+ /222 +y2 = 12

egyenletrendszert!
4. Allapitsa meg, hogy az a paraméter mely értékeire lesznek az

22 — 2ax + 2% = 3a =0

egyenlet gyokei valésak, és ezek koziil melyik a-ra veszi fel az (21 — m2) a
legnagyobb értékét, ahol 1 és wo az adott egyenlet gyokei !

5. Az ABCD négyzet C csicsa az y tengelyre esik, a vele szemkozti csics
A(2,2). A négyzet teriilete 20 teriiletegység. Szdmitsa ki a négyzet ismeretlen
csticspontjainak koordinatait!

6. Oldja meg a

3(ctgz — tgz) = 2tg2x

egyenletet!
7. Egy mértani sorozat elsG eleme 3, az els6 n elem Gsszege 33, az els6 n elem

11
reciprokanak Gsszege —. Szamitsa ki a sorozat elsS n elemét!

8. Szabalyos négyoldali giléba olyan kockat frunk, amelynek négy csucsa a
gtla alaplapjan, a mésik négy csicsa pedig a gila oldalélén van. Igazolja, hogy

4
V1S§V)

ahol V; a kocka, V pedig a gila térfogata. Milyen feltételek mellett teljesiil az
egyenl@ség?

s,
S
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1. Egy derékszdgt haromszog befogéihoz tartozé silyvonalak hossza 3, il-
letve 4 egység. Szamitsa ki az atfogohoz tartozo silyvonal hosszat.
2. Az ABC héromszég A és C cstcsan dtmend kor az AB oldalt olyan D ,
a BC oldalt olyan E pontban metszi, hogy
CE=1, CD=BE=4 és AD =4BD.
Szamitsa ki a haromszog teriiletét.

3. Oldja meg a valés szdmok halmazan a
logw+1(2m2 -3z4+1)<2

egyenlStlenséget.

4. Oldja meg a valds szamok halmazén a kivetkezd egyenletet:

\/lﬁcos‘ig ~7c032§+sin2§= 2cosz + 1.

5. Az ABCDE gtla alaplapja az ABCD téglalap. AB =5, BC =2, EA=
3, EB = 4 egység. Szamitsa ki a gula BEC és ED éleinek hossz4t, ha a gula
térfogata a lehetd legnagyobb. Mekkora a gila térfogata?

6. Az T +y = 20 egyenletdi egyenesnek az z, illetve y tengellyel val6 met-
széspontjat jeldlje 4, illetve B, az origét jeldlje O. Irja fel annak az e egyenesnek
az egyenletét, amelyik parhuzamos az = = 3y egyenleti egyenessel, metszi az
OB szakaszt a C, az AB szakaszt a D pontban, és amelyre az OADC négyszog
tertilete 104 teriiletegység.

7. Oldja meg a valds szdmok halmazén a
(22)? — dzvm - 2m + 2™ 4t m—2=0

egyenletet, ahol m val6s paraméter.

8. Oldja meg az

P =y+z+2,
y2=z+m+2,
2 =g+y+2

egyenletrendszert a valés szdémharmasok halmazan.

92




499%.40

Hajnal Imre tandr ir emlékére
1

Hajnal Imre (1926-1996) az E&tvds Lorand Tudoményegyetemen szerzett
matematika~fizika szakos kozépiskolai tanari oklevelet. A hédmez&vasirhelyi
Bethlen Gabor Gimnaziumban, a szegedi Szakérettségis kollégiumban, a sze-
gedi Sagvéari Endre Gimnéziumban volt tanir. Matematika szakfeliigyelSként is
dolgozott. Eredményesen tanitott a specidlis matematika tantervi osztalyokban.
Kozépiskolak részére frt tankdnyveit, a kinyvekhez irt tanari segédkonyveit és
egyéb matematika szalkkdnyveit remélhetGen sokaig fogjak hasznalni,

1. BEgy haromszdg két oldalanak Ssszege 14 egység, a harmadik oldalon fekvd
szogek 30°, illetve 70° nagysagiiak. Szamitsa ki az oldalak hosszét, a hdromszdg
teriiletét, a haromszog koré, illetve haromszogbe irhaté kér sugarat!

2. Egy szamtani sorozat els§ tagja 30, differencija (—3). Szémitsa ki a
sorozatnak azt a tagiat, amely az elStte levs tagok Osszegének a nyolcad része!

3. Az ABCD trapéz egyik parhuzamos oldala DC = 8 egység, a szarak
hossza AD = 44/3, BC = 2v/10 egység; a BAD< = 60°. Szamitsa ki a trapéz
teriiletét!

4. Oldja meg a valés szamparok halmazan a

bz z—y
_ = 4 —_— =
2w/m_y+1/ =3, (yrae)(z-y+20)=0

egyenletrendszer!

5. Igazolja, hogy a

Ssszefiiggés minden hiromszdgre igaz!

6. Az (x—4)? + (y— 8)* = 32 egyenleti kirb6l az origon athalado e egyenes
8 egység hosszi hirt metsz ki. Irja fel az e egyenes egyenletét, és szamitsa ki a
kimetszett hir végpontjainak koordinatait!

7. Hatérozza meg, hogy az a paraméter mely értékeinél van a

ginta +cos?z +sin2z4+a=0

1
egyenletnek megoldésa. Oldja meg az egyenletet, ha a = 7 éshaa= —5

8. Az e és f parhuzamos egyenesek tavolsaga 4v/2 egység. Az e egyenesen
vegyiik fel az A és B pontokat ugy, hogy AB = 3v/2 egystg legyen. Az f

egyenesen vegyiink fel egy C pontot. Legyen P az AC szakasz egy pontja, a BP
egyenes D pontban metszi az f egyenest. Az e egyenestdl mekkora tavolsagra
fekszik a P pont, ha az ABP és a PCD haromszogek teriiletének Osszege a

lehets legkisebb? Mekkora ez a legkisebb tertilet?
Réabai Imre
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Radd Jdnos igazgaté dr (bardtom) emickére

1. Oldja meg a valés szampérok halmazan (R?) a kbvetkezs egyenletrend-

szert: .
z? —y? =2z — ), @® +1° =5(z +y).

2. Egy mértani sorozat elss és 6t6dik elemének szorzata 144, a masodik és a
negyedik elem kiilénbsége 18, Szamitsa ki a sorozat elsé elemét és hanyadosat.

3. Irja fel annak a kérnek az egyenletét, amely az y tengelyt az origéban
érinti, és érinti az z + y = 1 egyenletd egyenest is.

4. Allapitsa meg, hogy az m valés paraméter mely értékeire lesznek a
2z 4+ (2 - 2m)z+ (m? —4dm+1) =0
egyenlet gyokei valosak, és 4llapitsa meg ezekre az m értékekre az z; -z2 kifejezés
legnagyobb és legkisebb értékét, ahol z1 és wo az egyenlet gydkeit jelentik.
5. Legyen = > 0, y > 0 és z + y = 4. Igazolja, hogy

(+3)6+3)= ()"

6. Egy haromszog két oldaldnak hossza 12, illetve 24 egység. A kézbezért
sz0g szogfelezdje 8 egység. Szamitsa ki a két oldal altal bezdrt sz0get és a har-
madik oldalt.

7. Az ABCD négyzet AB oldalegyenesének egy P pontja a C, illetve a D
csticsoktol 5, illetve v/17 egység tavolsdgra van. Mekkora a négyzet oldala? Hol
helyezkedik el a P pont?

8. Oldja meg a valés szémpérok halmazén a
decos®z —4sing -siny —5=0

kétismeretlenes egyenletet.
Réabai Imre
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4 4 4
l.a)ng;b)z§~4vagy0§w<§;c)az>5.
44 1

2. Az 4tl6k hossza 4/ R illetve 4/ —; egység.

3. Mindkét egyenlet valamire nézve masodfoki. Az egyenletrendszer meg-
oldésai: ©1 = 2,11 = 13 3 = =2, 42 = —1;, z3 = V3, ys = V3 a4 =
—\/5) Ya = \/—3—-

4, Az egyenlet D diszkriminénsa D = —4(a%—3a) > 0,ha 0 < a < 3; ekkor
valésak az adott egyenlet gyokei.

2
Most p(a) = (&1 —z2)% = (D =)9—4 [a - %] Eza= g esetén a legnagyobb

0< —g < 3] , igy p (e) legnagyobb értéke 9.

5. Dolgozhatunk paraméter alkalmazésaval vagy a megfelel§ szerkesztés lé-
péseit szamitassal kbvetve. A megoldés sordn alkalmazhatjuk vektorok 90°-0s
elforgatésat, valamint Osszeadésat.

A feltételeknek két négyzet felel meg :

Bl(4; 6), 01(0; 8), D1(-2; 4), illetve B2(4; —2), 02(0; —~4), DQ(—z; O).

6.

™ T T T
1131,71——-6-4-71,'5—, n €7, .’Iiz,k—-—?;-!-k' 5, ke Z.

7. Mivel ¢ # 1 (¢ = 1 nem felel meg a feltételeknek), ezért ¢ = —2, n =5

adédik. A sorozat els§ n eleme:

3, —6, 12, —24, 48,

8. Ha a gutla alapéle a, magassaga m, a kocka éle b, akkor b = aa
azt kell igazolni,hogy
[ am ]3<é.a2m.
a+m -9 3

Ekvivalens atalakitasokkal kapjuk, hogy

(a +4m)(2a — m)? > 0,

fgy igaz az 4llitas. Az egyenldség m = 2a(3D = 2a) esetén teljesiil. A feladat
differencislszamit4s, valamint hdrom pozitfv szém szémtani és mértani kdzepe
kozotti egyenlStlenséggel is megoldhato.
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1. A befogokat ezittal 2a és 2b-vel, az 4tfogot 2¢-vel jeldlve a keresett stlyvo-
nal hosszéra s2 = ¢? = a?+b?. Az adatokbol Pitagorasz tételével s = a?+4b? =
9 és s = 4a® 4 b? = 16, Osszegiik Stodrésze a® + b® = 5, tehat s, = V5 egység.
— Célhoz értiink a befogok kiilon-kiilon vald kiszdmitasa nélkiil is.

2. A kérhoz B-b6l hiizott két szeld szakaszainak szorzata egyenls, BA-BD =
(BD+DA) BD = =5BD?*=BE - BC =4-(4+1) =20, innen BD = 2 és
BA =10. A 8 = ABC< = DBC<-re a DBC héromszdgb6l cosf = 13/20. A
keresett teriilet

1
5 BA-BC -sinf8 = 5v/231/4 =~ 19, 0 teriiletegység.

Mérethi abra szerkesztése: 1. oldalaibél a BC D haromszog, 2. az E osztépont,
3. kér a C, D, E pontokon 4t, véglil 4. ebb6l BD kimetszi A-t.

3. A bal oldalnak akkor van értelme, ha egyrészt az alap z +1 > 0, de
z+ 1% 1,azaz x > —1, de z # 0, és ekkor a jobb oldalon 2 = log,_ (= + 1)?,
masrészt ha a zaréjelben 222 — 3z + 1 = (22 — 1) - (¢ — 1) pozitiv, ez kizérja a
0,5 < z <1 értékeket.

Marmost ha az alapra z +1 > 1, azaz = > 0, akkor a logaritmus-fiiggvény
monoton ndvé, a kévetelmény: 222 — 3z + 1 < (z + 1)2, rendezve z(z — 5) < 0,
azaz 0 < z < 5. Egybevetve a kévetelményeket, & megoldas, ha 0 < z < 0,5 és
hal<z <5,

A bal oldal értéke pl. x = 0,4 mellett log; ,0,12 = (1g0,12) : (Ig1,4) =
—~6,301 és z = 3 mellett lg, 10 = 1,661, valéban kisebbek, mint 2.

Ha pedig az alapra0 <z +1< 1, azaz —1 <z <0, akkor 22% -3z +1>
(z +1)?%, tehat ha o < 0 és ha = > 5. Egybevetve —1 < z < 0.

Az adott egyenldtlenség teljesiil, ha —1 <z < 0,5,dez #0éshal <z <5.

T z
4, A sin? Z=1- cos? 7 helyettesités utan a négyzetgytkjel alatt

2
(Alcos2 g - 1) = (2cosz +1)?

all, tehét az egyenlet
|2cosz+ 1] = 2cosz + 1.

Ez teljesiil, ha a jobb oldal nem negativ: cosz > —0,5 és
:327—r+2mr§m§—2§7£+2n7r nez

5. Az FAB haromszégben E-nél derékszdg van. F tavolsaga AB-t6l FA -
EB/AB = 2,4, A térfogat akkor a legnagyobb, ha e lap forgatdsaval E legma-
gasabbra jut, vagyis ha ez a lap mer8leges az ABCD alapra. Ekkor a térfogat
5:2-2-2,4/3 = 8 térfogategység. Ekkor FAD és EBC is derékszdgl harom-
szdgek, ED = V13, EC = V20 egység.

6. Az OAB egyenl§ szara derékszégi haromszig teriilete 200 teriiletegység, a
levagott BDC haromszdgé 96 teriiletegység. Legyen D abszcisszédja d, vetlilete




OB-re E, ekkor BE = d és EC = d/3, ezekkel BDC teriilete 2d®/3, tehat
d = 12. C kordinatija 4, a keresett egyenlet y = x/3+4, méasképpen z = 3y—12.

7. A gybkvonis miatt csak m > 0-r6l lehet sz6, és ekkor 2™ > 1. A diszk-
riminansra D/16 = m - 2™ — 2™ —m + 2 = (m — 2)(2™ - 1), a mésodik
tényez§ nem lehet negativ. D = 0 és két egyenls gydk adédik, ha m = 2 — ekkor
Ti,0 = V2 — és ha 2™ — 1 = 0, azaz m = 0, ekkor z1,2 = 0. m > 2 esetén két
kiilénb6zd valés gyok van:

19 = % (\/m “m £ 1 /(m — 2)(2m — 1)) .

8. A hérom ismeretlen szerepe egyenrangi. Nulldra redukaldsok utén bar-
melyik két egyenlet killénbsége szorzatts alakithaté. Az elsg kett6bsl (z—y)(z+
y + 1) = 0, a megoldés kettésgazik aszerint, hogy
(la) —y=0, azaz z=y vagy (1b) z+y+1=0.

Ezt ismételve a méasodik és harmadik egyenletre:

(2a) y—2=0 vagy (2b) y+2z+1=0.

Ezeknek az els6fokt egyenleteknek a négyféle parbaallitdsa mellé barmelyiket
vehetjiik az eredeti masodfoki egyenletek koziil, mindegyik esetben két meg-
oldast kapunk. Az els6 kettében z = y = z és kdzbs értékiik 1+ V3, illetve
1 — V3. A tovabbi 3-3 megoldas az 1,1,—2 és a —1,—1,0 szémharmasok per-
mutélaséval adédik. Lényegében tehat négy kiilénb6z6 szdémharmas elégiti ki az
egyenletrendszert.

Harmadszor nem ismételhettiik volna a fenti fogést, gyokrendszert veszte-
nénk, mert az Ugy adédé z — z = 0 egyenletet mar megkaphatnink, mint
(1a) + (2a)-t is és mint (1b) — (2b)-t is.
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1. Legyen a 30°-0s szdggel szemkdzti oldal z hosszusagi. Ekkor szinuszté-

x sin 30° , "
tellel T2 = snoe © =~ 4,86, 14 — z = 9,14 egység. A 80°-0s szdggel
szemkozti oldal szintén szinusztétellel szdmithaté ki, y = 9,57 egység. A ha-

romszog teriilete T' = 21, 87 teriiletegység, a haromszog koré irhaté kor sugara

r = x = 4,86 egység, a haromszdg beirt korének sugara o = —= 1,86 egység,
ahol s a haromszdg keriiletének a, fele.

2. A feltétel szerint ay = 30, d = —3 és 8a, = Sn_1, azaz
-1
8(30 + (n - 1)(~3)) = “==(60 + (n - 2)(~9)),

ahopnan n? — 39n + 198 = 0, azaz n = 6 vagy n = 33.
Igy as =30+ 5 (—3) = 15 és azz = 30 + 32(—3) = —66.

3. A trapéz magassaga m = 4v/3sin60° = 6 egység. A C ponton 4t az AD-
vel parhuzamos egyenes az AB egyenest E pontban metszi. Legyen KB = z.
A CEB haromszégben a, koszinusztétel alkalmazasaval 40 = 48 + 2% — 2-4V/3 -
- cos60°, ahonnan 2% — 4v3z +8 = 0, 71 = 2V3 + 2, 73 = 2v/3 — 2 egység.
A feltételeknek két trapéz felel meg, ezekben (AB); = 10 +2v/3, (AB)y = 6 +
2v/3 egység, igy a teriiletek: T} = 54+6v/3, illetve Ty = 42+ 6v/3 teriiletegység.

4, A mésodik egyenletb8l y = —4z vagy © — y = —20. Ha y = —4x, akkor
2\/ % +4/ §_1§ = 3, azaz minden 0-t6l kiilénb6z6 x szdm megoldas, tehat ekkor

5z
az z =t, y= —4t, t € R\ {0} szdmpérok a megoldasok.
Ha = — y = —20, akkor 2 Sz -+ - = 3, ahonnan z1 = —4, 23 = —1,
—20 5z

igy y1 = 16, y2 = 19. Ez a két szdmpér is megoldas. (Az (z1, y1) szdmpér kdzte
van az el6bb kapott végtelen sok szampar kozott.)

5. A szinusztétel, majd a sinz — siny = 2cos - sin és a sinz =

g8+

v .
0, ad6-
7 7 0,add

25in = cos = azonossagok alkalmazasaval, felhasznélva, hogy cos
dik, hogy

b—c sinf—siny 2003é42*—“1-sin[i;—'Z QCOSE%J'SiDE%l sin 857

a sin o sin(8 + ) - 2cos &2 - sin 247 - sin 231
(Az &llitast geometriai abra segitségével is igazolhatjuk.)

6. Az r = 4/2 egység sugart kérben a 8 egység hosszt hirok a kdzépponttol
d = 4 egység tavolsdgra vannak. (Ezért az x = 0 egyenlet( egyenes megoldas.)
Minden olyan egyenes egyenlete, amely 4tmegy az origon, Az + By = 0 alakban
frhat6 (A2 + B? > 0). A kor (4;8) kdzéppontja a keresett egyenestsl 4 egység
tavolsagra van, tehéat
_ |[4A+8B]

4=
VAT 1 B2
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amib8l /A2 4+ B2 =|A +2B|, B(3B +44)=0.

Ha B =0, akkor A = 1 megfelel, igy = = 0 a keresett egyenes, és a metszés-
pontok Pi(0;4), P2(0;12).

Ha 3B+4A = 0, akkor A = 3, B = —4 megfelel, a keresett egyenes egyenlete
3z — 4y = 0, a metszéspontok

16 12 48 36
i P —;—).
P3(5,5>> 2(5,5>
(A feladat sokféle mo6don, igy trigonometria alkalmazésaval is egyszerfien meg-
oldhato. Hogyan?)

7. Alkalmazhatjuk a

- 1-cos2z\*> 1 9
sin“ e = | ——— =Z(1—20082£E+COS 2x)

és a

1+cos2z\? 1
costx = (—————2——> = Z(1+2 cos2z+cos? 2z), majd cos® 2z = 1—sin® 2z

azonossagokat, Rendezés utdn a sin? 2z — 2sin 2z — 2 — 2a = 0, azaz a (sin 2z —
1)? = 3 + 2a egyenletet kapjuk. Ennek akkor van megoldasa, ha 0 < 3+2a < 4,

3
: _S<a< =
azaz ha 2_(;_2 X
Ha a = 5 akkor sin2z = 1, z = -E—i—kﬂ', ke Z haa= > akkor

3
sin2w=—1,w=~zl7i+k7r,kez.

8. Legyen = a P pont tivolsiga az e egyenest6l, ekkor 0 < z < 4v2. Az

ABP és a CDP haromszdgek hasonlésaga folytan D—C = ¥ -z, azaz DC =

3v2
3\/5-——-—4‘/5““3.

T
A sz6banforgb két haromszog teriiletének Osszege

1 1 —z)?
T(z) = —-3\/§w+—-3\/§m = 3—@ 2m+§—2- — 24,
2 2 7 2 T
ahol 0 < z < 4v/2. Tudjuk, hogy ha A > 0 és B > 0, akkor A+B > 2V AB, és az
: 2
egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha A = B. Most 2z -+ %— > 2-4/2x - %2- =16

és2w=%,ham=4.

. 2
Igy T > % 16 — 24 = 24(v/2 — 1). A legkisebb teriiletosszeg Tmin =

24(V2 — 1) teriiletegység, és akkor a P pont z =4 (0 <4 < 4v/2) tavolsagra
van az e egyenestél.
Rabai Imre
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1. Az elss egyenlet (z — y)(z+y — 2) = 0 alakban is irhaté. Ha z = y, akkor
222 = 10z, igy a megoldasok z; = 0, y1 = 0 és z3 = 5, yp = 5.

Ha 2 +y = 2, akkor 2% + (2 — z)? = 10, a megoldasok z3 = 3, y3 = —1 és
g =—1,y4 = 3.

2. Ha az els§ elem a, a hanyados ¢, akkor
a-ag* =122 & ag-— aq® =18,
azaz (aq?)? = 122, tehét a harmadik elem a3 = 12 vagy ag = —12, igy
12

1
A megoldasok: Ha g = 2 akkor @ = 48, ha ¢ = —2, akkor @ = 3, ha ¢ = 2,

akkor ¢ = —3 és ha g = ———;—, akkor ¢ = —48.

3. Az y tengelyt az origéban érint6 kérdk egyenlete (v — u)? + y? = u?.
Ezen korok koziil azok érintik az y = 1 — x egyenletd egyenest, amelyekre a két
vonal egyenlete altal alkotott egyenletrendszer megoldédsa soran kapott (z-re
vagy y-ra) masodfokt egyenlet diszkriminansa nulla.

(z —u)?+(1—z)? =42, 222 —2(14 w)z +1 =0,

D =4(u+1)?—8. D = 0 pontosan akkor, ha u = —1 + v/2 vagy u = —1 — V2.
A feltételeknek két kor felel meg, ezek egyenlete:

P4+ +(2-2v2)z=0 vagy 2?4y +(2+2V2z=0.

(A feladat sokféleképpen oldhaté meg. Keressen mas moédszereket is.)
4. Az egyenlet gySkei akkor valés szamok, ha az egyenlet D diszkrimindnsa
nem negativ, azaz ha

(2-2m)>—4-2-(m®>—4m+1) >0, azazha 3-2V2<m<3+2V2

m? —4m+1

5 = %(m —2)2 - g, igy az m-re vonatkozé feltételbsl

Most, T1Tg =

(m — 2)-re
1-2V2<m—-2<1+2v2, tehat 0< (m—2)?<(1+2v2)2

Igy
1 1 3
—g g§(m~2)2-g=m1m2§ S(1+2V2)2 - = =3+2v2.

x122 legkisebb értéke tehat —g (ha m = 2), legnagyobb értéke 3 + 2v2, ha
m=3+2v2.

A0

—12
—q——12q=18 vagy2¢® +3¢—2=0  vagy ——+12¢=18;2¢>—3¢—2=0.
q




5.Haz >0,y > 0ész+y = 4, akkor az z+y > 2./Ty azonos egyenlbtlenség
1 1
alkalmazisaval 4 > 2./zy, tehat zy < 4, o > 1 és gy

1 1 1 13 13 (7\?
s+ o) (34t )=0r 43 2 g Sng 2o (1)
z y Ty Ty Ty 4 2

Az egyenl@ség pontosan akkor teljesiil, ha z =y = 2.

6. A haromszog belss szdglelez8je a szemkozti oldalt az 6t kdézbezard két
oldal aranyaban osztja, {gy az ismeretlen két oldal két részét jeldlje x, illetve
2z, a keresett sz6g v. A két részharomszogben felirhatjuk a koszinusztételt.

a:2=122+82—2-8~12-cos%,4m2=242+82-2-8'24-cos%.

1 .
Az egyenl$ egyiitthatok moédszerével cos% =5 o= 47, Igy % = 60°, v =

120°; a harmadik oldal 3z = 12v/7 egység.
(A feladat mas modokon is megoldhato.)

7. Az elemzd &brén vegyiik fel a P pontot az AB szakaszon beliil és legyen
AP = z, a négyzet oldalst jeldlje a. (Az AB szakasz egyenesét tekintsiink olyan
szdmegyenesnek, amelynek origoja az A pont. Igy a P pontnak az x valés szam
felel meg.) Ezek szerint PB =qa — 2, PD = V17, PC =5, AD = BC = a.

Az APD és a BPC derékszogi haromszogre alkalmazhatjuk Pitagorasz téte-

) a? - 8 a?—8\"
lét. a®+z% = 17, a®>4-(a—z)? = 25, ahonnan z = 5a , tehat a?+ <T) =
17.

5a* — 84a% + 64 = 0, a* = 16 vagy o =

2 ol

igya=4ésekkorm=1vagya=—ggé ekkor z = ——=

Az elsé esetben a P pont az AB szakaszon beliil van, a mésodik esetben az
A végponti AB félegyenes kiegészit§ félegyenesén.

8. Azonos atalakitdsokkal (cos?z = 1 — sin® z) és rendezéssel az egyenlet
(2sinz + siny)? 4 cos? y = 0
alakban frhato, igy cosy = 0 és 2sinx +siny = 0. cosy = 0, ha y = g- + I,

leZ.
1
Hay = g—i- 2kn, k € Z, akkor siny = 1, sinz = — gy z = —% + 2nmw vagy

:v:—?g+2n7r,nez;
37 . X 1, T
ha y = 5 + 2km, k € Z, akkor siny = —1, sinz = 3 fgy ¢ = 3 + 2nm vagy

5
:c=—67£+2n7r,n€Z.

(M4s modokon is megoldhaté a feladat.)
Raéabai Imre




