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A meérés 1.

A megismerés szintjei

frta: dr. Majoros Maria

1977-ben kezdtem el tanitani. Az els6 munkahelyem egy zenetagozatos zugldi altaldnos
iskola volt. Az els¢ iskolai tanitvdnyaim tehat tobbnyire j6 csaladdi hattérrel rendelkeztek, a
sziileik odafigyeltek a gyerekek iskolai teljesitményére. Ennek ellenére a matematika tanitasa
soran sokszor iitkoztem megértési problémakba. Miutan egyiittmiikodo, az orakon figyeld, a
hazi feladataikat elkészit gyerekekrdl volt sz0, igy mar rogton a tanitas kezdetén felvetddott
bennem a kérdés, a tanitds altal kovetett felépités, és a magyardzatok sordn alkalmazott
modellek valoszintileg rosszul illeszkednek a gyerekek egy részének a gondolkodasédhoz. Egy
osztalyon beliil kortilbeliil a gyerekek 25%-a értette meg tokéletesen a tanitott anyagot, 50%-
nak voltak kodos, valamennyire jo elképzelései, és 25% tokéletesen hibasan hasznélta a
fogalmakat, jollehet minden gyerek ugyanazt a magyarazatot hallgatta meg, és ugyanazokon a
feladatokon probalhatta ki a tudasat, hiszen mindnydjan az én matematika 6rdimon iiltek.

Miutén borzasztdan zavart, hogy a gyerekek nem értik rendesen a fogalmakat, ezért egy 1d6
utan elkezdtem olyan — tobbnyire pszicholdégusok altal irt — konyveket olvasni, amelyek az
emberi ismeretszerzésrl szoltak. Ugy gondoltam, hogy ennek jobb megértése, és a
matematikara torténd alkalmazasa talan elvezethet ahhoz, hogy a tanari munkam soran olyan
magyarazatokat tudjak kialakitani, amelyek kozelebb éllnak a gyerekekhez, és ez altal
csokken azoknak az ardnya, akik téves vagy homalyos fogalmakat alakitanak ki.

fgy jutottam el azokhoz az elméletekhez, amelyek a megismerésnek harom szintjét
kiilonboztetik meg:

1. A vilag érzékletes, cselekvés ttjan torténd megismerését
2. A képzetszintli megismerést
3. A fogalmi szintli megismerést.

Ha az ember fejlodésére alkalmazzuk ezt a modellt, akkor a sziiletés utdni idészakra a
tapasztalas utjan torténd ismeretszerzés a jellemzo. A kisgyerekek mindent megtapogatnak,
megizlelnek, stb. Illyen mddon alakulnak ki az elsd elképzeléseik a vilagrol.

A tapasztalatok fokozatosan képzetekbe mennek at, tehat az egyes tapasztalatokhoz vagy azok
egylittes¢hez belsdé képek kapcsolodnak, amelyeket a gyerekek rajz Utjdan meg tudnak
jeleniteni. A rajzok és a képzetek mar egyfajta siiritést tartalmaznak, a dolgok lényeges
tulajdonsagait emelik ki. Nagyon fontos tudnunk, hogy a Iényeges kétféle szempont szerint
jon 1étre: egyrészt objektiv szempontbol 1ényeges elemeket, mésrészt az egyén szempontjabol
fontos elemeket tartalmaz. A pszichologusok ezért tartjdk nagyon fontosnak a gyerekrajzok
elemzését. A szubjektiv torzitdis a megismerés minden fazisdban megjelenhet. (Itt
emlékeztetnék arra, hogy kordbban az azonossagok tanuldsa kapcsan mar beszéltiink arrol,
hogy a nyelv tanuldsa soran is megjelennek ilyen szubjektiv elemek.)
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A képzetszintli megismerést koveti a fogalmi szintli gondolkodéds, amely mar semmilyen
hasonldésagot nem mutat az abrdzolt valosdggal. A jel elvalaszthatatlan 1ényege, hogy
onkényes, a matematikai jelek ugyanugy, ahogyan a nyelvi jelek is.

Az absztrakt matematikai fogalmak kialakulasa kozben megfigyelhetd szubjektiv torzitasokat
én két jol elkiilonithetd okra vélem visszavezetni. Mindkét torzitast a tanulds folyamatanak

rrrrr

megbizhato tudés 1étrejonni.

1. Az egyik torzitast a matematikusok nagyon régota ismerik. Az els0 pontos leirasat
Beke Mano adta meg. A matematikadidaktikai szakirodalomban hamis analogia néven
talaljuk meg.

Hamis analogidhoz vezet, ha a gyerekek nem a Iényeges tulajdonsdgok alapjan
hasznalnak egy fogalmat vagy jelet, hanem bizonyos felszines hasonldsagok alapjan.

Nézziink néhany példat a hamis analogiakra:

a. Az elgjeles szamok tanitasanal tomegesen eléforduld hiba, hogy a gyerekek nem
elemzik a szdmokbol és miveleti jelekbdl vagy eldjelekbdl allo jelsorozatot.
Ilyenkor taldlkozhatunk példéul a kovetkezd hibaval:

-3 - 5 =(+8), mert ,,Minusz, minusz az plusz.”
Itt kétféle helyes értelmezést is adhatunk:

0—(+3) - (+5) =
(-3) - (+5) =

b. Vegyes szamok szorzasanal figyelheté meg a kdvetkezo hiba:

3403612
577 735

A feladat helyes megoldéasa ismét a helyes értelmezésen mulik.

5 7 5 7

c. Az azonos atalakitdsoknal nagyon gyakran taldlkozunk azzal a hibaval, hogy az
atalakitasok soran egy id6 utan a gyerekek az egyenldségjel miatt egyenletként
értelmezik a kifejezést, ezért beszoroznak a nevezdvel.

3x+1, 2x=3 _5x=2 _ (x+ )’ —1)+(2x=3)x* =x)=(sx=2)" +x)
x x+1  x-1 x(x=1)x+1)
(3x+ 1)()c2 —1)+ (2x—3)()c2 —x)— (5x—2)()c2 +x)= 0
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d. Nagyon durva esetben figyelhetiink meg olyan hibakat, amikor a fliggvények
megjeldlésére hasznalt betliket ismeretlenként kezelik a gyerekek:

sin x
=5

COS X

in
L3
co

Magantanarként talalkoztam ehhez hasonl6 sulyos értelmezési hibaval:

tgx =§ egyenlet esetében a gyerek az egyenléség mindkét oldalabol ki akart

vonni tg-t. A téma alapjan nem nehéz kikdvetkeztetni, hogy érettségi elott egy-két
évvel tortént mindez. A matematikai tanulmanyoknak még ebben a nagyon
elérehaladott allapotaban is meg lehetett tanitani a helyes értelmezést.

Ezeknek a hibdknak a szamat tigy tudjuk csokkenteni, ha minden esetben ragaszkodunk a
feladatok értelmezéséhez. Példaul az ,,a” esetben arra kérjiik a gyerekeket, hogy dontsék
el, miveleti jeleket latnak-e vagy eldjeleket. Ennek eldontése tobbnyire nem konnytl
feladat, mert eldszor olyan valaszokat kapunk, hogy ,,minuszt” 14t. Itt ragaszkodnunk kell
ahhoz, hogy olyan széhasznalatot alkalmazzanak, amellyel a miiveletet és az eldjeleket
képesek hatarozottan megkiilonboztetni. Miutan tisztaztuk, hogy kivonast latunk vagy
negativ szamot, utana arra kérjiik 6ket, hogy tegyék ki a hianyzo eléjeleket. Es ekkor tjra
értelmeztetjiik a feladatot, majd visszakérdeziink arra, milyen hibat kdvettek el, amikor
,minusz, minusz egyenld plusz” valaszt adtak. Végiil megkérjik a gyerekeket, hogy
mondjanak példat arra, amikor helyes az altaluk adott értelmezés.

Sokan igy gondolhatjak, hogy nem lehet egy ilyen apré hibara olyan sok id6t elpazarolni.
Valdban ugy tlinhet ilyenkor, hogy nagyon lassan haladunk. Nem szabad azonban szem
elott tévesztenilink, hogy ilyenkor nem ismeretet kozliink vagy tanitunk, hanem valami
nagyon alapvetd matematikai képességet fejlesztiink. Ha ezek a képességek 1étrejonnek,
akkor késébb sokkal nagyobb sebességgel tudunk haladni, mig ellenkezd esetben az
alapvetd értelmezésbdl fakadd hibak egyre jobban lassitjdk, esetleg a tanulményok
végéhez kozeledve akar lehetetlenné is teszik az ismeretek atadasat.

Az elején azt irtam, hogy a matematikadidaktika altal hamis analogiaként megjeldlt hibak
a tanulés elkertilhetetlen velejaroi.

A matematikai pszichologia H. Aebli munkassaga ota szokas-cselekvésként azonositja ezt
a hibat. A szokas-cselekvések a feltételes reflexekhez hasonléan mikddnek. Az emberi
¢let minden teriiletére kiterjednek, nagyon sok esetben reflex-szertien reagalunk dolgokra.
Ezek e reakcidok természetesen attevddnek a matematikara is, a gyerekek ilyenkor a
matematikai jelekre vagy jelsorozatokra, mint vizudlis ingerre reagalnak. A helyes
matematikai gondolkodés részben azaltal jon 1étre, hogy a gyerekek felismerik, miért nem
alkalmazhatok a szokas cselekvések matematikai problémak megoldasa soran. Ezaltal
tanuljadk meg, hogy minden matematikai kifejezés felépitését, a benne eléfordulo
szimbolumokat elemezni kell. Ez adja meg azt a helyes értelmezést, ami alapjan jo
kovetkeztetéseket lehet levonni.
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A szokés cselekvések gyakorisagat ndveli, ha a gyerekek gondolkoddsa nem elég
absztrakt, tehat minden olyan gyereknél megfigyelhetd, akinek a matematikai képességei
nem kiemelkeddk. Megfeleld fejlesztés hatdsara elérhetd, hogy az elemzd gondolkodas
fokozatosan felvaltja a felszines hasonldsagok alapjan végzett kovetkeztetéseket.

Nagyon fontos kitérniink arra is, hogy a szocio-kulturalis kornyezet nagy befolyassal van
az értelmi fejlédés e teriiletére. Azok a gyerekek, akik olyan csaladokbol jonnek, ahol a
dontések tobbsége ugynevezett presztizsorientdlt dontés abban az értelemben, hogy
példaul a csaladfé itéletei megkérddjelezhetetlen igazsdgként hangzanak el, sokkal
nehezebben tanuljdk meg a matematika altal megkovetelt elemzd gondolkodast. Az ilyen
gyerekek akkor érzik magukat biztonsdgban, ha szabalyokat mondanak nekik, amiket 6k
gondolkodés nélkiil alkalmaznak.

2. A masik szubjektiv torzitas az emberi ismeretek felépiilésének térvényével hozhato
kapcsolatba. A matematikai fogalmak jelentése azonos azokkal a tapasztalatokkal
¢s/vagy tevékenységekkel, amelyeket a gyerekek a fogalommal kapcsolatban
szereztek vagy elvégeztek. Osszegylijtottem néhdny a gyerekektél szarmazé
értelmezést, ami plasztikusan mutatja, hogy ez tényleg igy van.

a. Ha megkérdezziik a gyerekektdl, mi a fliggvény, akkor tobbnyire azt a valaszt
kapjuk, hogy van grafikonja. Néhanyan az értéktablazatot emlitik. Attol, hogy
torténni, ha a definiciéval kapcsolatban nincsenek olyan tevékenységekhez
kotott tapasztalataik, amelyek elvezetnek az absztrakt fogalomhoz.

Jelenleg a matematika oktatasat alapvetden egy mennyiségi szempont
hatdrozza meg. Tehat egy-egy fogalom bevezetése utdn minél gyorsabban
szeretnénk eljutni annak alkalmazasahoz, igy a gyerekek a fogalmakat az
alkalmazashoz kotik.

b. Az egyenlet fogalmaval ugyanez a helyzet. Arra a kérdésre, hogy mi az
egyenlet a gyerekek szinte kivétel nélkiil azt valaszoljak, hogy hozzaadunk,
kivonunk egészen addig, amig meg nem kapjuk az x-et.

Ebben az esetben is a fogalom azzal a tapasztalattal lesz azonos, amit azzal
kapcsolatban szereztek, €s ez a gyok mérlegelv alapjan térténd megkeresése.

c. A primtényezds felbontast ugyanugy azzal az eljarassal fogjak azonositani,
aminek segitségével a primtényezdket megkeressiik.

d. A teriiletet szintén a teriilet kiszamitdsdnak modjaval azonositjdk a
tanitvanyaink. Ha megkérdezziikk tOlik, mi a terlilet, akkor &ltalaban
visszakérdeznek: attol fiigg, minek a terliletérél van sz6, mert példaul a
téglalap teriilete # = a - b.

Ezeket a valaszok matematikai szempontbol megitélve helytelenek, az emberi ismeretek
felépiilése szempontjabol torvényszertiek. Tulajdonképpen minden ilyen a gyerekektdl
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szarmazo értelmezés visszatiikrozi azt, hogy mennyire volt statikus, kevés és nem a lényeghez
kapcsolddo tapasztalathoz kotott egy-egy fogalom tanitasa.

Felvetddik a kérdés, hogyan tudjuk a gyerekeket olyan tapasztalatokhoz juttatni, hogy a
kialakulé matematikai fogalmak tartalmukat tekintve kozelebb alljanak a tényleges definicio
tartalmahoz.

Nagyon valtozatos tevékenységekhez kell kotni egy-egy fogalom kialakitasat. Példaul a
primtényez0s felbontas tanitdsanal sokkal kevésbé alakulnak ki a gyerekek gondolkodasaban
a fentiekhez hasonld statikus elképzelések olyan feladatok hatasara, amilyenek az Apaczai
Kiad6 gondozasaban megjelent 6. osztalyos tankonyvben talalhatok.

Erdemes Dienes Zoltanra hivatkoznunk, aki ugy gondolta, hogy nyitott fogalmakat kell
tanitanunk. Ez alatt kétféle dolgot értett:

e A fogalmak folyamatosan bdviilnek a decemberi cikkben bemutatott asszociacios
haléhoz torténd kapcsolddassal. Aki visszalapoz, ott talal erre példat.

e Masrészt a fogalmak tartalma jabb ¢és Ujabb tapasztalatokkal jelentdsen valtozik.
Gondoljunk a fiiggvény fogalmara, vagy az egyenlet fogalmara, amelyek az évek
folyaman jelentds tapasztalatokkal béviilnek.

Levonhatjuk tehat a kovetkeztetést, hogy a szemléltetés és a tapasztalatszerzés alapvetden
befolyasoljak azokat az absztrakciokat, amelyek egy-egy fogalom alapjat képezik. Pontosan
ezért a szemléltetés elemzésével folytatjuk.
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