Algoritmusok

El6zmények

A koészegi matematika tanartovabbképzésen a tavalyi évhez hasonloan idén is a 7.
osztalyt végzett didkokkal dolgozhattam egyiitt. A diakok tigyesek és lelkesek voltak,
szakmailag nagyon szép, eredményes munkat végeztek.

Az alabbiakban az 6rai feladatokat és elhangzott megoldasaikat ismertetem. A didkok
nagyfoku érdeklodésére jellemzd, hogy a kitlizott problémakra altaldban tobb megoldast is
talaltak; ezek koziil a lényegesen kiilonbozoket és az érdekesebbeket igyekeztem mind
megemliteni.

Mivel ebben a cikkben az 6rak tényleges szakmai menetét kovethetjik végig,
célszertinek tiint a kitlizési sorrend helyett a megbesz¢élés szerinti sorrendben targyalni a
feladatokat. Az oran elhangzott elméleti megfontolasok és az egyes feladatok kozotti
kapcsolatok, a feladatmegoldasok Osszefliggései és hattere a megjegyzésekben talalhatok.
Ugyanitt javaslok néhany érdekes, az aktudlis témahoz kapcsolodo feladatot is.

Végezetiil néhany konyv, ahonnan a problémak dontd része szarmazik:

Hajnal Péter: Elemi kombinatorika feladatok, POLYGON, 1997.

Orosz Gyula — Majoros Maria: Tehetséggondozas matematikabol, Toth K. Kft.
Roka Sandor: 2000 feladat az elemi matematika korébol, TYPOTEX, 2000.

1. foglalkozas

1. feladat:

Ez egy blivészmutatvany. 27 kartyalapbol egyet kihtizatunk a didkokkal gy, hogy mi
nem latjuk a kivalasztott lapot. Ezutan a kartyakat egyesével harom 9-lapos kupacra osztjuk, s
megkérdezziik, hogy melyik csoportban van a kivalasztott lap. Miutan ezt megmondtdk a
didkok, 0sszegylijtjik a lapokat, s még kétszer elvégezzilk ugyanezt az eljarast. Végezetiil
néhany biivészkelléket felhasznalva (kartyalapok megfijasa, varazsigék mormolasa)
atlapozzuk a paklit, s egyszerlien megmondjuk, melyik volt a kivalasztott lap.

Mi a mutatvany magyarazata?

Megoldas:

Mindharomszor ugy gyijtjik Ossze a lapokat, hogy mindig kdzépre keriiljion az a
kupac, amelyben éppen benne van a kivalasztott lap. Ekkor tudjuk, hogy az els6 Osszegyljtés
utdn a 27 lapbol a kozEépso 9 valamelyike a keresett kartya. A masodik szétrakas ¢€s
Osszegyljtés utdn a kdzEépsdé harom lap valamelyike, végiil a pakli kdzepe, tehat a 14. lesz a
kivalasztott kartya.

2. feladat:

Egy sorozatot els¢ tagja 1, s minden tovabbi tagot ugy képezink, hogy az el6z0 tag
kétszeresét harommal megndveljiik. A sorozat elsé 100 tagja kozott hany 13-mal oszthatd
van?



Megoldas:

A sorozat tényleges tagjai helyett elég a tagok 13-asosztasi maradékait vizsgalni. Az
els6 néhany tag maradéka: 1,5,0,3,9,8,6,2,7,4,11,12, 1, 5 stb.

Eszrevehetjilk, hogy a 13. tagtol kezdve ismétlédés Kp fel. Az ismétlddésnek az az
oka, hogy csak 13-féle maradék lehet, tehat elobb-utobb biztosan talalunk egyezd
maradékokat.

A masik észrevétel, hogy mivel barmely tag csak az 6t kdzvetleniil megeloz0 tagtol
figg, az 1-esutdn szikségképpen ismét 5-0s kovetkezik, az 5-0s utan 0 és igy tovabb. Az
ismétlodd szamok egy 12-hosszi ciklust alkotnak.

Az els6 100 tag 8 ciklusbol ¢€s 4 tovabbi tagbdl all; mivel a 99. maradék 0, 6sszesen 9
darab 13-mal oszthaté szam van az els6 100 tag kozott.

Megjegyzések:

Néhany tovabbi felvetddott kérdés:

Melylk maradék hidnyzik a sorozatbol? Miért?

Mennyiben valtozik a megoldas, ha az 1 helyett mas kezddtagot valasztunk?

Véletlen, hogy 12 a periddus hossza?

A sorozat tagjai: 1,5, 13,29, 61, 125 stb. Ugy tlinik, hogy a szomszédos tagok
kiilonbsége (4, 8, 16, 32, 64) szabalyszertien ndvekvd 2-hatvanyokat ad. Valoban igaz ez a
sejtés? Miért?

Ugyanezzel a szaballyal megvizsgaltunk mas sorozatokat is. PL a 8-cal valo
oszthatdsadg szempontjabdl az egyes kezddtagokra a kovetkezd ciklusokat kaptuk: 1,5,5, ...;
2,7,1,5,5,..;3,1,5,5,...;4,3,1,5,5, ...;5,5,...;6,7,1,5,5, ...;0,3, 1,5, 5, ...

3. feladat:
Hanyfé¢leképpen rakhatunk sorba 5 egyforma golyot, ha mindegyik piros lehet vagy
kék?

Els6 megoldas:
Pl. a piros golyok szama alapjan osszeszamolhatjuk a szinezéseket. A kapott
eredményeket az alabbi tablizat mutatja:

piros golyok szama: 0 1 2 3 4 5
szinezések szama: 1 5 10| 10| 5 1

A 0 ¢és 1 piros golyokbdl allo esetek egyszertiek.

Ha 2 piros golyd van, és az elsé az 1-es, akkor a masodik 4 helyre kertilhet (1 — 2,
1-3,1-4,1-5); haa?2golyd kozil az elsé a 2-es, a masodik mar csak 3 helyre kertilhet
(2-3,2-4,2-5); végill még 3 esetet kapunk, 3—4,3-5,4 —5; dsszesen 10 eset.

A 3 piros golyo elhelyezése — szimmetria okok miatt — ugyanaz, mint a 2 piros golyoé.
(Ui ha 3 goly6 piros, akkor 2 kék.)

Egyébként a 2 piros golyod esete masképp is megszamolhato: ha az 5 helybdl 2-t kell
kivalasztani a piros golyok szdmdra, az elsét 5, a masodikat 4 helyre tehetjiik, ez 5-4 = 20
eset; de mivel minden lehetéséget kétszer szamoltunk (pl. 2 —5 ugyanaz, mint 5 —2), az
Osszes eset szama ennek csak a fele.

Osszesen 1+ 5+ 10+ 10+ 5+ 1 =32 lehetdséget kaptunk.



Masodik megoldas:
Mindegyik helyre 2-féle golyot tehetiink, egymastol fiiggetleniil; ez Ssszesen 2° = 32
lehetdség.

Megjegyzés:
Erdemes engedni, hogy mindkét megoldast elmondjak a gyerekek. Mindkettének
megvan a maga eldnye, mint a kdvetkez0 feladatban latni fogjuk.

4. feladat:

Szabalyos 5-sz0g cstcsait 2 szinnel, pirossal vagy kékkel kiszinezziik.
Hanyfeleképpen lehetséges ez? (Nem tekintiink kiilonbozoének két szinezést, ha forgatassal
egymasba vihetdk.)

Els6 megoldas:
PL a piros csucsok szama alapjan Osszeszamolhatjuk a szinezéseket. A kapott
eredményeket az alabbi tablazat mutatja:

piros csucsok szama: 0 1 2 3 4 5

szinezések szdma: 1 1 2 2 1 1

2 piros csucs lehet szomszédos vagy lehet kozottik 2 a 1 2
Ltavolsag”.

3 piros csucs esetén 2 kozilik mindig biztosan szomszédos,
legyen pl. ez a két csucs az 1-es és a 2-es; ezutdn a harmadik csucsot
kétfeleképpen valaszthatjuk. (Persze azt is megtehetjik — mint a 5 3
tovabbi esetekben —, hogy a szimmetriara hivatkozunk.)

Osszesen 1 +1+2+2+ 1+ 1=8szinezés lehetséges. 2

Masodik megoldas:

Mindegyik cstcs 2-fle lehet, egymasto] fiiggetleniil; ez dsszesen 2° = 32 lehetéség.
Azonban egy-egy szinezést altalaban Otszor szamoltunk, mert pl. a ppkkp — pkkpp — kkppp —
kpppk — pppkk szinezések forgatassal egymasba vihetok. Ez alol csak a ppppp, ill. kkkkk

5
szinezések kivételek. Igy az osszes lehetdség szama 2 -2 +2=8.
Altalanositas:
Ha egy szabalyos p-szog (p prim) minden csucsat g-féle szinnel szinezhetjiik ki, akkor
p_
az 0sszes szinez€s szama 9 -9 +q-
p
Megjegyzés:
, p_
Erdekes, hogy a 9 -9 tort, ahol p prim, mindig egész szamot ad. Ez azt jelenti, hogy
p

g° — q oszthato p-vel, vagy ha p és q relativ primek, q° ' — 1 oszthatd p-vel Ez Fermat tétele.
(Alkalmazasara lasd 36. feladat 3. megoldésat.)



5. feladat (5/1: a feladattipus elso példaja):

Egy 8x8-as tablazat bal also 3x3-as résztablajanak minden mez6jére egy-egy korongot
helyeztiink el. Barmely koronggal atugorhatunk vele élben vagy csucsban szomszédos
korongot, ha az érkezési mez6 iires. Ezekkel az ugrasokkal eljuttathatjuk-e a 9 korongot a bal
fels6 3x3-as sarokba?

Els6 megoldas:

Nem lehet eljuttatni a bal felsé sarokba a korongokat.

Szinezziik a tabazatot sakktablaszerien, legyen a bal als6 mez6 pl fekete. Ekkor az
ugrasok soran minden korong végig azonos szinli mezokon halad. Kezdetben 5 fekete €s 4
fehér mezOn alltak a korongok, a végallapotban 4 fekete és 5 fehér mezon kellene alniuk.

Masodik megoldas:

Szdmozzuk meg a tablazat sorait 1, 2, ..., 8-cal, s fjuk minden mezdre azt a szamot,
ahanyadik sorban talalhatd. Az ugrds sordn a korong mindig paros mezordl parosra,
paratlanr6l paratlanra ugrik. Kezdetben a korongok altal lefedett mezokon lévé szamok
Osszege 3-(1 +2 +3) =18, a végallapotban 3-(6 + 7 + 8) = 63 lenne. Az ugras soran az Osszeg
paritasa nem valtozhat, ez mutatja az ellentmondést.

Harmadik megoldas:

Savosan szineziink; az elsé sor legyen fekete, a masodik fehér, a harmadik ismét
fekete stb. Kezdetben 6 szinezett mezon alinak a korongok, a végallapotban csak 3 szinezett
mez6 lenne. Ez lehetetlen, mivel az ugrasok folyaman a kiindulasi és érkezési mezok azonos
szintiek.

Negyedik megoldas:
Az alabbi szinez¢s mutatja az ellentmondast (elég az egylkk szin onmagdban is).

314(3|4|3|4|3 |4
1(2(1]2|1]|2]|1]2
314(3|4|3|4|3 |4
12|12 |1]|2]|1]2
314(3|4|3|4|3 |4
12|12 |1]|2]|1]2
314(3|4|3|4|3 |4
1(2|1]2|1]|2]|1]2
6. feladat:

Osszeépithetiink 5 gyufaskatulyat tgy, hogy mindegyik pontosan 3 mésikat érintsen?

Els6 megoldas:
Az épités nem lehetséges.
Az érintkezéseket szamoljuk meg. Ha mindegyik skatulya 3 masikat érint, akkor ez

5:3 =15 érintkezEést jelent. Minden ,kapcsolatot” 2-szer szamoltunk, de % nem egész szam.

Masodik megoldas:



Ha kezdetben semelyik két skatulya sem érinti egymast, akkor a szomszédsagok
szama 0. Minden 1jabb skatulya felvételével a szomszédsagok szama paros sokkal (2, 4, 6)
nd. A tervezett végallapotban 15 szomszédsag lenne, s ez ellentmondas.

Megjegyzés:

A feladat tisztan grafelméleti, ezért hangsulyoztuk azt az érdekességet, hogy az
eredmény nem fligg a skatulydk alakjatol (A foglalkozison elhangzott pl a kovetkezd kérdés:
,Az épitkezés folyaman ki lehet nyitni az {ires skatulyat?”)

7. feladat (7/1):

Aladar egy dobozba valahdny goly6t helyezett el (liresen is hagyhatta), Béla
megprobalja kitaldlni a golyok szamat. Minden rossz tipp utdn Aladar egy ujabb golyot tesz a
dobozba. A jatéknak akkor van vége, ha tippjével Béla eltaldlja az éppen aktudlis
golydszamot. Hogyan jatsszon Béla?

Megoldas:

Az alabbi tablazat mutatja Béla egy lehetséges stratégiajat.

eltelt id6 0 1 2 3 4 5
feltevés a kezdeti golydszamra 0 1 2 3 4 5
tipp 0 2 | 4 6 8 | 10
tippelés sorszama 1 2 3 4 5 6

Eszerint Bélanak a paros szaimokat érdemes tippelnie. Ha a dobozban kezdetben X
golyd volt, (X + 1). probéalkozisra a 2X tippel talal.

Tanari megjegyzések:
Az algoritmus fogalmat elég tagan értelmeztiik a foglalkozasokon: adott kezdeti
allapotbol megengedett I€pések sorozataval eldirt célallapotot szeretnénk elémni.

A vegyes témaju feladatok az algoritmusok sokféleségét mutatjdk meg.

A 3. ¢és 4. feladat kicsit szamoltatja a gyerekeket €s a késObb felhasznalt Fermat-tételt
vezeti be; itt algoritmusnak az esetek rendszeres Osszeszamolasat tekinthetjik. Az
algoritmikus gondolkoddsra mutat példat a 6. feladat masodik megoldasa is.

Az algoritmus definici6jabol kiindulva a legtermészetesebb kérdés, hogy egy
célallapot egyaltalan elérhet6-e. Ha a valasz igen, meg kell adni egy konstrukciot; ha a valasz
nem, bizonyitanunk kell Erre az egyik leghatékonyabb eszkéz, mint lattuk a fenti
megoldasokban, az mvaridns mennyiségek modszere.

2. foglalkozas

8. feladat:

Jeloljiik az eléttiink tartott 3x3x3-as Rubik-kocka elsé, hatsd, jobboldali, baloldali,
also ¢és felsd lapjait rendre E, H, J, B, A, F betiikkel. Ekkor pl. a J1 forgatés azt jelol, hogy a
jobboldali lapon egyet forditunk (90°) az dramutatd jardsaval megegyez0 iranyban; vagy pl
H3 a hatso lapon jelol 3 forditast stb.



A rendezett kockaval folyamatosan, felvaltva E1 és J3 forgatdsokat végzink. Igaz-e,
hogy egy bizonyos id6 utdn a kocka ismét rendezetté valik?



Els6 megoldas (manualis konstrukcid):
Néhany didk hazament, "kirakta" a kockat (vagyis szinek szerint rendezte a lapokat),
majd bizonyos szdmu tekerés utan ismét megkapta az alapallapotot.

Masodik megoldas (egzisztencia):

A kockanak véges sok allapota van. Ez azt jelenti, hogy — esetleg nagyszamu tekerés
utdn — elébb-utdbb biztosan ismétlddni fog valamelyik allapot. Azt allitjuk, hogy a forgatdsok
folyaman nem johet létre olyan ciklus, amelybdl hianyzik az alapallapot.

Jeloljiik az alapallapotot A-val. Tegyiik fel, hogy a B allapotbol x szamu forgatas utan
a B-vel megegyez6 B' allapotba jutunk. Ez azt jelenti, hogy a kocka valamely helyzetéb61 X
szamut forgatva, ugyanazt a helyzetet kapjuk vissza. A kocka geometriai jellemzoi
fliggetlenek a szinezéstdl; ha az A kezddallapotbol végziink x forgatast, a fentieck miatt akkor
is vissza kell jutnunk az A alapallapotba. (Igy azt is megkaptuk, hogy a kezdéallapot
ismétlddik meg legeldszor.)

Megjegyzés:
A 2. feladat megjegyzésében lattunk példat ,vegyes™ és ,tiszta szakaszos” ciklusra is.

Harmadik megoldas:

A kocka els6 és jobboldali lapja lényegében haromfajta kis kockabol all els. A
lapkozEéppontt kiskockédk minden forgataskor megtartjadk helyliket. Az élkozép kockékat
egyiitt vizsgalva észrevehetjiik, hogy az alapallapotbol kiindulva, ha a feladatbeli E1 és J3
forgatdsokbol 14-et végziink, visszakeriilnek a helyiikre. A csucsokat alkoto kis kockéakrol
ugyanez 18 forgatas utan mondhatd el. Mivel a lapok kdzéppontjai helyben maradnak, ez azt
jelenti, hogy ha az alapallapotbol kiindulva a végzett forgatasok szama 14 és 18 kozos
tobbszorose, akkor a kocka ismét rendezetté¢ valik. 14 és 18 legkisebb kozos tobbszorose 126,
ennyl forgatds utan all vissza eloszor az alapallapot.

Vagyis ebben a megoldasban tobbet kaptunk: azt is meg tudjuk mondani, hogy
legkorabban mikor lesz ismét rendezett a kocka.

9. feladat (9/1):

Felirtuk a tablara 1-tl 10-ig a szamokat, majd valamelyik kettdt letoroltik, és
helyettikk felirtuk a kiilonbségiik abszolit értékét. Ezt az eljarast ismételgettiik addig, mig
végil mar csak egy szam maradt a tdblan. Lehet-e ez a szam 0?

Els6 megoldas:

Nem lehet.

A tablan minden lEpésben eggyel kevesebb szam lesz. Ha két azonos paritasti szamot
torliink le, helyettik paros szam kertil a tdblara; két kiilonb6z6 paritdsu szam helyett egy
paratlan szamot frunk vissza; vagyis a tablan 1évé pdratlan szamok szama vagy valtozatlan
marad, vagy kettOvel csokken. Kezdetben 5 paratlan szam volt a tdblan, ezért az utolsé szam
is paratlan lesz.

Masodik megoldas:
Invaridns mennyiség pl. a tablan 1év6 szamok Osszegének a paritasa. Ez kezdetben 55,
minden Iépésben csak paros sokkal valtozhat, tehat a 0 végallapot nem érhetd el

10. feladat (9/2: a 9. feladat folytatasa):



Az el6z0 feladatot modositjuk: lehet-e az elért szam pl. 7?

11. feladat (9/3):
Mutassuk meg, hogy a 9. feladatban végallapotként barmelyik pératlan szam elérhetd.

Megoldas (vazlat):
Egy lehetséges gondolat: pl a paratlan szamot kihagyjuk, s a tobbi segitségével elérjik
a 0-t.

12. feladat (12/1):

Egy kocka csucsaiba egy-egy szamot irtunk. Egy lépésben valamely ¢l végpontjaiban
allo szamokat eggyel-eggyel megndvelhetjiik. Elérheté-e néhany lépés elvégzésével, hogy
minden csucson azonos szam alljon, ha a szimozis az alaplapon korben 1, 2, 3, 4, a fedélapon
5,6, 7,87 (Az 1-es felett az 5-6sall stb.)

Megoldas (vazlat):
Viszonylag konnyen elérhetd a csupa egyforma helyzet, a didkok tobb konstrukcidt is
adtak.

13. feladat (12/2):
Az el6z0 feladatot modositjuk, a szamozas 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0. Elérheté-e, hogy
minden csucson azonos szam alljon?

Megoldas:

A kindulasi helyzetben a cstucsokon I€vd szamok Osszege 1 (paratlan). A
végallapotban minden csucsban egyforma szam kell, hogy legyen; ezek Gsszege 8-cal
oszthatd (paros). Amikor az ¢élek végpontjaiban alld szamokat eggyel-eggyel megndveljik, az
Osszeg 2-vel nd, tehat paritdsa megmarad. Ez az ellentmondds mutatja, hogy a kivant
végallapot nem érhetd el

14. feladat (5/2):
El lehet-e juttatni az abra szerinti 8 korongot az 5. feladatban leirt damalépésekkel a
bal fels6 3x3-as sarokba, ha valamelyik mezdt tiresen hagyhatjuk?

0|0
0|00
0|0|0

Megoldas:
Nem lehet. Az 5. feladat négy megoldasa koziil az elsé ketté nem ad ellentmondast, de
a tobbi szinezés igen.

Megjegyzés:
Hangsulyoztuk, hogy a feladatmegoldas szempontjabol ezek szerint ,semmit sem
jelent”, ha egy konkrét szinezés alapjan nem taldlunk ellentmondast.






15. feladat (7/2):

A 7. feladat jatekat modositjuk. Aladar a jaték elején eldonti, hogy Béla minden rossz
tippje utan vagy 1, vagy 2 golyoval ndveli a dobozban 1€vé golyok szamat. (A dontés
végleges: ha az els6 1épésben pl. 2 golyot tesz a dobozba, késobb is mindig 2-tkell
beletennie.) Kitaldlhatja-e Béla az aktudlis golydoszamot?

Megoldas:

Az alabbi tablazat mutatja Béla egy lehetséges stratégiajat.

eltelt id6 0 1 2 3| 4 5 6
feltevés a kezdeti golydszamra 0 1 1 2 2 3 3
feltevés a golyondvelésre 1 2 1 2 1 2
tipp 0 2 5 5 10| 8 | 15
tippelés sorszama 1 2 3 4 5 6 7

A téblazat tipp-sorat ugy képezzik, hogy a kezdeti golydszamhoz (2. sor) hozzdadjuk
az eltelt id6 és a ndvelés (1. €s 3. sor) szorzatdt. Ha pl. kezdetben 10 golyd volt a dobozban, €s
Aladar minden rossz tipp utdn 2-vel ndveli a golyok szamat, akkor a 20. id6egységnél (21.
sorszam), az 50-es tippel ér el talalatot Béla.

Megjegyzés:
A feladat nem nehezebb ényegesen akkor sem, ha 1,2, 3, ..., k-fle (de fix) novelés
kozil valaszt Aladar. Az érdemi nehezités a 34. feladatban talalhato.

Tanari megjegyzések:

Az algoritmusok elemzésekor Ujabb kérdések vetddnek fel. PL a 11. feladatban
minden lehetséges kezdOhelyzetr6l eldontottiik, hogy elérhetd-e beldlik a végallapot. Hasonld
feladatot a kovetkez6 foglalkozason is Kittiztiink.

Ha mar tudjuk, hogy valamely kezdOhelyzetbdl elérhetd a célallapot, akkor érdemes
megvizsgalni az algoritmus Iépésszamat. Néhany tovabbi feladat az optimalis 1épésszamot
vizsgalja meg,.

3. foglalkozas

16. feladat (12/3):

A 12. feladatot modositjuk, a szamozas 1,0, 1,0,0,0,0,0
(az alaplap két szemkdztes csucsaban 1-es, a tobbi csucsban 0
van). Elérheté-e, hogy minden csucson azonos szam alljon?

Megoldas:

Az el6z0 gondolat most nem hasznalhatod, de az egyforma
szamokbol allo végallapot most sem érhetd el

A kocka csucsait két csoportra osztjuk gy, hogy az azonos
csoportban évd csticsok kozott ne legyen €l Az egyik csoportba sorolhatjuk az alaplap és a
fedolap két — két szemkoztes cstcesat (abra). Az eljaras folyaman a két csoportokban az ott



1évé szamok Osszege egyszerre nd 1-gyel. Mivel kezdetben ez az 6sszeg kiilonbozé volt (0,
ill. 2), a csupa egyforma szaimozas nem érhetd el.

17. feladat (17/1):

Bergeng6cidban a Sarkanynak 100 feje van, a Kirdlyfinak viszont olyan Varazskardja,
amellyel egy csapasra 33, 21 vagy 17 fejét tudja a Sarkanynak levagni. Igen am, de az els6
esetben a Sarkanynak 18 {j feje nd ki, a masodikban 36, a harmadik esetben pedig 14. Ha a
Sarkany 6sszes feje lehullott, nem nd ki tobb. Le tudja-e gyozni a Kiralyfi a Sarkanyt?

Megoldas:

Az ¢ls6 esetben 15-tel, a harmadik esetben 3-mal csokken, mig a masodik esetben 15-
tel né a Sarkany fejeinek szama. Ebbdl kovetkezik, hogy a fejek szamanak 3-as maradéka
allando. Az utols6 vagas elott a fejek szama 33, 21 vagy 17 kell, hogy legyen. 100 maradéka
3-mal osztva 1, s mivel 33 és 21 maradéka 0, 17 maradéka 2, ezért a Kirdlyfi nem tudja
legydzni a Sarkéanyt.

18. feladat (5/3):

Az 5. feladat ddmaugrasai mellett most a korongokat egy mezdvel felfelé is tolhatjuk.
Ezekkel a lépésekkel most mar nyilvan eljuttathatjuk a 9 korongot a 3x3-as bal fels6 sarokba.
Kérdés, hogy mennyi az ehhez sziikséges minimalis 1€pésszam?

Megoldas:

0|0|0
0|0|0
0|00

A korongoknak fliggleges iranyban Osszesen 45 egységnyi Iépést kell haladniuk. A
sakktabla savos szinez€sébol adodik (dbra), hogy legalabb harom egy egységnyi tolasra
szikség van. Mivel az ugrasok fliggbleges iranyban legfeljebb 2 mez6t haladhatnak, 21 ugras
¢és 3 fliggbleges tolas, Osszesen 24 Ipés elvileg elegendé. Az oszlopokat balrdl jobbra a, b,
..., h betlikkel, a sorokat lentrél felfele 1, 2, ..., 8 szamokkal jelolve a konstrukcid a
kovetkezo:

Abl-d3,a2—-c4,c2—a4, a3—a5,c3-c5, al —c3,cl—a3, b2 b4, d3-b5
épéssorozat eredményeképp a 9 korong két sorral feljebb keriilt (itt a Iépéseket a kiindulasi és
az érkezési mezokkel frtuk le). Ezt az eljarast még egyszer megismételve csak a legfelsé 3
mez0 marad iresen. Ide az alatta 1év6 7. sorrdl feltolva a korongokat, az algoritmus 3 tovabbi
ugrassal befejezhetd.

19. feladat:
Egy barkochba jatékot vizsgdlunk meg. Kitalalandd egy 2-es szamrendszerben felirt

legfeljebb 300 jegyli szam. Legkevesebb hany kérdéssel lehet biztosan kitalalni a szamot?

Els6 megoldas (linearis keresés):
Elészor a szam lehetséges nagysagrendjét becsiiljiik meg.



A legnagyobb felirhato szam 11...1 (300 darab 1-es), ehhez 1-etadva 100...0 (300
darab 0) = 2°°%-tkapunk. A legkisebb lehetséges szam a 0, igy végigprobalva a0, 1,2, 3, ...
tizes szamrendszerbeli szamok 2-es szamrendszerbeli alakjat, legrosszabb esetben 23%°
probalkozas utan kitalalhatjuk a szamot.

Masodik megoldas (logaritmikus keresés):
Végigkérdezhetjilk a szamjegyeket. Mivel mindegyik szamjegy 2-fele lehet, 300
kérdés biztosan elég.

20. feladat:
Mekkora szam ez a 2°9%? Becsiiljik meg!

Megoldas:
Mivel 210~ 10° ezért 2390 = (219)*0 ~ 10%°, vagyis egy tobb mint 90-jegyli szamot
kaptunk.

21. feladat:
Probaljuk megbecsiilni, hany molekula van a jelenleg ismert vildgegyetemben!

Megoldas:

Az ismert vilagegyetem atmérdjét 200 milliard fnyévre becsiiltiik (?); mivel a
fénysebesség 3-10° mys, 200 milliard fnyév = 3-10% -60-60-24:365-200-10° méter ~ 2-10"
méter. Ekkora 4tmérdjli gomb térfogata kb. 4-1081 m. 1 m*-ben atlagosan 10 molekuldval
szamolva (?), 4-10%2 darab molekulat kapunk.

Megjegyzés:
Csak érdekességképpen, ennek a szamnak mintegy milliardszorosa a 19. feladat elso
megoldasaban kapott linedris keresés lépésszama.

A 19 - 21. feladatok egyrészt azt hangsulyozzidk, hogy a kombinatorikaban milyen
rettenetesen nagy szamokkal dolgozunk; masrészt érzékeltetni kivanjak, hogy az algoritmus
Iépésszamat csokkentd torekvések egyaltalan nem feleslegesek.

Erezhetéen nem mindegy, hogy egy algoritmus Kpésszama 300 vagy 23°.

22. feladat (17/2):

A 17. feladatbeli Bergengociaban az j Kiralyfinak (mi lett a régivel?) 0 Varazskardot
kovacsoltak. Ezzel egy-egy csapassal a 100 fejii Sarkany 7, 9 vagy 11 fejét tudja leiitni; az
egyes esetekben rendre 13, 18 ill. 5 @ feje nd ki a Sarkanynak. (Ha a Sarkany Gsszes feje
lehullott, most sem nd ki tobb). Legkevesebb hany suhintdssal tudja a Kirdlyfi legy6zni
Sarkanyt?

Megoldas:

A Sarkany feje az egyes esetekben 6-tal vagy 9-cel n6, ill. 6-tal csokken, vagyis a
valtozas ismét 3 tobbszordse lehet csak. A 100 3-mal osztva 1 maradékot ad, igy a végso
csapas elott 7 feje lesz a Sarkanynak. Csak 6-tal csokkentd vagasokkal nem érhetd el 100-bol
a7 (a 6-os maradék 4, ill 1), sziikséges egy +9-es vagas is. A konstrukcio: 100 (+9), 109 (-6
17-szer), 7 (7). Osszesen 19 vagas, ez a minimalis.

23. feladat (23/1):



Egy 2x2-es tablazat alaku taptalaj-cellak koziil néhanyat megfertdziink
baktériumokkal. Egy-egy Iépésben minden olyan celldban, melynek szomszédjai kozil paros
sok fertdzott, ideiglenesen eltlinik a baktériumtenyészet; és minden olyan celliban, melynek
paratlan sok szomszédja fert6zott, ideiglenesen megjelenik a tenyészet. (Szomszéd az élben
csatlakoz6 cella.) Igaz-e, hogy egy id6 milva minden cellaban kipusztulnak a baktériumok?

Megoldas:
A szimmetriahelyzeteket figyelembe véve az alabbi kezdOhelyzetek lehetségesek:
©) 0|0 ©) 0|0 0|0
O 0] 0|0
1 2 3 4 5 6

A kapott ciklusok: 1-1,2-4-1,3-6-1,5-4 -1, tehat valoban igaz, hogy egy
id6 utdn minden cellaban eltlinik a tenyészet.
Azt is megkaptuk, hogy ez legkésébb a 2. Epésben kovetkezik be.

24. feladat (24/1):

Egy zar, amelyen harom nyomégomb van, akkor nyilik ki, ha a gombokat egy eldirt
sorrendben nyomjuk meg kozvetleniil egymas utan. Legkevesebb hany gombnyomasra van
ahhoz sziikség, hogy biztosan kinyithassuk a zarat?

Megoldas:

9 gombnyomas szikséges ¢és elegendd.

A gombokat 1, 2, 3-mal jelolve egy megfelelé 9-nyomasos megoldas: 123121321.

Elvileg 8 nyomas is elegendd lehetne, mert a 3 szamnak 6-fele sorrendje van, s az elsd
2 szammal egyiitt ez 8 szamot ad. Ha azonban az elsd két gombnyomas Xy, a kovetkezd 3
probalkozas egyértelmii: Xyzxy, s innen nem tudjuk ,.gazdasagosan” folytatni.

4. foglalkozas

25. feladat (12/4):

A 16. feladatban (kocka cstcsaira szamokat frtunk, egy-egy Iépésben valamely ¢l
végpontjaiban all6 szamokat egyszerre 1-gyel megnovelhetjiik) lattuk, hogy a csupa egyforma
szamokbol allo végallapot csak akkor lehet elérhetd, ha a két csoportra osztott csticsokban
1évé szamok Osszege ugyanannyi. Kérdés, ez a feltétel elégséges-e?

Megoldas:

Ha a két 6sszeg ugyanaz, mindig elérheté az egyforma szamokbodl allo végallapot.

PL a fels6 lapon kivalasztjuk a legnagyobb szamot, s a tobbit — a fliggdleges élek
segitségével — ugyanekkordra megndveljik. Ekkor szikségképpen az alaplap két-két
szemkOzti csticsaban megegyezik a szamok Osszege. Kivalasztjuk az alaplaprol is a
legnagyobb szdmot, legyen pl ez az 1-escstcsndl. Ezutdn a 2-es szomszédot ugyanekkorara
noveljiik a2 — 3 ¢l segitségével. Mivel az 1-es és 2-es csticsban egyforma szamok vannak,
valamint az 1 + 3 és 2 + 4-es cstcsban 1évé szamok Osszege is ugyanaz, ezért az alaplapon
minden cstcsban egyforma szam lesz. Ezutan mar csak az alaplap és fed6lap 4 — 4 egyforma
szamat kell ,egységesiteni”.



Megjegyzés:
Erdekes felvetddott kérdés: elérhetd-e, hogy a kezdeti legnagyobb szam legyen
minden csucsban a végallapotban?

26. feladat (26/1):
Hany egyenes sikvagasra van sziikségiink, hogy egy 4x4x4-es kockat 64 darab 1x1xI1-
es kisebb kockara daraboljunk? (Egyszerre csak egy darabot vaghatunk ketté.)

Megoldas:
Minden vagassal egy darabot kettéosztunk, vagyis a darabok szama eggyel nd. 63
vagas biztosan kell, s ez — stratégiatol fliggetlentil — kdnnyen megvalosithato.

27. feladat (26/2):
Az el6z6 feladatot oldjuk meg azzal a modositdssal, hogy most a darabokat vagas elott
atrendezhetjiik, egymasra is tehetjiik stb.

Megoldas:
Minden vagassal legfeljebb megduplizhatjuk a darabok szamat. Mivel 64 = 2°, ezért 6
vagas biztosan kell; a felezéses technikaval ez meg is valosithato.

28. feladat (26/3):
Hany egyenes sikvagasra van szikségiink, hogy egy 5x5x5-0s kockat 125 darab
1x1x1-es kisebb kockara daraboljunk? (Minden vagas elott a darabok atrendezhetok.)

Megoldas:

Mivel 2° <125 < 27, ezért az el6z0 megoldas alapjan legalibb 7 vagas kell.

De az elsé vagas utan biztosan marad egy legalabb 3x5x5-0s méretli darab. Ezt 75
kisebb részre daraboli legalabb 7 tovabbi vagas kell (75 > 26), tehat 8 vagas lehet a
minimum.

A helyzet még érdekesebb. Biztosan marad a masodik vagas utdn egy 5x3x3-as, a
harmadik utdn pedig egy 3x3x3-as Osszefliggd test. A 3x3x3-as kockahoz pedig 6 vagas kell:
a kozEéps6 1x1x1-es kocka minden lapjat ki kell szabaditani.

Meglepd, de Gsszesen 9 vagasra van sziikség, éppen gy, mint a 8x8x8-as kocka
esetében.

29. feladat:

Egy moszat novekedését formalis szabalyokkal irjuk le. A moszat minden egységnyi
szakaszanak a0, 1, 2, 3 szamjegyek egyikét feleltethetjiik meg (a szakasz hossza nem fligg a
szamjegyt1!). Ha ledgazasok keletkeznek, a rajuk vonatkozd szamjegyeket zarojelbe tessziik.
(Pl az 11(23)2(2)1 k6dt moszat igy néz ki)

1

A ndvekedést tigy modellezhetjilkk, hogy a moszat kddjaban szerepld jeleket a
novekedést lefrd szabalyok szerinti jelsorozatra cseréljiik. A szabalyok:

1.0-»01

2.1 (3)2

3.2->52

4.3 > 32



5(-(
6.)—>)

Tegyiik fel, hogy a moszat ndvekedését nem befolydsolja mas kiils6 tényezd. Milyen
hosszi lesz 100 idéegység mulva, ha a kddja kezdetben 0? (A ledgazasok is szamitanak.)

Megoldas:

Kovessik nyomon néhany idéegységig a moszat ndvekedését!

0 > 01 5 01(3)2 - 01(3)2(32)2 — 01(3)2(32)2(322)2 — 01(3)2(32)2(322)2(3222)2.

A novekedést ugy értelmezhetjiik, hogy minden iddegységben egy 10j ledgazas
keletkezik, eggyel nd a moszat ,vaza”, valamint a ledgazasok hossza is. Magyardzatként
tobbféle megoldast adtak a diakok. Eszrevették, hogy a sorozat eleje mindig megismétlédik, s
csak a 3 — 32 szabaly okoz novekedést. Egy masik indok a szabalyokra vonatkozd indukcios
gondolat volt; megint mas megoldds az egyes szamjegyek szamat vizsgalta.

A moszat hossza ez alapjan - 100 novekedést tekintve —1+1+2+3+ ... +100=
5051 lesz.

30. feladat (24/2):

Egy pancélszekrény harom forgétarcséjan kell a 0, 1, ..., 9 szamjegyek koziil a
megfelelot bedllitani, majd egy gombnyomasra kinyitni az ajtot. (Tehat a legkisebb bedllithatd
szam 000, a legnagyobb 999.) A zar a legijabb divatnak megfeleléen ugy mikddik, hogy ha
valaki egy hamis szammal probalkozik, akkor anyitd kod értékét automatikusan megndveli
eggyel. Pl ha a bedllitott kombinaci6 123 volt, akkor a helytelen probalkozas utdn a
kombinacié 124-re valtozik; vagy ha 999 volt, akkor 000 lesz stb. Sajnos nem ismerjiik a
nyitd koddot. Hogyan lehet legegyszeriibben kinyitni a pancélszekrényt?

Els6 megoldas:
Az alabbi tablazat mutat egy lehetséges stratégiat.

eltelt id6 0 1 2 3 4 999
feltevés a kodra 000 | 001 | 002 | 003 | 004 999
probalkozas 000 | 002 | 004 | 006 | 008 ... 998
sorszam 1 2 3 4 5 ... | 1000
Masodik megoldas:

Tokeletes megoldas, ha mindig ugyanazt a szamot, pl. 000-t probaljuk ki (legrosszabb
esetben 1000-szer).

31. feladat (23/2):
A baktériumtenyészet-problémat most 3x3-as tablazatra vizsgaljuk meg. Igaz-e, hogy
akarmilyen helyzetli is a kezdeti fertéz¢s, egy id6 milva minden cellaban eltiinik a tenyészet?

Megoldas:

A 23. feladatban alkalmazott eljaras, az Gsszes eset rendszeres végigprobaldsa, most
igen bonyolult lenne. Mas modszert kell talalnunk.

Atfogalmazzuk a problémat. Ures celliknak a +1, baktériumoknak a —1-es szamokat
feleltetjiik meg, s miveletnek tekmtjik a szimok szorzasat. Ezzel a megfeleltetéssel az
atfogalmazas a kovetkezo:



Egy 3x3-as tabldzat minden celldjat kitoljik a +1 vagy —1 szamokkal Ezutdn minden
lépésben minden cellaba a vele élben szomszédos szamok szorzatat irjuk. Igaz-e, hogy
tetszOleges kezdeti kitoltés esetén elobb-utobb minden celldban +1 fog alni?

TetszOleges kezdohelyzetre alkalmazzuk a miiveleteket, az egyes cellikban 1&v6

kezdészamokat a, b, ... , i-vel jelolik (s felhasznaljuk, hogy a®=b*=...=i’=1):
a b c bd ace bf cg bh ai
d e f aeg | bdfh | cei df 1 df
g h i dh egi fh ai bh cg
bdfh | acgi | bdfh 1 1 1
acgi 1 acgi 1 1 1
bdfh | acgi | bdfh 1 1 1

Azt kaptuk, hogy legkésobb a 4. épésben valoban minden mezében +1 fog allni,
vagyis ennyi id0 utan biztosan kipusztulnak a baktériumok.

Megjegyzés:
Erdekes, hogy a masodik Iépésben kozépen mindig +1 lesz (lires cella); vagy szmtén a
masodik Iépésben négy egyforma allapoti mezOpart kapunk.

Egyébként ez a nehéz feladat volt az egyetlen, amelyet egyk diak sem tudott
megoldani.

5. foglalkozas

32. feladat:

10 sz¢k all egymas mellett, az elsé nyolcon felvaltva il 4 fia és 4 lany. Két egymas
melletti gyerek felall és ugyanebben a sorrendben 4tiil a két tires helyre. Megnt két
szomszédos felall és atiil, s igy tovabb. Minél kevesebb helycserével érd el, hogy egymas
mellett legyen a4 fia és a 4 lany.

Megoldas:
Egy 4 Epéses konstrukcid a kovetkezod (a két tires sz€ket OO-val jeloljik, s aldhuzzuk
az éppen atiild gyerekeket):

FLFLFLFLOO
FOOLFLFLLF
FFLLOOFLLF
FFLLLLFOOF
OOLLLLFFFF

4 Kpésnél kevesebb nem elég.

Kezdetben a ,jo szomszédsagok™ szama 0. Az elsé épésben ez legfeljebb 1-re ndhet,
¢s a kés6bbiekben is csak legfeljebb kettesével ndvelhetd. Mivel a végallapotban a ,jo
szomszédsagok™ szama 6, ezErt valdban nem elég 3 pés.



Ebben a megoldasban a jo szomszédsagok szdma rendre O, 1, 3, 4, 6 volt.

33. (24/3) feladat:

A 30. feladatbeli pancélszekrényt fellyitottdk. A modernebb ajton olyan a
zarszerkezet, hogy minden szammal csak egyszer lehet kisérletezni (pl. az 123 eredménytelen
kisérlet utdn az 123-t tobbé nem szabad kiprobalni, mert az ajtd véglegesen beragad). Ki
lehet-e biztosan nyitni ezt az ajtot?

Megoldas:

A 30. feladat megoldasaiban alkalmazott stratégidk most nem alkalmazhatok.

Ha megnézziik az ottani tablazatot, észrevehetjilk, hogy az 501. tipp 000, ami az els6
tipp ismétlése. Modositsuk ezért pl ugy a probalkozasokat, hogy a 499 feltevéshez tartozo
998 tipp utdn az 501, majd 502 stb. feltevéssel élink (tablazat).

eltelt id6 0 1 2 ... | 499 | 500|501 | ... | 998
feltevés a kodra 000|001 | 002 | ... | 499|501 (502 ... | 999
probalkozas 000 | 002 | 004 | ... | 998 | 001 | 003 | ... | 997
sorszam 1 2 3 ... | 500 | 501 | 502 | ... | 999

Ekkor azonban az utolsonak adodo 500 feltevéshez a 499 probalkozas tartozna, amivel
mar korabban kisérleteztlink, tehat nem probalhato tjra.

Altaldban is megmutathatd, hogy nem mindig nyithatd a pancélszekrény.

Tegyiik fel indirekt modon, hogy Ktezik egy megfeleld probalkozassorozat. Ekkor a
fenthez hasonlo tablazatban az elsé sorban a 0, 1, 2, ... , 999 szamok szerepelnek; a masodik
sorban szintén ezek a szamok lesznek valamilyen sorrendben (nem lehet ismétlddés, hiszen
minden kezdeti kodot ki kell probalnunk); végiil a harmadik sorban szmtén ezek a szamok
allnak valamilyen sorrendben (ennek az az oka, hogy nem lehet kétszer azonos szaimmal
probalkozni). Mivel a harmadik sorban 1év0 szamok a felettik levd két szam Gsszegeként
allnak eld, az Osszes szamot Osszeadva az elsé két sor 6sszegének meg kell adni a harmadik
sorban 1év0 szamok Osszegét, ill. 1000-es maradékat. Mivel 1 +2 + ... +999 =499 500, a
499 500 + 499 500 =499 500 egyenletnek kellene teljesiilnie mod 1000 felett. Ez azonban
lehetetlen, a bal oldal 1000-rel oszthat6, a jobb oldal nem (500 maradékot ad).

34. (7/3) feladat:

A 7. feladat golyokitalalasos jatékat annyibban moédositjuk, hogy most nem tudjuk,
hogy Aladar mennyivel ndveli egy-egy rossz tipp utan a golyok szamat (de a ndvelés mindig
ugyanannyi). Kitaldlhatja-e Béla a golyok szamat?

Megoldas:

Ezt a szorgalmi feladatot id6 hianyaban nem beszEéltik meg. Bonyolult, de jo
megoldast kaptam egy didktol. A probléma tulajdonképpen a racionalis szamok
megszamlalhatosagaval ekvivalens, s a legegyszeriibb megoldasa a kovetkezo:

0, (1,0), (0,1), (2,0),(1,1), (0,2),(3,0),(2,1),(1,2),(0, 3), (4,0) sth., ahol a
szamparok elsd tagjai jelentik a kezdeti golydszamot, a masodik tag pedig a ndvelés mértékeét.

Szamitégépes tamogatas

A foglalkozasokat olyan ,menet kozben kitlizott” feladatok megbeszélésével zartuk,
amelyekhez szamitogépet haszndlhattak a didkok.



35. feladat:
Van-e a 17-nek olyan tobbszordse, amelyik 2001-re végzodik?

Els6 megoldas:
A valasz igenld. Szamitogép segitségével a 142001, 312001, 482001, 652001 stb.
szamokat talaltuk.

Masodik megoldas:

A szamitogépes megoldas értékeit megfigyelve észrevehetjik, hogy a 2001 elotti
szamok, 14, 31, 48, 65 stb., 17-tel ndvekednek. Ez az észrevétel egy masfajta bizonyitdsra, a
skatulya-elv alkalmazasara ad alkalmat.

Tekintsik a 2001, 12001, 22001, 32001, ..., 162001 szamokat. Ha ezek kozott van 17-
tel oszthato, akkor készen vagyunk (a feladat nem kovetelte meg, hogy konkrétan meg is
adjunk egy ilyen szamot).

Ha nincs kozottiik 17-tel oszthatd szam, akkor a lehetséges 1, 2, ..., 16 maradékok
koziil legalabb egy ismétlédik, vagyis két szam ugyanazt a maradékot adja 17-tel osztva.

Legyen ez a két szam x2001¢és y2001alaka (x <Yy, x lehet O is, y legfeljebb 16).
A két szam maradéka azonos, tehat kiilonbségiik oszthaté 17-tel. A kiilonbségiik
(y — X)000C alakii. Mivel 17 és 10 000 relativ primek, csak 17 |y — x lehetséges.

Ellentmondasra jutottunk, hiszen xésyao, 1, 2, ..., 16 szamok valamelyike.
Vagyis biztosan talalhaté a 2001, 12 001, 22 001, 32 001, ..., 172 001 szamok kdozott
17-tel oszthato.

Harmadik megoldas:
Megprobalhatjuk visszaszorzasos modszerrel megkonstrudlni a szamot. Az frasban
végzett szorzas algoritmusat kdvetve egy

alblcldle |f].|1]7

j

m|n

+ pPig|r
s|t |2

0(0]1

alaku tablazatban szereplé a, b, ..., t szamjegyeket kell meghataroznunk.
Rogton adodik i=1,ezért f=3,h=5,g=0.Mosth=5miatt |=5,e=5,k=8,j=0.
Tovabb folytatva a visszaszorzast (és figyelve az atvitelekre), az alabbi tablazatot kapjuk:
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Ez azt jelenti, hogy minden 8353 végii szdm 17-szerese 2001-re végzddik. Pl.:
18 353.17 = 312 001, 28 353.17 = 482 001 stb.

36. feladat:
Van-e az 1, 11, 111, ... sorozatban olyan szdm, amely 17-nek tobbszordse?

Els6 megoldas:

A szamitdgépes programot most kissé nehezebb volt megirni, hiszen az egész tipusu
szamokat csak néhany byte-on tarolia a gép. Erdemes észrevenni, hogy az 1, 11, 111, ...
sorozatban barmely szam az el6z6 10-szeresénél 1-gyel nagyobb; tehat egyszerlien egy
valtozoban tarolhatjuk az éppen vizsgalt szam hosszat, valamint maga a szam helyett elég a
szdm 17-es maradékéval dolgozni.

A futasi eredmények azt mutattdk, hogy a 16, 32, 48, 64 stb. darab 1-esbdl all6 szamok
oszthatok 17-tel.

Masodik megoldas:

A 35. feladat megolddsdhoz hasonldéan okoskodunk.

Tekintsik az 1, 11, 111, ..., 11...1 (17 darab 1-es) szamokat. Ha ezek kozott van 17-tel
oszthato, akkor készen vagyunk.

Ha nincs kozottik 17-tel oszthatd szam, akkor van két szam, amelyik ugyanazt a
maradékot adja 17-tel osztva. Legyen ez a két szam pl. az X és y darab 1-esbél allo szam
(x<y).

A két szam maradéka azonos, tehat kiilonbségiikk oszthato 17-tel. A kiilonbségiik
11..100..0 alaka szam, y — x darab 1-esbdl és x darab 0-bol all. Mivel 17 és 10 relativ

primek, csak 17]11...1 (y — x darab 1-es) lehetséges. Ellentmondésra jutottunk, hiszen y —X
kisebb 17-nél.

Vagyis biztosan talalhaté az 1, 11, 111, ..., 11...1 (17 darab 1-es) szamok kozott 17-tel
oszthato.

Harmadik megoldas:

Az el6z6 megoldds nem tudta megadni a keresett szamot, csak létezését igazolta.
Ebben a megoldasban megkonstrudljuk a szamokat.

Felhasznalhatjuk a 4. feladatban megkapott Fermat-tételt, mely szerint 10°-1
oszthato 17-tel. A 10— 1 szam 16 darab 9-esbél all, s mivel 17 és 9 relativ primek, a 16
darab 1-esbél all6 szam oszthaté lesz 17-tel. Nyilvan ehhez a szdmhoz hozzdadva 10%°-
szorosat, az igy kapott 11...1 (32 darab 1-es) szam is oszthat lesz 17-tel stb.

Megjegyzés:
Erdekes kérdés: Honnan tudjuk, hogy a 16 darab 1-esbdl alld szam a legkisebb,
amelyik 17-tel oszthat6?

37. feladat:
10 goly6t néhany kupacra osztunk szét. Ezutin minden kupacbdl kivesziink egy
golydt, s ezekbdl egy j kupacot készitlink. Ezt az eljarast folytatva mit tapasztalunk?

Megoldas:

(A feladatot nem beszeltik meg a foglalkozason.)

Szamitogépen futtatva a szimulacidt észrevehetjikk, hogy elébb-utobb kialakul az 1, 2,
3, 4 stabil kupacelrendezés. Ez a nehéz bizonyitds, kedves olvasd, hazi feladat.



