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1. Egyenesek

1.1. Bevezets feladatok, egyenesek egyenletei

1. abra.

1. Add meg az 1. abran lathato e, f, g, h, i egyenesek egyenletét.

Megjegyzés: Mit is értiink azalatt, hogy az egyenes (vagy altalaban egy alakzat) egyenlete? Ahhoz
vagyunk szokva, hogy az egyenesek egyenletét y = max + ¢ alakban adjuk meg, mert mint fliggvény,
igy szoktuk meg. Mint latni fogjuk, ennek lesznek hatranyai.

Ezutan dgy gondolunk egy-egy alakzat egyenletére, mint valami kifejezésre, amiben x és y valtozoként
megjelenik, és azok az (z;y) pontok tartoznak az alakzathoz, akik azt az egyenletet kielégitik. Az
y = max + c ilyen kifejezés természetesen, de pl az ennek atrendezésével kapott 0 = mz + ¢ — y is ilyen.
S6t ha 2-vel felszorozzuk, a 0 = 2ma + 2¢ — 2y is ilyen. Es ekkor rogton rajohetiink arra, hogy egy
egyenesnek (vagy altalaban egy alakzatnak) nincsen "az egyenlete", hiszen az egyenletét egy tetszoleges
nemnulla valés szammal felszorozva szintén egy egyenletét kapjuk, vagyis végtelen sok egyenlete van.
Néha majd valasztunk "kedvenc" egyenleteket, de maskor kifejezetten hasznos lesz, ha megkotések
nélkiil hasznalhatjuk barmelyik egyenletét.

Megoldas: e) Az egyenes meredksége 1, az y-tengelyt pedig 2 magasan metszi (azaz a (0;2) pontban),
ezért az egyenlete
y=1-2+2.
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f) Meredeksége %, hiszen amig 3-at "lép" jobbra, addig 1-et fel. Az z-tengelyt a 2-ben (azaz a (2;0)

pontban) metszi, igy az egyenlete
1

Y= g(m—Q).

g) Ez egy konstans fliggvény (méasképpen fogalmazva a meredeksége 0), mégpedig az
y = 2.

h) Na, ez mar nem fiiggvény (hiszen 4-hez nem csak egy valamit "rendel"), ezt nem tudjuk y = mz+c¢
alakban felirni. Am ahogy az el6z6 részben a vizszintes egyenest y = valami alakban fel tudtuk irni,
ezt pedig x = valami alakban fogjuk tudni. Hiszen az egyenlet azt takarja, hogy azon (z;y) pontok
teljesitik, akik rajta vannak az egyenesen, és a fiiggGleges egyenesen pont azok vannak, akiknek az x
koordinataja egy adott érték, az y viszont barmi lehet. Vagyis ez az

xr=3.

i) Haznalhatnénk a meredekséges modszert itt is, de nem a legkellemesebb szamolashoz jutnank. Ehe-
lyett probaljuk meg 4 + % = 1 alakban keresni az egyenes egyenletét. Miért is jo ez nekiink?

Ha mondjuk y = 0 lenne, akkor % = 1 < x = A, azaz az egyenesiink dtmegy az (A;0) ponton,
méasképpen fogalmazva az z-tengelyt A-ban metszi.

Hasonloan = = 0 esetén y = B, vagyis ez az egyenes atmegy a (0; B) ponton, vagyis itt metszi az
y-tengelyt

O, de szerencsénk van, mert az i egyenesrdl nagyon konnytd leolvasni, hogy hol metszi a tengelyeket:
(6;0)-ban, illetve (0;5)-ben. Ez alapjan az igy kapott egyenlete

r oy

2421

6 5
Megjegyzés: Ez utobbi alakot az egyenes egyenletének tengelymetszetes alakjanak szoktdk nevezni.
A modszer nem mindig miikddik, ugyanis kell az, hogy legyen metszéspontja mindkét tengellyel, és ez
ne az origd legyen. Vagyis a fiiggSleges, vizszintes, illetve origbn 4tmend egyenesek esetében ez nem

miikddik, de egyébként igen.

2. Nem olyan j6 a felbontésa az 1. dbrénak... Vajon az f és i egyenesek racspontban metszik egymést?
Hatarozd meg a metszéspontjukat!
Megoldas: Hogyan hatarozzuk meg két egyenes metszéspontjat? y = %(x —2)és £+ ¢ =1akét
egyenlet, amely fennall a két egyenes pontjaira kiilon-kiilon. Vagyis ha taldlunk egy olyan (x;y) pon-
tot, ami teljesiti mindkett&t, akkor az lesz a metszéspont. Ehhez pedig csak meg kell oldani ezt az
egyenletrendszert. Igy felirva y mar ki is van fejezve az elsé egyenletbdl, irjuk be a masodikba:

1
r  s(xr—2)
243
6+ 5
T x—2:1
6 15
S5z +2(x —2) =30
Tx —4 =30
Tr =34
34
= —
7

Ezt beirva az els6 egyenletbe:

1 /34 34— 14 20
S TR YE R O

21 21
Vagyis az f és i egyenesek a (%; %) pontban metszik egymast, ami nem racspont (bar latszolag nincs

messze téle).
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1.2. Kitéré: tényleg egyenesek ezek?

Definicio: Nevezziik linedris eqgyenletnek az Ax+ By+ C = 0 sszefiiggést, ahol A, B, C val6s szamok.
Ez latszolag ugy néz ki, mint egy egyenes egyenlete, de valojadban mi kdze van hozza? Harom dolgot
mindenképpen meg kell gondolnunk:

3. a) Ha latunk egy egyenest, ahhoz tudunk megadni linearis egyenletét?
b) Ha van egy linearis egyenletiink, az valéban egy egyenes egyenlete?
¢) Van-e olyan nem-lineéris egyenlet, ami egy egyenest ir le?

Megoldas: a) Ez az eddigi tanulményainkbol konnyen kovetkezik. Ha az egyenes fliggvény (azaz nem
fiiggtleges), akkor két pontja segitségével felirhaté y = ma+c alakban, ami atrendezve mx—1-y+c =0
épp a kivant alak. Ha pedig fiigg6leges, akkor az egyenlete x = d alaku, amit szintén at tudunk rendezni
1-240-y—d =0 alakba.

b) Itt kicsit mélyedjiink el abban, hogy mit varunk az egyenesiinktsl. Ha két kiilonb6z6 pontjaba
mutaté helyvektor p, illetve q, akkor a q — p irdnyba akérilyen messzire elindulva p-bél az egyenes
pontjait kapjuk, mi tobb, igy megkapjuk az egyenes Osszes pontjat. Azaz az egyenes pontjai épp a
p + t(q — p) pontok, ahol ¢t € R.

2. abra.

Szoval akkor mit is szeretnénk? Ha a p = (z;yp) és q = (x4;yq) pontok koordinataira is teljesiil az
Ax + By + C = 0 0sszefiiggés, akkor a p +t(q — p) = (zp + t(zq — zp); yp + t(xq — xp)) koordinataira
is teljesiiljon. Irjuk be, és rendezziik:

A(xp + t(xq — 2p)) + B(yp + t(xq — 7p)) +
A((1 = t)ap + tag) + B((1 — t)yp + tyg) +
(1 —1t)(Azp, + Byp) + t(Azg + By,) +
(1 —t)(Axp + Byp) + t(Azg + Byy) + C((1 —t) + t) =
(1—-1t)(Azp + By, + C) + t(Azy + By, + C) =
(1-t)-0+¢t-0=0

C=
C=
C=

Vagyis valoban, az egyenes Osszes pontjara fennall ez a linearis egyenlet.
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Tehat akkor Ax 4+ By + C' = 0 mindig egy egyenest hataroz meg? Nem teljesen... Most csak azt lattuk
be, hogy ha két kiilsnb6z6 pont benne van a {(z;y) € R? | Az + By + C = 0} halmazban, akkor az
egyenesiik Osszes pontja benne van.
Az egyenesek persze ilyen tulajdonsiguak. De nem nehéz meggondolni, hogy ilyen tulajdonsagi még
a teljes sik is, az iires halmaz is, és egy pont is.
Utébbi kettst értjiik, miért maradt ki: nem tudunk két kiil6lnb6z6 pontjat venni. Elgbbit is konnyt
megérteni: ha talaltunk egy egyenest, és rajta kiviil még egy pontot, akkor a pontunkat és az egyenes
egy-egy megfelel§ pontjat véve, és eljatszva az el6z6 gondolatmenetet, a sik minden pontjarol be tudjuk
latni, hogy a halmazhoz kell tartozzon.
Es persze tudunk is megfelels linearis egyenletet mondani a sikhoz: 0z + 0y + 0 = 0 egyenletet tényleg
minden (z;y) pont kielégiti.
Az {ires halmazhoz is tudunk mondani: Oz + Oy + 1 = 0 egyenlet semmilyen pontra nem teljesiilhet.
Erdekes kérdés, hogy tudunk-e olyan linearis egyenletet mondani, ami csak egy pontra teljesiil. Az
a helyzet, hogy nem tudunk. Még pedig azért nem, mert az el6bbi két "elfajul6" példdban olyan
Az 4+ By + C = 0 egyenletet adtunk meg, melyre A = B = 0. Kénnyd meggondolni, hogy ha A és B
valamelyike nem 0, akkor van legalabb két pont, melyre teljesiil ez a linearis egyenlet:
Ha A =0, de B # 0, akkor y = —&, de « barmi lehet (ez egy vizszintes egyenes).
Ha A #0, de B =0, akkor x = —7, de y barmi lehet (ez egy fiiggSleges egyenes).
Ha A # 0, és B # 0, akkor kénnyi kiszamolni, hogy példaul a (0; —%) és (—%; 0) pontokra teljesiil
az egyenlet (ezek lesznek a tengelymetszetek).
Megjegyzés: Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban minidig tgy fogunk gondolni egy ilyen egyenes-
re, hogy A és B koziil legalabb az egyik nem 0, még ha ezt nem is kotjiik ki minden egyes alkalommal.
c) Vegyiink a kedvenc egyenesiink egyenletét ilyen alakban: Ax + By + C' = 0, és emeljiik n-edik
hatvanyra:

(Az + By+C)" =0.

Mivel csak a 0-nak lesz az n-edik hatvanya 0, igy ha ez a fenti teljesiil, akkor automatikusan Ax +
By + C = 0 is fennall, ami épp a kedvenc egyenesiink pontjaira teljesiik, vagyis egy egyenest ir le az
egyenlet. Ugyanakkor ha kibontanank a zaréjleket, taldlnank benne magasabb foki tagokat, tehat nem
lineéris az egyenlet.

Konkrét egyszert példak: 22 = 0, y*> = 0, (x + y)? = 0. (De az 2> = y? nem lesz j6, érdemes
meggondolni, miért.)

1.3. Bevezets feladatok, iranyvektor, normalvektor

4. Ismét az 1. abra jeldléseit hasznaljuk. Add meg annak az egyenesnek az egyenletét, ami
a) parhuzamos e-vel és dtmegy a (2;2) ponton.
b) parhuzamos i-vel és atmegy a (—1; —2) ponton.
c) parhuzamos g-vel és atmegy a (420;69) ponton.
d) parhuzamos h-val és atmegy a (420;69) ponton.
e) merGleges e-re, és atmegy a (0;5) ponton.
f) merdleges f-re, és atmegy a (2;0) ponton.
g) merdleges i-re, és atmegy az origon.
Megoldas: a) Ha parhuzamosak, akkor a meredekségiik ugyanaz. Ez alapjan y = = + ¢ alaku lesz ez
az egyenlet. Az alapjan, hogy atmegy a (2;2) ponton, azt tudjuk, hogy 2 = 2+ ¢, amibdl ¢ = 0, vagyis
ez az
y=x
egyenes.
b) &+¢ = 1 meredekségét akkor nem szamoltuk ki, tegyiik meg most. y-ra dtrendezve: y = 5 (1 — %) =
—%x+5. Vagyis a keresett egyenesiink y = —%x—i—c alaki. Az alapjan, hogy dtmegy a (—1; —2) ponton,
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tudjuk, hogy —2 = —%(—1) + ¢ fennall, ebbdl pedig ¢ = —2 — % = —%, vagyis az egyenesiink egyenlete:
5 17
=——x— —.
Y766

c) g vizszintes egyenes, tehat y = ¢ az egyenlete, a pont alapjan pedig ¢ = 69, vagyis
y = 69.

d) h fiiggdleges egyenes, tehat x = ¢ az egyenlete, a pont alapjan pedig ¢ = 420, vagyis
x = 420.

e) Az e egyenes 45°-0s (hiszen a két tengely y = x szogfelez§jével parhuzamos), vagyis a ra merdleges
135°-0s lesz, ami épp az y = —x szogfelez6vel lesz parhuzamos. Vagyis egyenlete y = —x + ¢ alakd.
(0;5)-6n atmegy, ez azalapjan 0 = —5 + ¢, vagyis ¢ = 5, vagyis az egyenlete

y=—x+5.

f) A (2;0)-n atmegy, igy az egyenlete valami m(x —2) = y—0 alaku egyenlet lesz. Csak a meredekségét
kéne meghatérozni.

3. abra.

Az f egyenes meredeksége %, ami azt jelenti, hogy amig a fiiggvény 3-at "lép jobbra", addig 1-et "1ép
fel". Ha elforgatjuk az ezt jelképezd haromszoget (lasd 3. abra), azt latjuk, hogy az f-re merdleges
egyenesnek gy kell viselkednie, hogy amig 1-et "lép jobbra", addig 3-at "lép le". Ez alapjan egy f-re
merdleges egyenes meredeksége —3 kell legyen.
Vagyis az egyenesiink egyenlete

y=—-3(z—2).

g) Amit az el6bb végiggondoltunk, az megy altalaban is. Egy m meredekségii egyenes azt jelenti, hogy,
amig 1-et lépilink jobbra, addig m-et fel (m itt lehet negativ is, az lefelé 1épést jelent). Ha elforgatjuk
ezt a haromszoget, akkor lathatjuk, hogy a ra merdGleges egyenes m-et 1ép balra, mig 1-et fel. Ez alapjan
a meredeksége —% lesz.

Az i egyenes meredeksége f%, ahogy korabban mar megallapitottuk. Tehat a réd merdGleges egyenesek

meredeksége %, és mivel az origbn atmend egyenesrdl van sz6, ezért ez az

6

7
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Definicié: Egy egyenessel parhuzamos (nem 0 hosszi) vektort az egyenes egy irdnyvektorinak nevez-
ziik. Ebbdl persze kovetkezik, hogy ha egy v irdnyvektora, és A € R\ {0}, akkor Av is iranyvektora.
Miésképpen fogalmazva, az egyenes két tetszdleges kiilonbozs pontjat 6sszekotd vektor az egyenes irany-
vektorat adja.

Definicié: Egy egyenesre merdleges (nem 0 hosszi) vektort az egyenes normdlvektorinak nevezziik.
Erre is igaz, hogy ha egy v normélvektora, és A € R\ {0}, akkor Av is normalvektora.

5. Add meg az 1. dbran lathato e, f, g, h, i egyenesek egy-egy iranyvektorat, illetve normalvektorat.

Megoldas: Szimpatikus réacspontok alapjan konnyd az iranyvektort megkapni. Ha pedig annak meg-
cseréljiik a két koordinatajat, és az egyiknek megvaltoztatjuk az elGjelét, egy normélvektort kapunk.
Ez utébbit ugyanigy konnyd meggondolni, mint ahogy a 3. abran is csinaltuk.

Ez alapjan:

név egyenlet irAnyvektor | normalvektor | egy méasik egyenlete
e |ly=1-z+2 (1;1) (1;-1) lr—1y+2=0
fly=3-2)] 1) (1,-3) lz —3y —2=0
g y=2 (1;0) (0;1) Ox+1y—2=0
h x=3 (0;1) (1;0) lr+0y—3=0
i §ti=1 (6;—5) (5;6) 5+ 6y —30=0

1. tablazat.

Na, mi ez az utols6 oszlop az 1. tabldzatban, és honnan jott? Nagyon emlékeztet minket az elGttelévs
oszlopra...

6. Az Ax + By + C = 0 egyenletd egyenes egy normalvektora (A; B), egy irdnyvektora (—B; A).

Megoldas: Vegyiink két kiilonb6z6 pontot az egyenesrdl: (z1,y1) és (z2,y2). Mivel az egyenesen van-
nak, tudjuk, hogy teljesiil rajuk, hogy Az + By + C = 0, illetve Azs + Bys + C = 0. Ha ezt a két
egyenletet kivonjuk egymésbol:

Ax1 —x2) + B(y1 —y2) = 0.

Ez pedig épp azt mutatja, hogy az (A; B), és az (r1 — z2;y1 — y2) vektorok mersleges (hiszen skaléris
szorzatuk 0). Mivel utébbbi az egyenes egy irdnyvektora, igy el6bbi kénytelen egy normalvektoranak
lenni.

Ha pedig ismerjiik az egyenes egy normalvektorat, a koordinatdk megcserélésével, és egyik elGjelének
megvaltoztatasaval megkapjuk az iranyvetorat, ami igy (—B; A) lesz.

1.4. Par gyakorlé feladat

7. Legyen A = (—3;5), B=(0;—4), C = (5;1). Add meg az egyenletét
a) AB oldalfelez6 mer&legesének.
b) a C-bdl indul6 magassagnak.
c) a C-bdl indulé sulyvonalnak.
d) a C-bdl indulo szogefelezdének.

Megoldas: TODO

8. Egy egyenl@szariu haromszog cstcsai a derékszogl koordinata-rendszerben A = (0;0), B = (82;0) és
C = (41;71). Géza szerint ez a haromszog szabalyos.
a) Hatérozza meg a haromszog szogeit fokban, harom tizedesjegyre kerekitve!
b) Hatarozza meg a haromszog AC és AB oldalainak aranyat négy tizedesjegyre kerekitve!

Forras: 2022. tavaszi emelt érettségi 6. feladata

Megoldas: TODO
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1.5. Pont és egyenes tavolsaga

9. Az 1. 4bran milyen messze van az origd az e, f, g, h, i egyenesektsl?

Megoldas: e) Az e-re ha mer6legest bocsajtunk, annak egyenlete y = —x lesz. Ennek és az y = x4 2-
nek a metszéspontjat konnyt kiszamolni — vagy az abrarol leolvasni —, hogy a (—1; 1) pont lesz. Ennek
a tavolsaga pedig az origotol V12 + 12 = /2.

f) Az f-re meréleges egyenes egy normalvektora egyben az f irdnyvektora is. Ezt meg méar meghata-
roztuk (lasd 1. tablazat): (3;1). Emiatt az f-re mercleges egyenes egyenlete 3x + 1y + ¢ = 0 alaku, de
mivel az origbn megy at, igy ¢ = 0.

Yy = %(1’ — 2) és 3x + y = 0 metszéspontjanak meghatarozasihoz a masodik egyenletbe helyettesitsiik
be az els6bdl kapott kifejezést y-ra:

10 2
r—Z2_0
3773
10 2
o _2
3773
1
T ==
5

" ) . . 2 2
Amibsl y = —32. (0;0) és (£;—2) tavolsdga: /(1) + (=2)" = /32 = @
g) , h) Trivialisan 2, illetve 4.
i) Vegyiik észre, hogy a koordinata-tengelyekkel egytitt megjelenik itt egy derékszogi haromszog,

melynek épp a derékszogii csticsdhoz tartozd magassagat keressiik.

4. abra.
Tudjuk, hogy a hiaromszog teriilete T = “5< = %b, amib6l a = 6, b = 5, ¢ = V5% + 62 = +/71. Ebbdl
me— 2 — 30

10. Milyen messze van az Ax + By + C = 0 egyenes az origdtol?

Megoldas: Ez az el6z6 6tlet miikodni fog altalaban. Az Az + By + C' = 0 a tengelyeket a (f%; 0),
illetve (0; —%) pontokban metszi. Ez alapjan a két befogd hossza ‘%L illetve |%

VG +(5) = Tl = | S4FE

, mig az atfogoé
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igy a keresett magassag:

Ez a modszer nem miikodik, ha A = 0 vagy B = 0 (szerencsére A%+ B? nem lehet 0). Am ilyen esetben
konnyd kiszadmolni, hogy ‘%L illetve |%‘ a valasz, ami val6jaban speciélis esete a fenti képletnek.

_ |C]|
VA2 + B2

i C2AB
A7+ - |ABCVAZ ¥ B2

N '\/A2+B2

Megjegyzés: Ahogy mar beszéltliink rola, altaldban mindegy hogy egy egyenes melyik egyenletét
hasznaljuk. Egy nem-nulla valés szammal barmikor fel tudjuk szorozni az egyenletet. Mi lenne, ha
specialisan valasztanank egy olyat, amire ez a fenti képlet egész szép. Ha A% + B? =1 lenne, akkor a
pont és egyenes tavolsaga épp |C| lenne De megtehetjuk hogy 1gy allitjuk be az egyiitthatokat?

Szerencsére igen. Legyen A’ = \/W’ \/W’ C' = \/W Ekkor

Arapr— (A 2+ b 2—14”]92—1
T \VA2 1 B2 VA+B) A+ B

Es mivel A és B nem lehet egyszerre 0, igy garantaltalan v/ A2 + B2 # 0, szoval szabadott vele oszta-
nunk.
Az egyenesek ilyen egyenletét normélt vagy lenormalt egyenletnek hivjuk.

11. Az e egyenes egyenlete Az + By + C = 0, ahol A%2 4+ B? = 1. Milyen messze van ettdl az egyenestél
a P = (wo;y0) pont?

Megoldas: Vegylik fel azt az f egyenest, mely parhuzamos egyenes e-vel, és dtmegy az P ponton.

5. &bra.

Legyen az e és P tévolsaga dy. Az f egyenes az origotol legyen do tavolsigra, mig az e egyenes di-re.
Ekkor nyilvan d; = do — d3. Mi ugye di-et keressiik, do-t konnyen meg tudjuk hatarozni, a kérdés, hogy
vajon ds-at is?
Szerencsére igen. Az f egyenes parhuzamos az e-vel, tehat az egyenelete Az + By + C' = 0 alakt. Es
atmegy a P-n, tehat Azg+ Byg+ C’ = 0, ami alapjan f : Az + By — (Azo+ Byg) = 0. Vagyis ds = C,
d3 = —(Axo + Byo), igy

dy = Axg + Byy + C.

Megjegyzés: Na, megalljunk csak! Mi tortént az abszolutértékekkel? Teljesen megfeledkeztiink réluk!
Valéjaban az Axg+ Byg+ C kifejezés elGjele is jelent valamit. Ez ugyanis az egyenes egyik oldalén végig
pozitiv, a masik oldalan végig negativ. De mégis mi donti el, hogy az egyenesnek melyik a pozitiv, és
melyik a negativ oldala? Val6jaban ez nem az egyenesnek a jellemzGje, hanem az egyenletének. Ugyanis
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a —Ax — By — C' = 0 ugyanezt az egyenest irja le, csak épp forditva van, hogy melyik a pozitiv, és
melyik a negativ oldala. Ez pedig azért lehet, mert egy egyenesnek pontosan két olyan normélvektora
van, amiknek a hossza egy: (A; B) és (—A; —B).

A normalvektor segitségével egyébként adhatunk egy 1j bizonyitast is erre a két feladatra:

Legyen A2+ B? = 1. Az (z;y) pont pontosan akkor van rajta ezen az egyenesen, ha Az + By +C = 0.
Ertsiik meg, mit jelent az (A; B) - (z;y) skaléris szorzat. (Lasd 6. dbra.)

A nekiink kedvezd értelmezés most az lesz, hogy ez az (A; B) hossza szorozva az (z;y)-nak az (A; B)
irdnyba es@ vetiiletével. Ez utébbi ugyanis épp az egyenes tavolsidgat jelenti az origotol, azaz d-t. Elsbbi
pedig 1. Vagyis (A; B) - (z;y) = d. Ugyanakkor (A;B) - (z;y) = Az + By = —C. Azaz ismételten
megkaptuk, hogy milyen messze van az egyenesiink az origdt6l, &m most mar az elGjelét is értjiikk. Ha a
vélasztott normalvektorunk iranyéba indul el az egyenes, akkor pozitiv lesz —C' értéke, mig ha a masik
irdnyba, akkor negativ lesz —C' értéke.

5% 5%
P
4+ 4+
( y) Q,’I
21 21
/, /,
1+ ,’Id (A’ B) 1+ ,’/ (Aa B)
o’ oy
-1 L2 3 AN -1 L2 3 AN
1l 1l
6. abra. 7. abra.
Az altalanos pont-egyenes tavolsaghoz pedig nézziik a 7. abrat. O? @ . Nézziik meg, itt mit
jelent, ha valamit megskalarszozunk az egyenes normalvektoraval. ) - QP épp a pont és egyenes

tavolsaga, erre hajtunk. (A4; B) - OQ) az egyenes és az origo tévolsaga, vagyis —C' a korabbiak alapjan.
(45 B) - OP = (4; B) - (w5 o) = Ao + Byo

Ez alapjan tehéat a pont és egyenes tavolsaga:

(A;B)-QP = (A;B) - OP — (4; B) - 0Q = (Awg + Byo) — (~C) = Az + Byo + C.

12. Tiikrozziik a P = (3;2) pontot az e : 3x+4y = 10 egyenesre. Mik az igy kapott P’ pont koordinatai?

Megoldas: Legyen a P-bdl e-re allitott mersleges f. Ennek normalvektora (—4;3), vagyis —4x + 3y +
C = 0 alaku egyenlete lesz. Es mivel a&tmegy a (3;2) ponton, igy —4(x — 3) + 3(y — 2) = 0 lesz az
egyenlete, rendezve

f:—4x+3y+6=0.

Legyen e; a P-n dthaladé e-vel parhuzamos egyenes, mig es ennek a tiikkorképe e-re. Ha eo-t meghatéa-
roznank, az es N f metszéspontot mar konnyd kiszamolni.

Szoval eo. Ehhez elGszor is, mit tudunk e;-r6l? Ezen egyenesen azok a pontok vannak, amik e-t6l
ugyanolyan tévol vannak, mint P. Hoppa! De ennek minden részletét meg tudjuk adni egyenlettel. Az
e egyenletét gyorsan osszuk le /32 + 42 = 5-tel: g:v—f— y—2=0. Ett6l P = (3;2) épp 3+%-2—2 = %
tavol van.

Vagyis es pontjai is ilyen messze vannak e-t6l, csak a mésik irdnyba. De hat ez azt jelenti, hogy
%x + %y —2= —% épp ezt az ez egyenest irja le.
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8. abra.

Ez alapjan (rendezés és 5-tel valo felszorzas utéan)
ez :3x+4y —3=0.

e és f metszéspontja pedig mar konnyen szamolhat6 az eddigi médszerekkel:

836

25" 25
Megjegyzés: Valojaban nem volt sziikség az 5-tel valo leosztéasra, anélkiil is miikodik az Axz+ By+C =
—(Azy + By + C) otlete.

13. Két egyenes egyenlete A1z + Biy+Cy = 0, illetve Aoz + Boy+Co = 0, ahol A3+ B? = A2+ B2 = 1.
Add meg a szogfelez6jiik egyenletét.

Megoldas: Egy (x;y) pont akkor van rajta a szogfelezon, ha egyenls tavol van a két egyenestol.
Szerencsére pont és egyenes tavolsagat meg tudjuk mondani: A;x + Biy + Cy, illetve Asx + Boy + Cs.
Csak az kell, hogy ez a két érték megegyezzen. Vagyis a szogfelezd egyenlete:

Ajx + By + Ci = Az + Boy + Cs.

De varjunk csak. Két egyenesnek két szogfelezGje is van. Hol vesztettiik el a mésikat? Hat ott, hogy az
egyenletiink elGjeles tavolsagot ad. Vagyis azok is ergyenls tavol vannak, akikre a két képlet egymaés
ellentetjét adja. Vagyis

Az + By + C1 = —(Asz + Boy + Cy)

is szogfelezd.

1.6. Egyenesek egyenletének Gsszege

14. Bizonyitsd be, hogy egy haromszég magassagvonalai egy ponton mennek &t.

Megoldas: Legyen a harom csics A = (a1;a2), B = (b1;b2), C = (c1;¢2).

Mit tud az A-bol inditott m, magassagvonal? Mersleges BC-re, és atmegy A-n. El6bbi azt jelenti,
hogy a két egyenes normélvektora is meréleges, vagyis m, nomralvektora egyben BC' iranyvektora is.
BC-nek meg kénnyen tudunk mondani egy irdnyvektorat: BC' = (¢1 — by;co — be). Tehéat

Mg : (c1 —b1)(x —a1) + (c2 —b2)(y —az) =0

lesz, ha még azt is figyelembe vessziik, hogy atmegy az A = (a;;az) ponton.
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Szimmetria okokbdl ugyanigy kaphatjuk, hogy
my : (a1 —c1)(x —b1) + (ag — c2)(y — b2) =0,

me: (b1 —a1)(z —c1) + (b — az)(y — c2) = 0.

Vegyiik észre, hogy ha sszeadjuk a harom egyenletet, a bal oldalon minden kiesik:
mg +mp +me : 0x 4+ 0y 4+ 0= 0.

De mit is jelent ez? Atrendezve m, = —(m, + mp), ami azt mutatja hogy m. egy egyenletét megkap-
hatjuk dgy, hogy Osszeadjuk a masik két magassdgvonal egy-egy egyenletét, és aztdn megszorozzuk
—1-gyel. (Persze nem-nulla konstanssal valo felszorzas ugyanazt az egyenest irja le.)

Legyen m, és m; metszéspontja M. M koordinatai azt tudjak, hogy ha mg-ba, illetve my-be ha
behelyettesijiikk ¢ket, O0-t kapunk. Am emiatt, ha —(mq + my)-be helyettesitjiik be, szintén 0-t kell
kapnunk. Vagyis M rajta van —(m, + my) egyenes is, de héat ez éppen m.. Ez pedig épp azt jelenti,
hogy a harom egyenes egy ponton megy at.

15. Adott egy ABC héromszog és egy e egyenes a haromszog sikjaban. A haromszog csicsainak merd-
leges vetiiletei az e egyenesen A’, B’ és C'. Az A’ ponton at hazott és BC-re merGleges egyenes my, a
B’-n 4at halado és AC-re meréleges egyenes mp, végiil a C’-n at huzott AB-re merdleges egyenes mc.
Bizonyitsuk be, hogy az ma, mp és m¢ egyenesek egy ponton mennek at!

Forras: Arany Daniel, Haladok, III. kategoria, 2009. donts 3. feladat

Megoldas: TODO
16. Harom egyenes egyenlete

e1:Aix+Biy+Cy =0
e :Asx + Boy + Cy =0
e3 :Asx + Bsy + C3 = 0.

Mutasd meg, hogy az alabbi két allitas ekvivalens.
(1) Léteznek a, 8,7 € R\ {0}, hogy ha ilyen sulyokkal 6sszeadjuk az egyenletket, minden kiesik, azaz
ae; + Beg +ve3: 0 +0y+0=0
lesz. (Masképpen fogalmazva:

aAy + A +vA3 =0
aBi + By +vB3 =0
aCi 4+ pCy +~vC5 =0

egyszerre teljesiil.)

(ii) e1, ez és eg egy ponton mennek &t vagy parhuzamosak.

Megoldas: (i) = (7).

Ez igazabol ugyanaz az irany, amit az el6z6 két feladatban is meggondoltunk mér.

1. eset: e és eo nem parhuzamos. Legyen a metszéspontjuk M. Ekkor e3 = —%el —
behelyettesitve M koordinatait ismét 0-t kell kapnunk, vagyis M rajta van es-on is.
2. eset: ey és ea parhuzamosak. Lehet-e, hogy e3 nem parhuzamos veliik, hanem valahol metszi Gket?
Tegyiik fel, hogy M-ben metszi ej-et. Ekkor az el$z8 esetet alkalmazva e; = —%61 — %63 miatt M es-n
is rajta van, vagyis az jott ki, hogy e; és eo mégis metszi egymast, ami ellentmond a feltevéstinknek.

B

S€2 egyenletébe
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1. eset: egy ponton mennek at. Legyen e; : Ajxz + Biy+ C1 = 0, ea : Aox + Boy + Cy = 0, és
f(t) = e +teg, ami alatt azt értjik, hogy f(t) : (A1x+ B1y+ C1) +t(Asx + Boy + Co) = 0 az egyenes
egyenlete.

f(t) minden t-re egyenes lesz, s6t az el6z6 irany alapjan azt is tudjuk, hogy 4t fog menni e; és eg
metszéspontjan (M ). Konkrét t-ket kiprobélva azt latjuk, hogy ¢ = 0-ra ej-et kapjuk (ez nem meglepd),
és ahogy t abszolutértéke egyre né, f(t) egyenes "atfordul" es-be, de mintha azt sose érné el. (Lasd
9. abra.)

Ha sikeriilne belatni, hogy minden egyenest fel tudunk igy {rni, ami atmegy M-en, akkor kész lennénk,
hiszen akkor es-ra is lesz egy alkalmas t, hogy es = e; 4 tea, amibdl kapjuk, hogy a =1, 8=t v= —1
alkalmas sulyok. (¢ = 0 okozhatna problémat, hiszen a 0 sulyokat nem engedtiik meg, de ez esetben e;
és e3 egybeesne, amit szintén kizartunk, szoval nem lesz ezzel baj.)

12+
;073\ e\ 0,1\ 0.25 es

11
—0,25

J1/iéé4éé\<£\£\fo

9.4bra.e; :3x+2y—27=0,e3:4x—-3y—2=0

Vegyiink fel egy (zo;y0) pontot. Keressiink olyan t értéket, amire f(¢) aAtmegy ezen a ponton. Ha
minden pontra talalunk ilyet, az persze azt jelenti, hogy az Gsszes M-en atmend egyenes felirhato f(t)
alakban.

Az kell tehat nekiink, hogy (A1xo+ Biyo + C1) + t(Asxg + Bayo + Co) = 0, ami egyszer(i atrendezéssel

Ao + Bryo + C1

t=— .
Aoz + Boyo + Ca

Ez csak abban az esetben nem lesz értelmezhets, ha a nevezs 0. Am az pont azt jelenti, hogy (zo,vo)
rajta van eg-n. Vagyis azt latjuk, hogy az 6sszes M-en atmend egyenest fel tudjuk f(¢)-ként irni, kivéve
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eo-t. De abbdl indultunk ki, hogy a hdrom egyenes kiilonb6zd, igy ez nem is okoz problémat.

2. eset: parhuzamosak. Ugyanez az 6tlet mikodik. f(¢) = ey + tes mindig parhuzamos lesz az eredeti
két egyenesiinkkel (ugyanolyan iranya a normélvektora), kivéve t = —1 esetén, amikor nem értelmes az
egyenlet. Kénnytd meggondolni, hogy minden ponton (ami nem eg-n van) at fog menni egy f(¢). Emiatt
valamilyen t-re e3 = e + tes, és emiatt ugyantgy fel tudjuk irni a salyokat, mint az el6z8 esetben.

Megjegyzés: Az e1 +teo alakkal elvesztettiik a szimmetriat a két egyenes kozt. De igazabol ez kénnyen
visszanyerhetS. Ha ae; + Bes alakban keresilink egyszerre két sulyt. Mivel egy valos szdmmal felszorozva
persze ugyanannak az egyenesnek kapjuk egy egyenletét, ezért val6jdban minket csak az « : 5 arany
érdekel. « : § = 1 : t alakban persze megkapunk majdnem minden egyenest, kivéve az o : § =0:1
aranyut, ami eg-nek felelnek. (Mint ahogy e; aza : =1 : 0-nak.

Definici6: Az egy ponton atmend Osszes egyenes halmazat, illetve az egy egy egyenessel parhuzamos
osszes egyenes halmazat egyenessornak vagy sugdrsornak nevezziik. (Angolul pencil of lines.) Mint lat-
tuk, egy ilyen sorban barmelyik két tag egyenletébdl linearis kombinécioként (azaz silyokkal 6sszeadva)
megkaphatd a tobbi egyenlete.

2. Korok

2.1. Bevezetd feladatok

Az 2?2 + y?> = 1 egyenletii alakzaton a Pitagorasz-tétel azon (z;y) pontok vannak rajta, amelyek
tavolsdga az origb6toél éppen 1.

17. a) Mi lesz az 22 + y? = 10 egyenletti kor sugara?
b) Add meg a (3;2) kozéppontt, 5 sugara kor egyenletét.
c) Mi az (x — 1)2 + (y + 1)? = 4 egyenlet(i kor kozéppontja, illetve sugara?
d) Mi az 22 + y? — 62 + 12y + 44 = 0 egyenletii kor kozéppontja, illetve sugara?
e) Mi az 22 + y? + 22 + 4y + 5 = 0 egyenletti kor kozéppontja, illetve sugara?
f) Mi az 22 + 32 + 62 — 4y + 42 = 0 egyenlet kor kbzéppontja, illetve sugara?
Egyaltalan korok-e ezek?

Megoldas: a) Az 22 +y? = mQ alakbol jobban latszik a Pitagorasz-tétel, vagyis hogy v/10 lesz a
sugara, nem 10.

b) (z—3)*+(y—2)*=5

c) (1;—1) a koézéppont, 2 a sugar.

d) Alakitsuk teljes négyzetté: 22 +y? —6x + 12y +44 = (x —3)2 =9+ (y +6)2 =36 +44 = (z — 3)* +
(y+6)2 — 1.

Vagyis ez az (x — 3)? 4 (y 4+ 6)? = 1 egyenletti kor, aminek a kézéppontja (3; —6), sugara 1.

e) Alakitsuk megint teljes négyzetté: 2 +y*+2x+4y+5 = (z+1)2—1+(y+2)?—4+5 = (z+1)2+(y+2)2.
Vagyis ez az (z + 1)%2 + (y +2)? = 0 egyenletii... kor? Mit is jelent ez? Azon pontokrol beszéliink, amik
(—1; —2)-t81 0 tavolsagra vannak. De ezt csak egy pont tuddja, maga a (—1; —2). Technikailag végiilis
ez egy koregyenlet, ezért ezt szokas pontkdrnek is nevezni.

f) Jart utat jaratlanért...: 22 +9%+6x—4y+42 = (x+3)%2 -9+ (y—2)? —4+42 = (2 +3)?+(y—2)%+29.
Vagyis ez az (x +3)? + (y — 2)? = —29 egyenletii... hat egy biztos, nem kor. Valojaban egy olyan (x;y)
pont sincs, amire ez az egyenlet teljesiilhet, hiszen a bal oldal nemnegativ, mig a jobb oldal negativ.
Tehét ez az egyenlet az lires halmazt irja le.

Megjegyzés: Eretsségin a fentit kell tudni, s6t a fentit kell mondani. Am az ilyen koroket szokas
képzetes koroknek is nevezni, ha ismerjiik a komplex szamokat. Hiszen komplex szamok kozt tudunk
talalni olyat, amiknek a négyzete negativ. Pl x = 57 — 3, y = 2¢ 4+ 2 szdmokrol nem nehéz ellendrizni,
hogy teljesitik az egyenletet.

18. a) Mik lesznek az 22 + y? = 25 kor és az y = —%x + % egyenes metszéspontjai?
b) Mi lesz az 22 + y? = 25 korhoz a (7; —1) pontbol hizott két érints egyenlete?
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Megoldas: a) Ha egy (z;y) pont rajta van a koron is, és az egyenesen is, az azt jelenti, hogy mind-
két egyenlet teljesiil ra. Vagyis egy egyenletrendszer megoldasat keressiik. Az egyenes képletébdl y-t
behelyettesitve a kor egyenletébe:

1 5)\2
2

_— — :2
ZL’+< 2x+2> 5

1 5 25
2 2
— —_ — —:2
:13+4:L" 2:L"—|—4 5
5 9 b 75
TR

22 —2x —15=0

Megoldva ezt a masodfokit, kapjuk, hogy x1 = 5, xo = —3. Visszahelyettesitve az egyenes egyenletébe,
y1 = 0, y2 = 4. Vagyis a két metszéspont (5;0) és (—3;4).

b) Erre a feladatra haromféle lényegesen kiilonb6z6 megkozelitést is mutatunk.

1. moédszer. A (7;—1) ponton atmend m meredekségi egyenes egyenlete m(x — 7) = y + 1. Ez a
fliggsSleges kivételével leirja az Osszes egyenest, de az konnyen latszik, hogy az x = 7 egyenes nem
metszi a kort. Vagyis elég az ilyen alakuakkal foglalkoznunk. Ha az a) részhez hasonloan felirnank
ennek az egyenesnek és a kornek a metszéspontjat, valoszintleg ugyantugy egy mésodfoki egyenlethez
lyukadunk ki. Ha ennek a masodfokiinak a diszkriminansa 0, akkor a két megoldasa egybeesik, és pont
ezt jelenti az érint6. Tervnek jo, nézziik miikodik-e?

Az egyenes egyenletébdl y = m(x — 7) — 1, amit beirva a kor egyenletébe:

22+ (mx — (Tm + 1)) =25

22+ (mz)? —2m(Tm + 1) + (Tm +1)* =25 =0

Nézziik a diszkirminéanst:
D = 2m(Tm +1))* —4(1 +m?)((Tm + 1)? — 25) =

= —4(7m + 1)% + 100 — 100m? = —96m? — 56m + 96

Megoldva ezt a méasodfokit m; = —%, mo = % lesz a két egyenes meredeksége, amit kerestiink.

2. modszer. Vegyiik észre, hogy P = (7; —1) is rajta van az y = —%x + % egyenesen. (Lasd 10. abra.)
Mivel az egyenes két metszéspontjat (A és B) mar meghataroztuk a korrel, igy a P pont korre vonatkozo
hatvényat konnyen ki tudjuk szdmolni: PA- PB = \/(T—5)2+ (=1 -0)2- /(T+3)2 + (-1 —4)2 =
V5v/125 = 25. Ez pedig azt jelenti, hogy a P-bél a korhoz hizott két érint hossza v/25 = 5 lesz.
Vagyis ha felvessziik a P kozépponti 5 sugara kort, és megnézziik, hol metszi el az eredeti koriinket,
a két metszéspont (C' és D) épp a két érintési pontot adja.

Tehat akkor az

z® +y* =25 (1)
(z =7+ (y+1)* =25 (2)
egyenletrendszert szeretnénk megoldani. Ehhez vonjuk ki (2)-bél (1)-et, majd rendezziik:

—14x +49+2y+1=0
y=—Tx+25 (3)
Mostmar y-t be tudjuk helyettesiteni mondjuk (1)-be:
2?4 (—=7x +25)% =25
22 + 4922 — 3502 4+ 625 — 25 =0
50x2 — 350z + 600 = 0
2 —Te+12=0
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10. abra.

Ebbél x; = 3, 9 = 4, amit visszahelyettesitve (3)-be, kapjuk, hogy y1 = —4, ya = 3.

Vagyis a két kor metszéspontja C' = (3; —4), D = (4;3). Ebbdl pedig mér konnyt kiszamolni a PC' és
PD egyenesek egyenletét, ami persze ugyanaz lesz, mint az 1. modszer esetén.

Megjegyzés: Egy pillanatra maradjunk még a (3) egyenletnél. Latszolag ez csak egy technikai lépés
volt, ami abban segitett minket, hogy meg tudjuk oldani az egyenletrendszert. De ha jobban megnézziik,
ez egy egyenes egyenlete. Vajon melyik ez az egyenes?

Ez nem lehet més, mint a C'D egyenes. Hiszen C, illetve D is olyan, hogy (1)-be és (2)-be behelyettesitve
is 0-t kapunk (hiszen rajta vannak mindkét koron). Vagyis a kiilonbségiikbe behelyettesitve is 0-t kell
kapjunk. Ami azt jelenti, hogy az egyenes dtmegy mindkét ponton, vagyis ez csak a C'D egyenes lehet.
Ez egyben a két kor kozos hatvinyvonala is, de erre még visszatérink.

3. modszer. Az érintési pontban az érinté és a sugar derékszoget zarnak be. Ez azt jelenti, hogy a két
érintési pont (C' és D) rajta van OP Thalész-korén. (Lasd 11. abra.)

OP Thalész-korét nem nehéz meghatarozni. Kozéppontja OP felezépontja, vagyis (%, —%) Sugara
\/m = @. Ez alapjan a Thalész-kor egyenlete:

(w_;)2+(y+;)2—§f (1)

Most tehat (1) és (4) egyenletekbdl allo egyenletrendszert kell megoldani. Ha (4)-bél kivonjuk (1)-et,
majd rendezziik:

pedig az OP tavolsag fele, vagyis

49 1 50
-7 — —-=—-25
x+4+y+4 1
y="7Tr—25
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11. abra.

Jé, megint megkaptuk a (3) egyenletet, mint az el6bb. Vagyis innen ugyanaz lesz a szamolas vége is. De
ha jobban meggondoljuk, nem véletlen, hogy ugyanazt az egyenletet kaptuk! Hiszen a kapott egyenes
mindkét esetben a C' és D pontokon megy é&t.

Megjegyzés: Az 1. és a 3. modszer miikodik altalaban is. De a 2.-nal kellett egy kis szerencse, hogy
méar tudjuk egy P-n dtmend egyenes két metszéspontjat a korrel. Valojaban a pont korre vonatkozo
hatvanyat elég konnyen meg tudjuk hatarozni koordinata-geometriaval.

2.2. Pont korre vonatkoz6 hatvanya

19. Miaz (z —a)? + (y — b)? — r? = 0 kdrre vonatkozé hatvanya az (z¢;yo) pontnak?
Megoldas: Tudjuk, hogy ha d a pont és a kor kozéppontjanak tavolsdga, és r a kor sugara, akkor
a pont kérre vonatkozo hatvanya d? — r2. d-t pedig konnyt megkapni, hiszen az (xo;yo) és az (a;b)
pontok tavolsaga: d = \/(xg — a)2 + (yo — b)2. Ez alapjén a pont korre vonatkozo hatvanya

(0 — a)® + (yo — b)* — %,
Megjegyzés: Valami nagyon hasonlé tortént, mint a pont és egyenes tavolsaganal. Vettiik a ponthal-
maz egy speciélis 0-ra rendezett egyenletét (egyenesnél olyat, ahol A%+ B2 = 1 volt, itt pedig azt, ahol

22 és y? egyiitthatoja 1), és abba szimplan beirtuk a pont koordinatait.

20. Bizonyitsd be, hogy két kor kdzos hatvanyvonala egy egyenes. Add is meg az egyenes egyenletét.
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Legyen a két kor egyenlete (v — z1)2+ (y — y1)? — 7} = 0, illetve (z — x2)% + (y — y2)? — r3 = 0. Ahhoz,
hogy egy (x;y) pont hatvanya a két korre megegyezzen, az kell, hogy

(z—21)*+(y—y1)’ =1 = (z —22)° + (y — y2)* — 13.

Mindkét oldalon egy-egy z2, illetve y? van, igy azok kiesnek, széval egy egyenes egyenlete lesz, ami
marad. Ha mindent egy oldalra rendeziink:

(=221 + 2x9)x + (—2y1 + 2uy2)y + (27 + y? — 23 —y3) = 0.

2.3. Kor pontbeli érintéje, felébehelyettesités

21. Add meg az 22 + 3% — 1 = 0 kor P = (zg; yo)-beli érint6jét (a pont rajta van a korén).
Megoldas: Az érintésbeli pontban a sugar és az érinté merdlegesek egymasra (lasd 12. abra). Ez azt

jelenti, hogy a sugar (mint ﬁ vektor) egyben az érinté normalvektora is. Marpedig O? = (z0;%0),
vagyis az egyenes egyenlete zox + yoy + C' = 0 alakt lesz. Mivel az egyenes atmegy P-n, igy xoxg +
Yoyo + C =0, de P rajta van a koron, igy xoxg + yoyo = 1, vagyis C' = —1. Tehat az érint§ egyenlete:

ror +yoy —1=0

%
P
0.5
~15 0.5
—-151t
12. 4bra.

22. Add meg az 22 + 32 — 25 = 0 kor (3;4)-beli érintdjét (a pont rajta van a korén).
Megoldas: Hasonléan jarunk el, mint az elébb.
Az érintésbeli pontban a sugar és az érinté merdlegesek egymasra. Ez azt jelenti, hogy a sugar (mint

O.P> vektor) egyben az érint§ normalvektora is. Marpedig OP = (3;4), vagyis az egyenes egyenlete
3z + 4y + C = 0 alaku lesz. Mivel az egyenes atmegy P-n, igy 3-+4-4 4 C = 0, amibsl C = —25.
Tehét az érint6 egyenlete:

3x+4y—25=0

23. Add meg az (x —u)? + (y — v)? — r? = 0 kdr (x0; yo)-beli érintjét (a pont rajta van a korén).
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Megoldas: Hasonléan jarunk el, mint az el6z6 két esetben.
Az érintésbeli pontban a sugéar és az érinté merdlegesek egymasra (lasd 13. dbra). Ez azt jelenti, hogy

a sugar (mint O? vektor) egyben az érinté normalvektora is. Marpedig OP = (z¢ — u;yo — v), vagyis
az egyenes egyenlete (rg—u)x + (yo — v)y + C = 0 alaku lesz. Mivel az egyenes atmegy P = (x; yo)-n,
igy
(zo — u)(z — o) + (Yo — v)(y —yo) =0 (5)
lesz. Tudjuk tovabbéa, hogy
(zo —u)* + (yo —v)* =1* =0 (6)

is teljesiil. Ha osszeadjuk (5)-6t és (6)-ot:
(zo — u)((z0 — u) + (= — 20)) + (yo — v)((yo — v) + (z — y0)) — r* = 0.

Rendezve:
(o — u)(z —u) + (yo — v)(y —v) —1* = 0. (7)

13. abra.

Megjegyzés: Nézziik meg kicsit jobban a (7) egyenletet. Nagyon hasonlit a kor egyenletére. Egész
pontosan olyan, mintha vettiik volna kor egyenletét (x —u)(x —u) + (y —v)(y —v) —r? = 0 alakban, és
a két  koziil az egyik helyére zo-t irtunk, és a két y koziil is az egyik helyére yo-t irtunk. Eppen emiatt
ezt a modszert felébehelyettesitésnek nevezziik, hiszen a lehetséges helyek felébe helyettesitettiink csak
be.

24. Mit ad a felébehelyettesités, ha a kor egy kiils6 pontjat helyettesitjiik felébe?
Megoldas: Lasd 7. fejezet.

25. Az ABC haromszog beirt kore az AC és BC oldalakat az X és Y pontokban érinti. A B-bél induld
bels6 szogfelezs az XY szakaszt P-ben metszi. Mutasd meg, hogy APB< = 90°.

Forras: Arany Daniel, Haladok, III. kategoria, 2013. donté 1. feladat

Megoldas: TODO
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2.4. Appoloniusz-kor, korsorok

26. Hol vannak azon pontok a sikon, melyek a (42;69) ponttol 6-szor olyan tévol vannak, mint a
(3; —2)-t61?
Megoldas: Az (z;y) pont a (42;69)-t6l v/(x — 42)2 + (y — 69)2 tévol van, mig a (3; —2)-t6l v/(z — 3)2 + (y + 2)2.
Ez alapjan az altalunk keresett pontokra az teljesiil, hogy

Vi —42)2 + (y — 69)2 = 6+/(x — 3)2 + (y + 2)2.

Mivel mindkét oldal pozitiv, igy a négyzetreemelés ekvivalens atalakitas, tehat az altalunk keresett
alakzat egyenlete:

(x —42)* + (y — 69)? = 36(x — 3)% + 36(y + 2)°.
Egy oldalra rendezve:

0=36(x —3)2+36(y +2)> — (x — 42)%> — (y — 69)% =
=36(z% — 624 9) +36(y°> + 4y +4) — (2? — 2- 422 + 42%) — (> — 2 69y + 69?) =
=352 + (=36 - 6 + 2 - 42)x + 35y% + (36 -4 +2-69) + (36 - 9 + 36 - 4 — 42% — 69?)
=352 — 132z + 35y° + 282y — 6057.

35-tel leosztas utan probaljuk kor egyenletévé alakitani:

, 132, 282 6057

T TR T
86\, MINT (667, (141)* 6057
- 35 Y~ 35 35 35 35

Tehét ez tényleg egy kor lesz, aminek a kozéppontja (@' %), sugara pedig \/(%)2 + (%)2 + %27 =

357
13,887
Megjegyzés: Természetesen nem csak 6-szoros tavolsdgarannyal lehet ezt megkérdezni, hanem t-
szeressel is. A szamolast ugyanigy elvégezve, egy kor egyenletét fogjuk kapni majdnem mindig. (Lasd
14. abra.) Ugyanis egy ponton leosztottunk ¢? — 1-gyel (a feladatban 35-tel). Es ez lehet 0 is ha 2 = 1,
azaz t = 1 vagy t = —1. Mivel a tavolsdgok nem-negativak, igy —1 nem lehet az aranyuk, de 1 igen.
Ekkor a két ponttol vett tavolsaguk ugyanaz, vagyis ez a szakaszfelezd merdlegesiik lesz. (Mellékesen
kaptunk egy 1j, egész gyors modszert két pont szakaszfelezs merdlegesének kiszamolasara.) Minden mas
t-re viszont tényleg egy kor egyenletét kapjuk. Pontosabban ¢t = 0 esetén csak egy pontot (pontkort)
kaptunk.
A masik pontot viszont semmilyen ¢ értékre nem kapjuk meg, csak "t = oo" esetén kapnank meg.
Lattunk mar hasonlét az egyenessoroknéal (lasd 16. feladat). Erre — és a latszolagos szimmetria elvesz-
tésére — az ott emlitett modszer tud megoldast adni. Ha a két kor egyenlete ky és ks, akkor ak; — Bko
alakban nézziink az 1j alakzataink egyenletét, ahol «, f nem-negativ valos szamok. Ekkor megint csak
az « :  ardny hatarozza meg az alakzatot, hiszen egy egyenletet egy nem-nulla konstanssal leosztva
kapott masik egyenlet ugyanazt az alakzatot hatarozza meg. Specilaisan o : § =1 : 1 a szakaszfelezd
merdleges, o : f=1:0és a: 8 =0:1 akét pontkort adja. Erdemes meggondolni, hogy ha o és f3
kiilonbo6zo elGjeld, akkor képzetes koroket kapunk (vagyis egyenletiik egy kornek tiinik, de atrendezve
negativ lenne a sugar négyzete).
Az egyenessorokhoz hasonloan, az ilyen alakzatok csaladjat kdrsornak neveziink (angolul pencil of
circles). Ttt is meg lehet gondolni, hogy a csalad barmely két tagjat kivalasztva, azok egyenleteit
kiilkonbo6zd sulyokkal 6sszeadva, megkapjuk a csalad Osszes tobbi tagjanak egyenletét.
Korsorbol val6jaban négyféle van, amit aszerint lehet egyszertien csoportositani, hogy a korsor két
adott tagjanak hény metszéspontja van. Ugyanis ha egy pont rajta van két koron is, akkor rajta kell
legyen az Osszesen. Ez alapjan ha a koroknek
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2.5.
TODO

27.

28.

?

?

14. abra. A = (—2; —1)-t8l t-szer olyan tavol 1év pontok, mint B = (7;2)-t6l

2 metszéspontja van, akkor elliptikus korsorrol (angolul elliptic pencil) beszéliink. Ezek valojaban
két adott pontot Atmend korok. Egy ilyen kérsorban van egy egyenes, nincs se pontkor, se képzetes
kor. Az egyenes a kordk kozos hatvanyvonala.

1 metszéspontja van, akkor parabolikus kérsorrél (angolul parabolic pencil) beszéliink. Ebben az
esetben a korok érintkeznek az adot egy pontban. Egy ilyen korsorban van egy egyenes, egy
pontkor, és nincs benne képzetes korok. Az egyenes a korok kozos érintGje, a pontkor pedig az
érintési pont.

0 metszéspontja van, és nincs két koncentrikus kor, akkor hiperbolikus korsorrol (angolul hyperbo-
lic pencil) beszéliink. Egy ilyen korsorban van egy egyenes, két pontkor, és vannak benne képzetes
korok.

0 metszéspontja van, és van két koncentrikus kor, akkor a korsor Osszes tagja koncentrikus. Egy
ilyen korsorban nincs egyenes, van egy pontkor, és vannak benne képzetes korok.

Kiss Géza korsoros feladatai
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29. 7

3. Parabolak
3.1. Bevezets feladatok

Definicié: Egy adott (fokusz)ponttol (angolul focus) és egy (vezér)egyenestdl (angolul directiz) egyenld
tavol 1évs pontok halmazat paraboldnak (angolul parabola) nevezziik.

30. Mutasd meg, hogy az y = z° egyenletti ponthalmaz tényleg egy parabola. Mi a fokuszpontja és a
vezéregyenese?

Megoldas: Ha ez tényleg egy parabola, akkor szimmetriaokokbdl arra szamitunk, hogy a fokuszpontja
az y-tengelyre esis (vagyis (0; f) alaki), a vezéregyenese pedig az z-tengellyel parhuzamos (vagyis y = v
alaki). Raadasul a (0;0) rajta van a parabolan, emiatt v = — f-nek teljesiilnie kell. Nézziik meg, hogy
milyen f esetén teljesiilhet ez.

Mi is kell nekiink? Hogy minden (x;y) pontra (ahol y = x?)

Ve =02+ —f2=y+/

hiszen a bal oldal a (0; f)-t6l vett tavolsag, a jobb oldal pedig az y = — f-t6l. Emeljiik négyzetre, és
rendezziik:

= (y+f)?—(y— [ =4yf =4a>f
0=a?(4f — 1)

Ahhoz hogy ez minden x esetén teljesiiljon, 4f — 1 =0, azaz f = i kell.
Es ha visszanézziik a szamolast f = %—del, azt latjuk, hogy ez valoban teljestil az sszes (z;y) pontparra,
ahol y = 22 L

, vagyis a parabola minden pontja tényleg egyforma messze van a (O; i) ésazy = —y
egyenestdl.

Definicié: A parabola p paramétere a fokuszpont és a vezéregyenes tavolsaga. (Ez az y = 22 esetén
3)

Definicié: A parabola f fokusztavolsaga (angolul focal length) a fokuszpont és a tengelypont tévol-
saga. (Ez az y = 22 esetén 1.)

Definicié: A parabola (szimmetria)tengelye a fokuszpontbdl a vezéregyenesre bocsajtott mergleges.
(Ez az y = x? esetén az y-tengely.)

Definicié: A tengelypont (angolul vertez) a parabola "csicsa", azaz a tengely és a parabola met-
széspontja. (Ez az y = 22 esetén a (0;0).)

31. Add meg a p paramétert, (0;0) tengelypontu, felfelé nyilo parabola egyenletét.

Megoldas: Nagyjabol az el6z6 szamolast fogjuk megismételni. Azon (x;y) pontokat keressiik, melyek
az F = (0;£) ponttol és az y = —& egyenests] egyforma tévol vannak, azaz

2
()
v <y+2 2 Py

v=5



Koordinatageometria Matek 10.C

32. Add meg a p paramétert, (0;0) tengelypontt, a) lefelé, b) jobbra, illetve ¢) balra nyilé parabola
egyenletét.

Megoldas: Hogy lefelé nyiljon, csak tiikrozni kell a felfelé nyilot az z-tengelyre, vagyis az egyenlete

1,2

yz—%.

Az x és y szerepének megcserélésével épp a jobbranézét kapjuk:

=2
2p’
ezt tiikrozve az y-tengelyre pedig a balranézét:
e= ¥
2p

15. dbra. p = 1 esetén a 4 égtaj irdnyaba allo parabola

33. Toltsd ki a 2. tablazatot:

fékuszpont | vezéregyenes | tengelypont egyenlet
(5;9) r=11
(3:7) y=9
x=-11 (—6;3)
(_2;575) (—2,5)

y=2>+6x—1
y = 162 — 222 — 27

y:§—$+2
6(x —y) =y +21
y? — 2y +8xr =15
y—a=(z+y)?

2. tablazat.
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Megoldas: A fokuszpont-tengelypont-vezéregyenes harmasbol barmelyik kettt ismerve, konnyen meg-
adhat6 a harmadik.

Az (z0;10) tengelypontu felfelé/lefelé nézd parabola egyenlete y — yo = a(z — z0)? alaku lesz, ahol
la| = ﬁ, eljele pedig pozitiv, ha felfelé néz, negativ, ha lefelé néz.

Az (z0;y0) tengelyponti balra/jobbra nézé parabola egyenlete x — g = a(y — yo)? alak lesz, ahol
la| = %, elGjele pedig pozitiv, ha jobbra néz, negativ, ha balra néz.

Ugyanezen gondolatmenetet visszafelé csindlva, megkaphatjuk az egyenletbdl a tengelypontot és a
paramétert.

Ezen otletekkel felvértezve oldjuk meg mondjuk az els§ és az 6tddik sort. A tobbit hasonldéan lehet
megoldani (kivéve az utolso sort).

Az (5;9) fokuszpontt, x = 11 vezéregyenest parabola. (Lasd 16. abra.) A tengelypontja igy az y = 9
egyenesre esik, x koordinataja pedig x = % = 8. Tehat (8;9) a tengelypontja. Igy egyenlete  — 8 =
a(y —9)? alak lesz, ahol a < 0, hiszen balra néz. Tovabba p = 11 —5 = 6, vagyis |a| = ﬁ = . Tehét
a parabola egyenlete

1 2
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16. abra. Az (5;9) fokuszponti, x = 11 vezéregyenesti parabola.

Az y = 22 + 62 — 1 egyenletti parabola. y = 22 + 6x — 1 = (x + 3)? — 10, azaz a parabola egyenlete
atrendezve:
y+10 = (z + 3)°.

Ez alapjan tengelypontja (—3; —10), és paramétere p = 5 = £. Mivel felfelé néz, igy a fokuszpont 1-del
"felfele" van a tengelyponttol, a vezéregyenes pedig i—del "lefelé". Tehat a fokuszpont (—3; —-10 + i),
a vezéregyenes pedig y = —10 — i

Megjegyzés: Az utols6 sorban lathato egyenletet kibontva van z2-es és y2-es tag is, vagyis nem gy

néz ki, mint az eddig altalunk vizsgalt parabolak. Egyaltalan parabola ez? Geogebraban abrazolva (17.
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abra) annak tinik, de "ferde". Erre még vissza fogunk térni, illetve a 6. fejezetben alaposabban is
foglalkozunk vele.

17. abra. y — x = (x + y)%: "ferde" parabola

34. Mi az egyenlete annak a (3;7) tengelyponti, z-tengellyel parhuzamos tengelyii parabolanak, mely
12 hosszu szakaszt metsz ki az y-tengelybdl?

Megoldas: Az y-tengelyt a parabola tengelye a (0; 7) pontban metszi, szimmetriaokokbol ettél felfelé,
illetve lefelé 6-tal metszi a parabola a tengelyt. Vagyis atmegy a (0; 1), illetve (0;13) pontokon.

Innen tobbféleképpen is befejezhetjiik.

Az egyik lehetSség, hogy a parabola allasa alapjan tudjuk, hogy « = ay? + by + ¢ alakt egyenlet irja le.
Ebbe (z;y) = (0;1), (z;y) = (0;13), (z;y) = (3;7) értékeket behelyettesitve a, b, c-re kapunk kapunk
3 egyenletet, amit megoldunk, és kapjuk a parabola egyenletét.

Egy masik lehet8ség, hogy "elforgatjuk a fejiinket". Altalaban ahhoz vagyunk szokva, hogy y-t fejezziik
ki x-szel, mint egy fiiggvényt. Most pont forditva van. De ha atallitjuk a néz&pontunkat, azonnal
latjuk, hogy ez y-ban egy masodfoku kifejezés, aminek pont tudjuk a két gyokét (azaz, hogy hol
metszi az y-tengelyt: 1-ben, illetve 13-ban. Ez alapjan szorzatta lehet bontani, vagyis az egyenlete
r = a(y—1)(y—13) lesz. a értékét pedig megkapjuk, ha behelyettesitiink (3;7)-et: 3 = a(7—1)(7—13) =
—36a, azaz a = —%.

Egy harmadik lehet&ség, hogy nem vessziik észre, hogy hol metszi az y-tengelyt, hanem egybdl a
tengelypontbol olvassuk le, hogy o — 3 = a(y — 7)? lesz az egyenelete. Ha ezt megint gy rendezziik,
hogy x = y-ban masodfoki kifejezés, akkor ennek a két gyokét paraméteresen kiszamolva, és kivonva
egymashol, kapunk egy egyenletet a-ra.

35. Egy parabolatiikor atmérGje 20 cm, mélysége 5 cm. Mekkora a fokusztavolsaga?
Megoldas: TODO

36. Az y = 22 parabola melyik hurjanak felezépontja az (1;4) pont?
Megoldas: TODO

3.2. Csapatverseny feladatok
Cs/1. Mi a tengelypontja az y = —322 + 2z + 5 egyenlet(i parabolanak?
Cs/2. Mi a tengelypontja az x = (y + 3)% — 2 egyenletii paraboldnak?
Cs/3. Mi a tengelypontja az © — y = (z + 1)? egyenletii parabolanak?

Cs/4. Azy = 10x+3 egyenesbdl az y = 22 parabola kimetsz egy hirt. Mi ennek a htrnak a felezGpontja?
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Cs/5. Hol vannak azok a pontok a sikon, melyek a (0;1)-t6l 1-gyel messzebb vannak, mint az -
tengelyt6l?

Megoldas: TODO
3.3. Erintok kiilsé pontbol

37. A P = (1;0) ponton &t hany olyan egyenes van, melynek pontosan 1 kozds pontja van az y = x°

parabolaval?

Megoldas: Az (1;0)-n atmend sszes egyenes olyan alaki, hogy y —0 = m(x — 1), kivéve a fliggsleges,
azaz az x = 1.

Az els6 megéallapitasunk, hogy ez a fiiggsleges persze 1 pontban metszi a parabolat, hiszen ha behe-
lyettesitiink: y = 12, latjuk, hogy csak egy lehetséges megoldés van, az (1;1) pont.

Most nézziik meg y — 0 = m(z — 1) hol metszi y = 2%-et. y-t behelyettesitve a

O=22>—mz+m

méasodfoku egyenletet kapjuk. Mit is jelent ennek a két megoldasa? Azok a parabola és az egyenes
két metszéspontjanak lesznek z-koordinatai, mar ha léteznek (értsd: valosak). Ha nem léteznek, akkor
persze egy metszéspontjuk sincs. Ha viszont két kiilonb6z6 gyoke is van az egyenletnek, akkor az két
metszéspontot eredményez. Tehat nekiink az kell, hogy a két gyok egybeessen, azaz a diszkriminans 0
legyen:

0=D=m?—4m=m(m—4).

Ez alapjan m = 0, illetve m = 4 esetén kapunk érint&ket.

18. dbra. 2 érint6, és 1 nem annyira érinté

Megjegyzés: Bar 3 egyenest is kaptunk (lasd 18. abra), amiknek csak 1 kozos pontja van a parabolaval,
ezek koziil csak kettét neveziink érintének, amik... hat... "érintik". A tengellyel parhuzamos egyenes
bér szintén egy pontban metszi, § a parabola egyik oldalarél atmegy a mésikra, mig az érint6ktsl azt
varjuk, hogy végig az alakzat egyik oldalan maradjanak.
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Egy pillanatra gondoljuk csak meg ugyanezt a kérdést, kicsit mas felallasban. Mondjuk az = = 32
parabolédhoz akarunk egy kozos ponttal rendelkezs egyeneseket huzni a @ = (—1;1) pontbél. (Lasd
19. abra.)

19. abra.

Most is latjuk, hogy a tengellyel parhuzamos egyenes jo lesz, illetve két "rendes" érintére szamitunk.
Mivel most a fiiggsleges egyenes nem lesz jo, ezért mindharmat meg kell kapnunk y — 1 = m(x + 1)
alakban. Alljunk is neki!

Ebbsl mondjuk y-t kifejezve: y = m(z + 1) + 1, ezt beirva x = y*-be:

x = (mx+m+1)>
0=m?z? + 2m(m +1) — D)z + (m + 1)*

Ha ennek a mésodfoki egyenletnek a diszkriminansa 0, akkor kapunk érintét:
0=D=2mm+1)=1)*+4m*m+1)? = —~dm(m +1) +1 = —4m?* —4m + 1

Tehat ennek a masodfokunak a két megoldasa adja a két érintét... Na, de varjunk csak! Nem harom
megoldast kéne kapnunk? Hol veszitettiik el az egyiket? (Ezen érdemes elgondolkodni.)

Ott, hogy ez az z-ben masodfoka egyenlet valéjaban nem mindig masodfoku. Ha m = 0, akkor csak
els6fokii lesz, aminek természetes, hogy csak egy megoldasa van. Vagyis a harmadik egyenest igy kapjuk
meg. Es igy kicsit jobban is értjiik, hogy miben més ez, mint a két érint6. Az érintének ugyanis két
"metszéspontja" van a parabolaval (két gyoke a méasodfokunak), csak ezek egybeesnek, mig ennek a
harmadik egyenesnek minddssze egy (mivel elséfoki egyenletet kell megoldanunk).

Igazabol mindegy is volt, melyik ) pontot vessziik, mindig a parabola tengelyével parhuzamos egyenes
lesz az, amelyik els6foktut ad. Hoppa! Ez segithet minket a "ferde parabola" (17. abra) rejtélyének
megoldasaban! Alljunk csak be egy kiilsé pontba, mondjuk (3;0) annak ttinik az &bran. Az ezen atmend
egyenesek egyenlete y = m(x — 3), kivéve a fiiggslegest, de az tudjuk, hogy nem lesz a tengely iranya.
Ha ezt behelyettesitjiik a parabola egyenletébe:

y—a=(x+y)’
m(z—3) —x = (z+m(z—3))2
0= ((m+ 1)z —3m))? —z(m—1)+3m
0= (m+1)%2% — (6m(m +1)* + (m — 1))z + 9Im?* + 3m

Ha ennek a diszkriminansa 0, akkor kapjuk a két érint6t, de minket most nem ez érdekel. Hanem,
hogy mikor lesz ez els6foki. Hat akkor, ha (m + 1) = 0, azaz m = —1. Vagyis most mar latjuk, hogy
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a parabola tengelye 45°-0s szoget zar be a koordinata-tengelyekkel. Abban azért még nem lehetiink
biztosak, hogy pontosan melyik egyenesrdl is van sz0, de erre még a 4.1. fejezetben visszatériink.

38. Melyik az az egyenes, amelyik parhuzamos a 3x — 2y = 10 egyenlet egyenessel, és egy kézos pontja
van az y2 = 4z parabolaval?

Megoldas: TODO

39. Melyek azok a pontok, ahonnan az y = 2% parabolahoz htizott két érinté merdleges?

Megoldas: Vegyiik fel az (a;b) pontot. Az ezen a ponton atmend egyenesek egyenlete y —b = m(z—a),

kivéve a fliggslegest, ami biztosan nem érintd. Tehat az ebbdl kifejezett y = ma — (ma — b)-t beirva
2

y = x*-be:

mz — (ma — b) = x?

0=a2?—mx — (ma+b)

Ha ennek az z-ben méasodfoku kifejezésnek a két gyoke egybeesik, akkor beszélhetiik érintérél. Vagyis
irjuk fel a diszkriminiénst:

0= D, = m? + 4(ma + b) = m? + 4ma + 4b. (8)
Ennek az m-ben méasodfoku egyenletnek az m; és mo megoldasai adjék a két érinté meredekségét. Ha
azt szeretnénk, hogy ezek merélegesek legyenek, az kell, hogy m; = _%2’ azaz mimeo = —1. Ezt pedige
a Viéte-formulak segitségével konnyen meg tudjuk mondani:
4b
-1 = mimeg = T
Vagyis az kell, hogy b = —% (elemi geometriai nyelven: a vezéregyenesre essen).

Ha ezt visszahelyettesitjiik, és megnézziik a szamolést, tényleg azt kapjuk, hogy ez minden esetben jo.
Az egyetlen necces pont, hogy (8) egyenletnek tényleg van-e két (valos) gyoke. Mert ha csak két komplex
gyoke lenne, azoknak a szorzata is tudna —1 lenni, csak nem jelentenének érintét. 0 = m? + 4ma — 1
diszkriminénsa:

D,, = 164> + 4,

ami szerencsére mindig pozitiv. Vagyis valéban mindig létezik a két érints, és azok merdlegesek is
lesznek.

40. Az y-tengellyel parhuzamos tengelyd, (—1;3) tengelypontt parabola egyik érint6je y = 2z. Mi a
parabola egyenlete?
Megoldas: TODO

3.4. Erints a parabola egy pontjabol, felébehelyettesités

41. Az y = z? parabola egyik pontja (zo;yo). Mi az ebben a pontban hiizott érint6 egyenlete?

Megoldas: Az (xo;yo) ponton atmend egyenesek egyenletei: y — yo = m(xz — xg), kivéve a fliggslegest,
de azt mar lattuk, hogy nem lehet érints. Az kéne nekiink, hogy egy megfelels m-re egy metszéspontja
legyen csak a parabolanak és az egyenesnek. Az egyenes egyenletébdl y-t kifejezve, és behelyettesitve
a parabolaba:

m(x — xo) + yo = °

0 =22 — mx + (mxo — yo)

Nekiink egy olyan m kell, hogy ennek a masodfokunak a két gyoke egybeessen, vagyis a diszkriminans
0 legyen:
0 =D =m? — 4(mxo — yo) = m* — dmxy + 4a3 = (m — 2x0)?
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Vagyis az m = 2z meredekségii egyenes lesz az érint§, azaz
Y — Yo = 2zo(z — 20). (9)

Megjegyzés: Nézziink csak vissza a 2.3. fejezetre. Ha alaposan megvizsgaljuk, hogy milyen jellegt
tagokbol mit kaptunk, a 3. tablazatot készithejiik el:

Tag | Felébehelyettesités utan
Ax? Az - x9)
By B(y - o)
Cz C(iz + Jm9)
Dy D(3y + 3%0)
E E

3. tablazat. Felébehelyettesités

Vajon ha a parabola egy (x; yo) pontjara alkalmazzuk ugyanezt a felébehelyettesitést, szintén az érint6t
kapjuk?
y = 22 egyenletbe (z0;y0) felébehelyettesitése:

1 1

2y + Y0 = - Zo. (10)
Vajon (9) és (10) ugyanazt az egyenest irja le?
Rendezziik mindkettét y-ra:

1 1
Yy — yo = 2xo(x — o) SY+ ¥ = o

y:2:1:0x—2:):(2)+y0 Y =229 — Yo

Az x-es tag eghylitthatdja ekkor ugyanaz, csak az a kérdés, hogy a konstans tag is ugyanez-e?

—223 + Yo = —Yo
20 = 2a2
Yo = 90(2)

Ezt pedig igaz, hiszen (xo;yo) rajta van a parabolan.
A felébehelyettesités miikodik minden nem elfajuld mésodfoku gorbére, erre a 7. fejezetben visszatériink
még.

3.5. Két parabola

42. Két egymasra mer6leges tengelyl parabola 4 pontban metszi egymést. Bizonyitsd be, hogy ez a 4
pont egy koron van.
Megoldas: Feltehetjiik, hogy az egyik az z-tengellyel parhuzamos tengelyt, a mésik az y-tengellyel.
Ekkor az egyenletiik y = a1z + b1z + c1, illetve & = asy® + boy + c2 alaka, ahol aq,as, by, ba, 1, ¢2
valamilyen valos szamok, és a; # 0, ag # 0. Tudjuk, hogy ha ezekbe egy A = (z1;y1) metszéspont
koordinatait behelyettesitjiik, akkor mindkét esetben 0-t kapunk. Emiatt ha ezeket az egyenleteket
bérmilyen silyokkal is adnank 6ssze, ugyantugy 0 lenne a behelyettesités eredménye.
Vegyiik hat az els6nek az a—ll, a masodik az %—szeresét:

1 1 b c b c
—yt =2 St Lyt 2y 2
ai a2 ai a a2 a2
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b 1 b 1 c c
0:x2+y2+<1—>x+<2—>y+<1—|—2>.
ai a2 a2 a1 ai a2

Ez pedig egy kornek lesz az egyenlete. Vagy egy pontkornek, vagy egy képzetes kornek (iires halmaznak).
De mivel a 4 kiilonb6z6 metszéspontrol tudjuk, hogy rajta van ezen az alakzaton, ezért csak egy kor
lehet.

Megjegyzés: Az egyenessorokhoz, illetve korsorokhoz hasonl6 Gtletet csinaltunk. A két paraboldnak
vettiik a sorat!, és észrevettiik, hogy van koztiik egy kor.

Ez atrendezve:

4,,

20. abra. 2 parabola 4 metszéspontja

4. Ellipszisek

Definicié: Azon pontok halmazat, melyek két adott (fokusz)ponttol (angolul focal points vagy foci)
vett tavolsagosszege allando, ellipszisnek (angolul ellipse) nevezziik.

43. Hol vannak azok a P = (z;y) pontok a sikon, melyek tavolsdgosszege az Fy = (3;0) és Fy» = (—3;0)
ponttol d = 107
Megoldas: Az eddigi tudésunk alapjan persze a

VE=32+@wy—-02+/(z+32+(y—-02=10 (11)

egyenlet leirja ezen pontok halmazat. De alakitsuk ezt egy kicsit at, hogy szebben nézzen ki. Emeljiink
elGszor négyzetre:

=32+ W—-02+@+3)2%+wy—-02+2/(2—-3)2+ (y— 0)2/(z +3)2+ (y — 0)2 = 100.

Rendezve:

2v/ (22 + 42 + 9+ 62) (22 + 42+ 9 — 62) = 100 — 2(z + > +9). (12)

Osszunk le 2-vel és emeljiink négyzetre:

(2® 4+ 3% +9)2 — (62)% = 50% — 100(2® + 1y + 9) + (2% + > + 9)2.

! Angolul pencil of conics, magyarul leginkabb ktipszeletsornak szokés hivni. Egyébként ez egy nagyon szép irany,
kar, hogy csak egy labjegyzet jutott neki. Lasd még: https://en.wikipedia.org/wiki/Pencil_(geometry)
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Szerencsére (z2 + 32 + 9)? kiesik, ami pedig marad, azt tagonként rendezziik:

6422 + 100y? = 1600,

(e (@)

Ez azért tényleg szebb alaknak tiinik, mint amibdl kiindultunk. De tényleg ugyanazt a halmazt irja le?
A lépéseink nagy része ekvivalens atlakitas volt, de kétszer négyzetre emeltiink. Ott nem johettek be
plusz pontok?

Az els6 négyzetre emelésnél — (11) egyenletnél — lathatoan mindkét oldal pozitiv, igy ott tényleg
ekvivalens az atalakitas.

A masodik négyzetre emelésnél — (12) egyenletnél — mar nem ennyire trivialis a helyzet. Ehhez érdemes
megnézni, hogy a jobb oldalt hogyan kaptuk. Valdjaban a 100 — |PFy|> — |PFy|? jelenik ott meg. Ez
pedig kénytelen nem-negativ lenni, hiszen

azaz

102 = (|PFy| + |PFy|)? = |PF|? + |PFy> + 2|PF,||PFy| > |PF|> + |PF|?.

21. abra. Kistengely, nagytengely

Definicié: Az a hur, mely a két fokuszponton halad at, a nagytengely (angolul major azis). A nagy-
tengely az ellipszis leghosszabb hurja. A fokuszok felez6pontjan a nagytengelyre merdlegesen allitott
egyenes altal meghatéarozott har a kistengely (angolul minor axis). Féltengely a tengelyek fele, beszé-
link fél nagytengelyrsl (a 21. abran a) és fél kistengelyrdl (az abran b). A fokuszpontok tavolsaganak
a fele c. Ezek angolul semi-major axis, semi-minor axis, illetve focal distance.

Ekkor a harom paraméter kozott fennall, hogy a? = b? + c2. Az el6z6 feladatban d = 2a = 10, ¢ = 3
volt. Mi a helyzet altaldban?

44. Hol vannak azok a pontok a sikon, melyek tavolsagosszege az Fy = (¢;0) és Fo = (—¢;0) ponttol
2a?
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Megoldas: Igazabol az el6z6 megoldast vissziik végig Gjra. A lépések ugyanigy ekvivalens dtalakitasok
lesznek.

\/(:r—c)2+(y—0)2+\/(c+3)2+(y—0)2:2a

(2= 52+ @+ 92+ 2/ (=0 + 92y (e + 0 92 = 4d?

2v/(22 + y2 + 2 + 2cx) (22 + y2 + 2 — 2cx) = 4a® — 2 (2% + y* + &)
(z* +y* + 62)2 — (2cz)? = (2@2)2 —da® (P 4+ P+ )+ (2P + 7+ 02)2
(a2 — )2 + (a?) 42 = a? (a® - &)
2 2
Y

R =1
a2 — 2

e+ -

2
45. Az (%69)2 + <y—T420> = 1 ellipszisnek hol vannak a fokuszpontjai?
Megoldas: Vezessiik be az

¥ =z —69 y =y — 420 (13)

koordinatékkal leirhato 4j (bordd) koordinata-rendszert. Amit bordéval jeloliink, az ebben az eltolt
koordinéata-rendszerben torténik. )

! 2 P
Ebben az ellipszis egyenlete (‘%) + (%) = 1. Ennek pedig tudjuk a fokuszpontjait: (3;0) és (—3;0).

(13)-bol konnyt visszaszéamolni, hogy
r=1"+69 y =1y +420 (14)
Vagyis az eredeti koordinata-rendszerben a két fokuszpont (66;420) és (72;420).

46. Az (1%)2 + (%)2 = 1 ellipszisnek hol vannak a fékuszpontjai?

Megoldas: Most a = 12 < 13 = b, ami azt jelenti, hogy a b lesz a félnagytengely, és a a félkistengely.
Tehat a fokuszpontok nem az z-tengelyre esnek, hanem az y-tengelyre.

A =0 —aq?=13%-122 =52,

vagyis a két fokuszpont a (0;5) és (0; —5).

4.1. Elforgatott koordinata-rendszerek

47. Az (%ﬂ)z + (%)2 = 1 ellipszisnek hol vannak a fokuszpontjai?

Megoldas: Eddig az ellipszisek egyenletében az x és y valahogy a tengelyekre utalt. Hatha most is az
x + y, illetve x — y a tengelyeket jeloli valamilyen modon. Az x + y = 0, illetve x — y = 0 egyenesek
épp az eredeti koordinata-tengelyek szogfelezdi. Probaljuk elforgatni a koordinata-tengelyeket 45°-kal,
és nézziikk meg, hogy mit kapunk igy.

A 22. abran lathato modon vegyiik fel az 1j koordinata-rendszeriinket. Ebben 2/ = y—xz ésy = x+y.
Peéldaul az eredetileg (0;2) pont 4j koordinatéi igy (1;1).

Am ezzel lesz egy kis baj! Eddig a (0;2) az origotol 2 tavolsagra volt, az 1j koordinata-rendszerben
viszont v/12 + 12 = /2 tavolsagra van. Ez azt jelenti, hogy nem csak elforgattuk, hanem meg is nytjtot-
tuk az eredeti koordinata-rendszeriinket. Es persze, igazabol semmi okunk nem volt feltételezni, hogy
az 4j tengelyeink beosztésa az pont az, amit frtunk. A szép érzékiink diktalta ezt, de hat becsapott
minket.
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22. abra. 1. probalkozés

Ahhoz hogy megértsiik, mik lesznek az 1j koordinatéak, értsiik meg a régieket. Mit is jelentenek ezek?
Hat az els koordinata azt, hogy milyen messze van a pont az y-tengelytél, azaz az y = 0 egyenestdl.
A masodik pedig azt, hogy milyen messze vagyunk az z-tengelytél, azaz az x = 0 egyenestSl. Pont és
egyenes tavolsagat pedig mar régota (lasd 11. feladat) tudunk szamolni. Ez esetben az 1-x +0-y+ 0,
illetve 0 - z 4+ 1 - y + 0 egyenletekbe kellett behelyettesiteni a koordinatédkat. Ezek szerint erre lesz
sziikségiink az 4j koordinata-rendszerben is.

Vagyis az x +y = 0, illetve z —y = 0 egyenletek helyett vegyiik az %(m +y) =0, illetve %(y —x)=0
. Ebbe behelyettesitve mar a valodi tavolsagot kell megkapnunk. A mésodik egyenletben pedig azért
valtottunk elGjelet, hogy jo iranyba legyen a pozitiv irany. (Példaul (—1;1)-re azt szeretnénk, hogy
(poz; 0) legyen.) Ez alapjan az elforgatott koordinata-rendszerben (lasd 23. abra).

/

1
r’ = E(Hy) y' = ﬁ(y—w) (15)

Tehét az (m)z + (%)2 = 1 ellipszis egyenlete az 1j koordinata-rendszerben

5
2 2
() (2

() +(a) =

atrendezve:

Igy pedig azonnal le tudjuk olvasni, hogy ebben a koordinata-rendszerben a = %, b= %, c= %
Vagyis a folkuszpontok (%;0) és (—%;0).
(15)-b6l nem nehéz visszaszamolni, hogy
1 / / 1 / /
T=—(T —1 = — (2" +1 16
ﬁ( y) Y ﬁ( y) (16)
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23. abra. 2. probalkozas

Ennek segitségével az eredeti koordinata-rendszerben a fokuszpontok koordinatéi (%, %), (—%, —%)

Megjegyzés: Nézziink csak vissza a 17. abran lathato ferde parabolankra (y —x = (z+y)?). Mostmar
van esélyiink megmondani az adatait. Ha ugyanugy a (15) és (16) képleteket hasznéljuk, akkor az 1j

koordinata-rendszerben :
V2y = (\/ﬁx') )

azaz

y/ _ \/§$/2.

Ez alapjan a tengelypontja az origd, a fSegyiitthatoja /2, tehat a paramétere ﬁ Vagyis ﬁ—vel van
"feljebb" a fokuszpont, és ennyivel "lejjebb" a vezéregyenes. Azaz

("32)

//— 1
V=-1%

a vezéregyenes. Ez pedig az eredeti koordinata-rendszerben a

(+)

a fokuszpont, és

pont, illetve az

egyenes.
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Megjegyzés: Erdemes meggondolni, hogy ha nem 45°-kal, hanem egy o szoggel forgatjuk el a koordinata-
rendszeriinket, akkor mi lesz a két koordinata-tengely. Az egyenesek meredekségét nem nehéz megha-
tarozni, majd annak keresni a lenormalt egyenletét, és igy megkapjuk, hogy:

2" = (cosa)z + (sina)y y' = —(sina)z + (cosa)y (17)

Visszafelé:

x = (cosa)r’ — (sina)y y = (sina)z’ + (cos a)y’ (18)

5. Hiperbolak

Definicié: Azon pontok halmazat, melyek két adott (fokusz)ponttol vett tavolsagkiilonbsége allando,
hiperbolanak (angolul hyperbola) nevezziik.

48. Hol vannak azok a P = (x;y) pontok a sikon, melyek tavolsagkiilonbsége az Fy = (5;0) és Fp =
(—5;0) ponttol d = 67
(A bizonyitasunk nagyon szépen rimelni fog az ellipszises hasonlé szamolésra.)
Az eddigi tudasunk alapjan persze a

V=57 + =02 -V +52 + - 02| =6 (19)

egyenlet lefrja ezen pontok halmazét. De alakitsuk ezt egy kicsit at, hogy szebben nézzen ki. Emeljiink
elGszor négyzetre:

(=524 (y— 0+ (x+5)°+ (y— 0)> = 2y/(z = 5)> + (y — 0)2\/(z + 5)% + (y — 0)% = 36.

Rendezve:

2/ (22 + 42 + 25 4+ 10z) (22 + y2 + 25 — 102) = —36 + 2(x* + y* + 25). (20)

Osszunk le 2-vel és emeljiink négyzetre:
(2% + 9% +25)% — (102)? = 18% — 36(2% + y* + 25) + (2% + y* + 25)2
Szerencsére (z2 + 3?2 + 25)? kiesik, ami pedig marad, azt tagonként rendezziik:

576 = 6422 — 36y2,

-

Ez azért tényleg szebb alaknak tiinik, mint amibdl kiindultunk. De tényleg ugyanazt a halmazt irja le?
A lépéseink nagy része ekvivalens atlakitas volt, de kétszer négyzetre emeltiink. Ott nem johettek be
plusz pontok?

Az els6 négyzetre emelésnél — (19) egyenletnél — lathatoan mindkét oldal pozitiv, igy ott tényleg
ekvivalens az atalakitas. Egyébként ha nem lenne ott az abszolutérték, nem is lenne ekvivalens az
atalakitas. A hiperbola két aga koziil ugy csak az egyiket fejezné ki a képlet.

A masodik négyzetre emelésnél — (20) egyenletnél — mar nem ennyire trivialis a helyzet. Ehhez érdemes
megnézni, hogy a jobb oldalt hogyan kaptuk. Valojaban a —36 + |PFy|? + |PF,|? jelenik ott meg. Ez
pedig kénytelen nem-negativ lenni, hiszen

azaz

62 = (|[PFy| — |PFy|)? = |PF\|? + |PFy > — 2|PF\||PFy| < |PF|> + |PF|2.

Definicio: A hiperbolanak két szimmetriatengelye van: a két fokuszpontot 6sszekdts egyenes, illetve
a felez&merdlegesiik. A két fokuszpontot Gsszekdts egyenesnek a hiperbolaval két k6zos pontja van. Az

36



Koordinatageometria Matek 10.C

51 ,

24. dbra. Valos tengely, képzetes tengely

ezek altal meghatéarozott szakaszt a hiperbola valds tengelyének nevezziik (angolul major axis vagy
transverse azxis), hosszat 2a-val jeloljiik. (Lasd 24. &bra.)

A szimmetria-kozéppont és fokuszpontok tavolsagat jeloljik c-vel.

A hiperbola méasik szimmetriatengelyén, az szakasz felezGmerdlegesén, a hiperboldnak nincs pontja.
Az ellipszisnél latottak mintajara azonban bevezethetiink egy szakaszt, amely megfelel az ellipszis
kistengelyének.

A val6s tengely egyik végpontjabol ¢ sugaru korivvel metssziik el a masik szimmetriatengelyt. A kapott
szakaszt a hiperbola képzetes tengelyének nevezzik (angolul minor azis vagy conjugate azis). Felének
hosszat b-vel jeloljik.

Ekkor a harom paraméter kozott fennall, hogy a? + b? = c?. Az el6z6 feladatban d = 2a = 6, ¢ = 5
volt. Mi a helyzet altaldban?

49. Hol vannak azok a pontok a sikon, melyek tavolsagkiilonbsége az Fy = (¢;0) és Fy = (—c;0) ponttol
2a?

Megoldas: Az el6z6 feladat szdmolasa most is teljes mértékig lemasolhato. A végeredmény

-

lesz. Ez azt is mutatja, hogy b definicioja elsére ugyan mesterkéltnek tiint, de mégis szépen megjelenik
a képletben.

50. Az (%)2 — (%)2 = 1 hiperbolat az origon atmend egyenesek, ha nagyon meredekek, O pontban
metszik, mig ha nem olyan meredekek, 2 pontban. Hol az dtmenet? Mi a helyzet az 4tmenetnél?

Megoldas: Nézziik az y = mx egyenes és a hiperbola metszéspontjait:
2 2
- () =
3 4

1 m?
2
o) 1=
v <9 16) 0
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Ha % — T—g > 0, azaz |m| < %, akkor két olyan valds x van, amire ez teljesiil, vagyis két pontban metszi
a hiperbolankat.

2
Ha é — 5 > 0, azaz |m| > %, akkor ennek a méasodfokiinak nincs valds gyoke, vagyis egy pontban sem
metszi a hiperbolankat.

2
Ha % — 55 =0, azaz |m| = %, akkor ez nem is egy mésodfokii egyenlet lesz x-ben, hiszen a masodfokua
tag kiesik. Ami marad:

—-1=0,

ami viszont semmilyen z-re nem fog teljesiilni.

Megjegyzés: Azt a két eégyenesté melyhez a hiperbola egyre jobban hozzasimul, aszimptotdknak ne-
vezziik. Altalaban, az (%) — (%) = 1 hiperbola két aszimptotaja az y = %:c és y = —ga: egyenesek.
51. Amikor kicsik voltunk, azt mondtak nekiink, hogy az y = % alakzat egy hiperbola. Vajon tényleg

az? Ha igen, hol vannak a fokuszpontjai?

Megoldas: ElGszor is, az zy = 1 alakzattal fogunk foglalkozni, mert ez olyan mésodfokinak néz ki,
mint amikkel eddig foglalkoztunk.

A két aszimptota valosziniileg az x-tengely és az y-tengely lesz. Vagyis ha 45°-kal elforgatnank a
koordinata-rendszeriinket, remélhetsSleg épp a két szimmteria-tengely lesz a két koordinata-tengely. A
(15) és a (16) egyenleteket fojuk hasznalni. Ezek segitségével

Vagyis a = b= +/2, igy ¢ =2, azaz (2;0) és (—2;0) a két fokuszpont. Ezek az eredeti koordinata-
rendszerben a (v/2;v/2) és (—v/2; —v/2) pontok.

Definici6: Egy hiperbolat, ha a két aszimptotaja merdleges, derékszogi hiperboldnak, egyenld szdri
hiperboldnak, néha egyenld oldali hiperboldnak neveziink. Angolul rectangular hyperbola vagy equilateral
hyperbola.

52. a) Az zy = 1 hiperbolan vegyiink fel harom pontot: A, B, C'. Bizonyitsd be, hogy az ABC' haromszog
M magassagpontja is rajta van a hiperbolan.
b) Bizonyitsd be, hogy az M tiikorképe az origora rajta van az ABC' haromszog koré irt korén.
c¢) Bizonyitsd be, hogy az ABC haromszog Feuerbach-kore 4tmegy az origon.

Megoldas: TODO

6. Minek nevezzelek?
Szedjiik 6ssze, milyen (legfeljebb) masodfoku alakzatokrol tanultunk. Ez alatt azt értjiik, hogy egyenlete
Az’ + Bzy+Cy? + Dx+ Ey+F =0 (21)

alaki, esetleg néhany egyiitthaté 0.

Az eddig tanultakat a 4. tablazat 1.-9. sordba irtuk Ossze. Ezen kiviil még két egyenes egyenletének
szorzata is mésodfokit ad, igy a 10.-12. sorokkal még ki tudjuk egésziteni a tablazatunkat.

Ezek koziil valojaban az 1.-3. sorok nem mésodfokuak, legfeljebb elséfoktak, azaz A = B =C = 0.

A maésodfokuak koziil pedig elfajuld esetnek nevezzik az 5.-6., illetve 10.-12. sorokban 1évéket.

A tovébbiakban a képzetes koroket és a pontkoroket korokként fogjuk kezelni. Oket kénnyt felismerni,
mert naluk B = 0, és A = C. Ezek utan viszont méar ezeket az ellipszisek speciélis eseteként fogjuk
kezelni.

A célunk ebben a fejezetben, hogy az egylitthatok alapjan eldontsiik, hogy egy nem-elfajulé masodfoku
alakzat val6jaban ellipszis, parabola vagy hiperbola.

Az hogy masodfoku, azt jelenti, hogy A, B és C koziil legalabb az egyik nem 0. A nem-elfajultsidgot
kezdetben csak feltessziik, de a végén ejtiink majd réla par szot.
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sorszam | név példak

1. egyenes z4+y—1=0,2=0,y=0

2. sik 0z +0y+0=0

3. iires halmaz Oz +0y+0=1

4. kor 22+’ =1

5. pont(kor) ?4+9y2=0

6. képzetes kor 2yt =—1

7. parabola y=2%2=9y% (y—2) = (v +y)*

8. | ellipszs (B + ()7 =1, (5" + (=) =1

9. hiperbola (%) — (%)2 =1, zy=1

10. két egymast metszd egyenes | zy =0, 22 — > =0

11. két parhuzamos egyenes =1 (r+y—-1(z+y+3)=0

12. két egybeess egyenes =0, (r+y—-12%2=0

4. tablazat. Masodfoku alakzatok

53. Ha B? — 4AC < 0, akkor ellipszis, ha B? — 4AC = 0, akkor parabola, ha B? — 4AC > 0, akkor
ellipszisrél van szo.
Megoldas: A 37. és az 50. feladatoknal hasznalt otletet fogjuk alkalmazni. Ha mondjuk az origoba
beallunk, akkor arra vagyunk kivancsiak, hogy hany olyan egyenes van, amivel az alakzat metszéspont-
jait kiszamol6 masodfoki egyenlet mégsem lesz masodfokiu. Hiperbolanal 2 ilyen van (a két aszimptota
irdnyaban), paraboldnal 1 ilyen van (a tengely iranyaba), mig ellipszisnél 0 ilyen van. Ezekben az
iranyokban "fut ki a végtelenbe" az alakzat. (A projektiv geometridban jartasaknak: ezek az idealis
pontok vannak rajta az alakzaton.)
Az origon atmend egyenesek egyenletei y = muz, illetve az x = 0. Nézziik el6szor, ha x = 0-t helyette-
sitink be (21) egyenletbe:

Az? + Bry+Cy* + Dz + By + F =0
A0* + BOy +Cy* + DO+ Ey+F =0
Cy>’+Ey+F =0
Ez pontosan akkor nem lesz masodfokd, ha C = 0. Magyarul az y-tengely iranyaba akkor fut ki a
végtelenbe, ha C' = 0. (Ez egybeesik azzal a tapasztalatunkkal, hogy y = 22 vagy 2y = 1 ilyenek.)
Most majd y = maz-et fogjuk behelyettesiteni. Megkiilonboztetjik a C' = 0, illetve C' #£ 0 eseteket.
Nézziik meg gyorsan akkor a C' = 0 esetet. Ha (21) egyenletbe y = mz-et irunk:
Az? + Bay+ 0>+ Dr+ Ey+ F =0
Az® + Bx(mz) + Dz + E(mz) + F =0
(A+Bm)z* + (D +Em)z+ F =0
Ha B # 0, akkor pontosan egy olyan m lesz, amikor A + Bm = 0, azaz ebben az esetben két iranyban
megyiink ki a végtelenbe, tehat hiperbolank van. Es valoban, B? — 4AC = B? > 0.
Ha B = 0, akkor A # 0 (ktulénben A = B = C' = 0 lenne), igy viszont nincsen méasik m, amire ez ne
lenne masodfoki. Vagyis csak egy iranyba megyiink ki a végtelenbe, tehat parabolank van. Es valoban,
B?—4AC=0-0=0.
Most nézziik, ha a C' # 0 esetben helyettesitiink be y = mx-et:
Az? + Boy+Cy> + Dz +Ey+ F =0
Az? + Bxz(mz) + C(mz)? + Dz + E(mx) + F =0
(A+Bm+Cm*)2* + (D+Em)r+F =0

Ez akkor nem lesz z-ben mésodfoki, ha A + Bm + Cm? = 0. Mivel most C # 0, igy ennck az m-ben
masodfok egyenletnek a diszkriminansa hatérozza meg a megoldasok szamat. Vagyis, ha B2 —4AC >
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0, akkor 2, ha B? — 4AC = 0, akkor 1, ha B? — 4AC < 0, akkor 0 olyan m van, aminek az irAnyaban
kifutna a végtelenbe. Ez pedig éppen a hiperbola, parabola, ellipszis esetek.

Megjegyzés: A fent leirt modszerrel valojaban a megfelel§ irdanyokat is ki tudjuk szdmolni, amerre
az ellipszis, illetve a parabola kifut a végtelenbe. Ezek segitségével pedig el tudjuk forgatni ugy a
koordinata-rendszeriinket, hogy a szokasos egyenletet kapjuk, azaz a parabola tengelye valamelyik
tengely irdanyaba essen, illetve a hiperbola két aszimptotajanak szogfelezsi legyenek a két tengely.
Ekkor a szokasos feliras segitségével az is kideriil, hogy elfajul6 esetet kaptunk-e.

B? —4AC > 0 esetében ugyanis kaphatunk két egymaést metsz6 egyenest (10. sor), mig B2 —4AC =0
esetén két parhuzamos vagy egybeess egyenest (11-12. sor).

Erdemes meggondolni, hogy altalanos alaku ellipszis esetében (azaz, amikor B # 0), hogyan tudjuk
megtalalni a tengelyek iranyat.

Osszefoglalva, amiket kaptunk:

Elfajulo Nem elfajulé
A=B=C=0 | egyenes sik, tires halmaz
B? —4AC > 0 | hiperbola két egymést metsz6 egyenes
B? —4AC =0 | parabola két parhuzamos egyenes, két egybeess egyenes
B? —4AC < 0 | ellipszis, kor | pont(kér), képzetes kor

5. tablazat. Masodfoku alakzatok csoportositva

7. Felébehelyettesités altalaban

7.1. Altalanos masodfoku alakzatra

Korabban méar a 2.3. fejezetben és a 3.4. fejezetben elkezdtiik korbejarni. Akkor még xy-os taggal nem
taldlkoztunk, de mostmar azzal is ki tudjuk egésziteni, és igy kapjuk a 6. tablazatot.

Tag | Felébehelyettesités utan
Ax? Az - x9)
Bry | B(32-yo+ 370 - y)
Cy? C(y - o)

Dz D(3z + 5x0)

Ey E(3y + 310)

F F

6. tablazat. Felébehelyettesités

54. Legyen Ax? + Bxy + Cy?> + Dz + Ey + F = 0 egy nem elfajulé6 masodfokt alakzat egyenlete
(azaz egy koré, ellipszisé, parabolaé vagy hiperbolaé), P = (zo;yo) pedig egy pontja. Ekkor a pont
felébehelyettesitésével egy olyan egyenest kapunk, mely ebben a pontban érinti az alakzatot.

Megoldas: Azt kell bizonyitanunk, hogy

(i) egyenest kapunk;
(ii) dtmegy P = (zo;yo)-on;

(iii) nem megy at az alakzat masik pontjan.

Vezessiik be az alabbi 4-valtozos kifejezést:

1 1 1 1 1 1
f(u,v,z,w):A-uz+§B-uw+§B-zv+0-vw+§D-u+§D-z+§E-v+§E-w+F.
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4,,
—2:L*+%(—2y+:1;)+8y+ g(x—2)+g(y+13) =0
2,,
(=2;1)
1,,

22 + 4oy + 8y? + 62 + 8y =0
_2,,

25. abra. Egyszertsités utan 3x + 8y = 2 lesz az egyenes egyenlete.

Uhh, ezt miért is csinaltuk? Valojaban f(x,y,zo,y0) = 0 épp a felébehelyettesités az eddigi jelolése-
inkkel. Az 4j valtozokat azért irtuk be, mert szeretnénk néha mast is behelyettesiteni.

Tudatositsuk magunkban, hogy x, y-ra, mint valtozokra szeretnénk gondolni, mig xg, yo-ra, mint valami
konkrét szamokra. Ekkor

flz,y,2z,y) =0

épp az
A2z® + Bay+Cy* + D+ Ey+F =0

egyenletet jeloli, vagyis az alakzatunk egyenletét. Mivel (xg;yp) rajta van az alakzatunkon, igy ez
speciélisan azt jelenti, hogy f(xo, vo, zo,y0) = 0.
(i) Ha

f(z,y,20,90) =0

egyenletet kibontjuk, latjuk, hogy csak z-es, y-os, illetve konstans tagok vannak benne, vagyis egy
egyenes lesz. Hat vagy az egész sik, vagy az iires halmaz. (ii) megoldéaséaval ki fogjuk zarni az iires
halmazt, (iii) megoldéasaval pedig a teljes sikot. Az egyszertiség kedvéért egyenesként hivatkozunk ra a
tovabbiakban.

(ii) Az f(x,y,z0,y0) = 0 egyenes egyenletébe, ha © = xo, y = yo értékeket helyettesitiink be, akkor
tényleg egyenl@séget kapunk, hiszen azt mar korabban észrevettiik, hogy f(zo, y0, z0,%0) = 0. (Azért
mert rajta volt a masodfoku alakzaton.) Ez pedig épp azt jelenti, hogy az egyenesen is rajta van.

(iii) Indirekten tegyiik fel, hogy @ = (x1;y1) is olyan, hogy rajta van a masodfoku alakzaton, és a
felébehelyettesitéssel kapott egyenesen is. El6bbi azt jelenti, hogy

flx1,y1,21,y1) =0,

mig utébbi azt, hogy
f($17 Y1, Xo, yO) =0.

Megmutatjuk, hogy ekkor a PQ) egyenes minden pontja rajta van a méasodfoki alakzatunkon, amibgl
az kovetkezik, hogy elfajuld, ami ellentmond a feltevésiinknek.
A PQ egyenes egy tetszbleges pontja felirhato

(z2;y2) = a(zo;y0) + (1 — @) (z1;11) = (axo + (1 — @)z1; ayo + (1 — a)y1)

alakban. Azt fogjuk megmutatni, hogy f(z2,y2,22,y2) = 0, amivel készen lesziink. Ehhez az alabbi
segédallitast latjuk be:
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(w2, 92, 22,y2) =f(awo + (1 — @)x1, ayo + (1 — a)y1, axo + (1 — a)zy, ayo + (1 — a)y1) =
=a?f (20,40, 20, ¥0) + 2a(1 — @) f (x0, Yo, 1, y1) + (1 — @) f(x1,y1, 21, y1)

Ekkor persze készen vagyunk, hiszen itt mindharom tag kiilon-kiilén 0, mint lattuk mar. Tehét tényleg
csak ezt a "zardjelkibontast" kell belatni. Ezt érdemes tagonként kiilon vizsgalni, hogy a két oldalon
mi torténik.

o Az’-es tag:
Alaxg 4+ (1 — a)zy)? = o?Azd + 20(1 — a)Azgz; + (1 — a)?Ax?,
ami simén a zardjelek kibontésa.
e Bzy-os tag:
B(azg + (1 — a)z1)(ayo + (1 — a)y1) = o®Bxoyo + 2a(1 — a)?(mogﬂ + 2190) + (1 — a)?Bayy1,
ami simén a zardjelek kibontésa.
o Cy’-es tag:
Clayo + (1 — a)y1)? = &®Cy2 + 2a(1 — a)Cyoy1 + (1 — a)2Cy3,
ami simén a zardjelek kibontasa.
e Dx-es tag:
D(azo+ (1 —a)zy) = a®*Dxg + 20(1 — a)g(xo +21) + (1 — @)Dy,
ahol a jobb oldalt kicsit alakitva:

D
o?Dxg + 2a(1 — a);(azo + 1)+ (1 —a)’Dzy =

= Dzo(a® + (1 — ) + Dzy(a(l —a) + (1 —a)?) =
= Dxoa(a+ (1 —a))+ Dxi(l —a)(a+ (1 —a)) =
= D.ToOé + Ddil(l — a)

e Fy-os tag:
2 E 2
E(ayo + (1 — a)y1) = a*Eyp + 2a(1 — oz)g(yo +uy1)+ (1 —a)*Ey,

ez pont ugy jon ki, mint az el6z6.

o I'-es tag:
F =a*F +2a(1 —a)F + (1 - a)*F,

ami kibontva szintén latszik.
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26. abra. 3 — 2y — 1 =0

7.2. Altalanos pontra

A 24. feladatnal mar felvetettiik a kérdést, hogy mi a helyzet, ha kiils6 pontot helyettesitiink felébe.
Most valaszolunk is ra.

55. Az 22 + 9% — 1 = 0 kérnek legyen P = (wg;y0) egy kiilsé pontja. Ekkor az xxg + yyo — 1 = 0
felébehelyettesitéssel kapott egyenes az, amelyik atmegy a P-bdl huzott két érinté érintési pontjan.
Megoldas: Azt fogjuk megmutatni, hogy az érintési pontok (A és B a 26. abran) rajta vannak az
xxo + yyo — 1 = 0 egyenesen.

P hatvanya a korre CL‘(Q) + y% — 1 = PA? = PB?. Vagyis a P kizéppontt \/:E% + yg — 1 sugara korén
rajta kell lennie A-nak és B-nek. Ennek a kornek az egyenlete

(z—20)” + (y—yo)® — (a3 + 92 —1) = 0.

Ugyanakkor A és B rajta kell legyen 2? + y?> — 1 = 0-en is. Vagyis ha kivonjuk a két egyenletet
egymasbol, a kapott egyenletii alakzaton (ami egy egyenes lesz) rajta lesz A és B:

(2 +y*—1) - ((33—900)2+(y—y0)2—(9«"3+Z~/g—1)> =0
x2+y2—1—(:c2—2:c:co+y2—2yy0+1) =0
:U2+y2—1—(x2—2xx0—|—y2—2yy0+1) =0

2zx0 +2yyo +2=0
rro+yyo+1=0

Es épp ezt akartuk bizonyitani.

Megjegyzés: Ez egyébként ugyanaz az egyenes, amelyiket a P korre vett invertalasakor hasznaljuk
P’ megszerkeztésére. Ez akkor is teljesiil, ha egy belsé pontot helyettesitiink felébe.

Mi tobb, ez az allitas altalaban is igaz. Ha egy nem elfajuld méasodfoka alakzat (kor, ellipszis, para-
bola, hiperbola) egyenletébe felébehelyettesitiink egy tetszéleges kiils§ pontot, a pontbol hiazott két
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érint§ érintési pontjat dtmends egyenest kapunk. Bels§ pontbol ennek latszolag nincs ennyire termé-
szetes interpretacidja. Valojadban azonban emdogdtt egy egész szép témakor bijik meg, a polus-poldris
megfeleltetés (angolul pole and polar).
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8. Appendix: Egy feladat az idei Arany Dani dontérél

8.1. A feladat

Az A-nal derékszogii ABC haromszoghen AB > AC. Legyen az A pont BC egyenesre vonatkozo
tiikorképe P, az A-bol BP-re allitott mer6leges talppontja T, mig AT szakasz felezGpontjat jelolje
F. Az ABC haromszog koréirt k koréhez A-ban huzott érinté a BC' egyenest (Q-ban metszi, mig a
BF egyenes és k (B-t6] kiilonb6z6) metszéspontja U. Igazoljuk, hogy a BQ egyenes érinti az AUQ
haromszog koréirt korét!

Forras: Arany Daniel, Haladok, III. kategoria, 2023. dontd 2. feladat
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8.2. Kiindulas

Az ABC derékszogi haromszog, igy k koriilirt kdrének koézéppontja a BC' felez6pontja lesz. Ezért jo
Otlet felvenni gy a koordinatarendeszert, hogy k kozéppontja az origd legyen, k pedig az egységkor.
Ekkor C' = —B, am mivel az A-t szeretnénk tiikrozni majd a BC-re, célszerd ugy felvenni ezt a két
pontot, hogy a tiikrézést konnyt legyen szdmolni, vagyis pl az xz-tengely, az y-tengely, vagy az x = y
egyenesek jo jeloltnek tiinnek. Mi most maradunk az xz-tengelynél (mindjart meglatjuk, miért), és igy
B = (-1;0), C = (1;0).

Legyen A = (a;b), ahol a? + b? = 1 (ezt sokat fogjuk hasznélni), és a feltételek miatt felthets, hogy
0 < a,b <1 (ezt egyaltalan nem fogjuk hasznélni, s6t a feladat igaz akkor is, ha —1 < a < 0, azaz
AB < AC).

Ekkor a tiikrozés miatt P = (a; —b).

3,
9 |
A
B o |
-3 -2 1 2 3 4 5
B P
_2 s

Ahelyett, hogy a feladat szévegében meghatarozott moédon szamolnank ki a dolgokat, kezdjiik inkdbb
a masik korrel. Meghatarozzuk annak a kornek az egyenletét, amely Q-ban érint a BC-t (ami az z-
tengely, még szerencse, hogy igy vettiik fel), és atmegy az A-n. Késébb majd kiszamoljuk az U-t, és
csak annyi lesz a dolgunk, hogy ellenérizziik, hogy tényleg a korén van-e.
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8.3. A masik kor meghatarozasa

El6szor hatarozzuk meg a kor érint6jét az A-ban. Ez felébehelyettesitéssel konnyen kijon, hogy ax+by =
1.

Igy tehat a Q az ax + by = 1 és az a-tengely (y = 0) metszete lesz, vagyis konnyen kapjuk, hogy
Q= (4:0).

A kor egyenlete (z —u)” + (y — U)2 = 72 tipust lesz. Mivel Q-ban érinti az z-tengelyt, ezért a kozép-
pontja a "Q felett" van, vagyis z-koordinatajuk megegyezik, tehit u = é Illetve azt is tudjuk, hogy
"milyen magasan van felette", hiszen épp sugarnyira, azaz v = r.

Tehét a koriink egyenlete valojaban (m —1 )2—{—(y — T)2 = 72 alaku. r-et pedig tgy tudjuk meghatarozni,

a

2

hogy kihasznéljuk, hogy A-n is d4tmegy ez a kor, azaz (a — l)2 + (b— 7’)2 =12 is teljesil.

a
Szerencsére 12 kiesik mindkét oldalrél, igy r-ben csak egy elséfoki egyenletiink lesz:

1\2
<a—> + 0% — 2br + 1% =12
a

(-1 46
L

Most pedig hasznaljuk az a? + b = 1 egyenletet, hogy ezt a kifejezést szebbé varazsoljuk:

(a — %)2 + b2 B (a2 — 1)2 + a?b? B (b2)2 + a?b? B b2 (b2 + a2) B b2 B
2b - 2ba2 - 2ba2 T 262 2ba? 242

rT =

8.4. T és F meghatarozasa
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0O

-2 1

Ezek eléggé sztenderd 1épések. BP egyenes egy iranyvektora a B-b&l P-be mutato vektor: (1 + a; —b),
vagyis normélvektora példaul a (b; 1+ a), igy az egyenlete bx + (1 + a)y + K; = 0 alaka, ahol a K-t
konnyen megkaphatjuk abbol, ha kihasznaljuk, hogy atmegy a B = (—1;0) ponton:

BP: b(z+1)+ (1+a)(y—0) =0.

Az AT pedig merdleges BP-re, igy neki egy normélvektora példaul a (1 + a; —b), vagyis az egyenelete
(1+a)z — by + Ky = 0 alaku lesz. Kihasznélva, hogy dtmegy az A ponton:

AT : (1+a)(x—a)—bly—0b)=0.

Ennek a két egyenesnek a metszéspontja lesz T'. Adjuk 6ssze az els6 egyenlet (14 a)-szeresét a masodik
egyenlet (—b)-szeresével, igy kiejtjiikk az x-es tagokat, tehat y-ra kapunk egy elséfoki egyenletet:

14+a)b(z+1)+(1+a)(y—0) —b((1+a)(z—a)—bly—0b)) =0

(1+a)b+ (1+a)*y+b(1+a)a+b*y—b=0
(1+a)ly+by=—(1+a)b—-bl+a)a+b
 —(1+ab-b1l+a)a+b? _b—(1+a)2+b2

(14 a)?+0b? (14 a)?+0b?
Ezt tovabb tudjuk alakitani, kihasznalva, hogy a? + b? = 1:

—(14 a)? + b? _b—(1+a)2+ (1—a?) _b—2a—2a2 _b—2a(1—|—a) N
14+a)2+v2 " (14+a)2+1—-a?) ~ 2+2¢  2(1+a)

Tehét T y-koordinataja —ab lesz, ezt visszahelyettesitve B P-be, megkapjuk az x-koordinatajat is:

bx+1)+ (1+a)(—ab—0)=0
b(x+1)=(1+a)adb
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r+1=(1+a)a
r=1+aa—-1=a*+a-1
Vagyis T' = (a® + a — 1; —ab).
F egyszertien a felez6pontja AT-nek, vagyis F' = ( 5 ;=

a’+a—1+a. 7ab+b) _ (a2+2a71, b(l—a))
- 2 ’ 2

8.5. U meghatarozasa

A B=(-1;0)és F = (‘12%7“71, b(IQ_ a)) pontokon &tmend egyenesét nem nehéz meghatarozni. y =

m(z + 1) alaka lesz, ahol a meredeksége

MY g p(1—a) b(1 - a)

Celiy a?+2a—1+2 (1+a)?

Am most els6 korben ezt tovabbra is m-nek réviditjiik, és megallapitjuk, mi lesz az y = m(x + 1) és
az 2 + y? = 1 masodik metszéspontja.
A kor egyenletébe beirva y-t:
2+ (mx+1)° =1

z? (1—|—m2) + 2mx + (m2—1) =0
Ez x-re egy masodfoku egyenlet, amit meg tudnank oldani, de ezt megsporoljuk azzal, hogy az egyik
gyOkét mar ismerjiik.
Hiszen a kordn és az egyenesen is rajta 1év6 pontok elégitik ki mindkét egyenletet, vagyis a két metszés-
pont mindegyikét meg kell igy kapnunk, ami azt jelenti, hogy ennek a masodfokinak a két megoldasa

(1 és x2) épp a két metszéspont z-koordinataja, amibsl B-ét ismerjiik: x1 = —1.
A Viéte-formulakbol tudjuk, hogy zi2ze = %, vagyis xo = };zz Ezt behelyettesitve y = m (z + 1)-

. _ 1—m? _ 1-m?4+14+m? _  2m
be.yg—m(1+m2—|—1)—m T2 = T

A szamolast megkonnyitends, elgszor hatarozzuk meg m2-et:
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) <b(1—a)>2: B(1-a)? (1-d®)(1-a)° (1-a)
(1

m° = = —
+a)? (1+a)! (1+a)! (1+a)®
Tehat (1) i)
1—a 1—a
U= <1 m?  2m > B (1 © (14a)® 2(1+a)2 )
S \1+m2 1+ m2 (1-a)®’ (1-a) N
T+ e 1 o

2
2

3a+a3) . 2b (1 — a2)
1+ 3a2)’ 2(1 + 3a?)

_ 3a+a3.b(1—a2)
\1+43a2" 1+ 3a2

—~~ |

~
I

8.6. Befejezés

- . . 3 b(1-a? . .
Es akkor méar tényleg csak annyit kell ellendrizni, hogy U = (i’iﬁg;, W) vajon rajta van-e

(z— %)2 + (y — %)2 = (#)2 koron. Vagyis, hogy ez igaz-e:

2
3a+d® 1 2+ b(1-a®) b\ (b’
14+3a2 a 14 3a2 202 |\ 2a2

Nincs menekvés, ennek neki kell allni szamolni. Szorozzunk fel (20,2 (1 + 3a2))2—ne1:

(24 (3a + a®) — 2a (1 + 302))* + (2a%b (1 — a®) — b (1 + 3a%))* = (b (1 + 3a?))?
40 (3% + ' — 1= 30%)" + 82 (22 (1 - a®) — (1+30%))" = ((1+30%)") =0
40 (a* = 1)" + 8 (4a* (1 - 0?)” — 40? (1 = 0?) (14 30%) ) =0
4a? (a* = 1) +4a® (1 — a®) b ((1 — a®) a® = (14 3a?)) = 0
4a? (a* —1)% +4a® (1 — a®) V? (a® — a* =1 = 3a%) = 0
4a? (a* = 1)° +4a® (1 — ) b (—a* — 1 — 2a%) = 0
10? (a* —1)? = 40> (1 - a®) B* (1+a®)* =0
Befrva b? = 1 — a?-et:
40 (a* =1)? —4a® (1—a®) (1-a®) (1+a®) =0
102 (a* —1)? —4a® (1- a2’ (1+ a2’ =0

4a? (a* —1)? —4a®> (1-a*)? =0

Es ez tényleg teljesiil.
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9. Appendix: Droz-Farny

9.1. A tétel

Legyen az ABC haromszog magassagpontja M. Vegyiink fel M-en at két egymasra meréleges egyenest:
l1, lo. Legyen £; metszéspontja AB-vel C;, BC-vel A;, C'A-val B;. Legyen F4 az AjAs felezGpontja,
Fp a By B> felez6pontja, Fo a C1Cy felez6pontja. Ekkor az Fu, Fp, Fo pontok egy egyenesre esnek.

10. Appendix: Gyakorléfeladatok

10.1. Egyenesek és korok gyakorléfeladatok
Ez egy elég j6 gyljtemény: http://uj.porki.hu/sajat/matek/fgy/Gl1lwebFGYkoordgeo07 . pdf

10.2. Kicsit triikkosebb feladatok

56. Egy paralelogramma két oldalegyenesének egyenlete 20 — y = —4, 3x + y = 11. Szimmetriakdzép-
pontja a (2;1) pont. Szamitsuk ki a cstucspontok koordinatait!

57. A haromszog egyik csticspontja az A(1;2) pont, két magassagvonalanak egyenlete 2z — 3y +1 =0
és x + y = 0. Szamitsuk ki a hidnyz6 csiicspontok koordinatait!

58. Melyek azok a pontok az 3z +vy = 11, ahonna az (x — 10)? + (y — 7)? = 50 koérhoz hizott két érints
merGleges egymasra?

59. Melyek azok a pontok az 4x + 3y = 19 egyenesen, ahonnan az (x — 10)% + (y — 3)? = 40 koérhoz
hazott két érint6 60°-os szoget zar be? (A kor az egyik 60°-o0s szogtartomdnyba esik, nem a 120°-osba.)

60. Egy haromszog cstucsai K(—1;5), L(1;1), M(5;3).
a) Igazold, hogy a haromszog L-nél 1évs szoge derékszog!
b) Ird fel a haromszog koriilirt korének egyenletét!

10.3. Emelt szinti érettségi feladatok

61. A derékszogi koordinata-rendszerben adottak a P(—2;0), Q(6;0) és R(0;5) pontok, a H pedig a
PQ szakasz tetsz6leges pontja.
a) Szamitsa ki a PH ¢s az RH vektorok skalaris szorzatat, ha H(—1,8;0).
b) Adja meg a H pont koordinatait ugy, hogy a Pvlj[) és az }?ﬁ vektorok skalaris szorzata maximaélis,
illetve gy is, hogy minimalis legyen!

62. Egy haromszog csicsal a derékszogt koordinata-rendszerben A(—6;0), B(6;0) ésC(0;8). Igazolja,
hogy a 3x — 4y = —12 egyenleti e egyenes felezi az ABC haromszog keriiletét és teriiletét is!

63. Adott a k kor, amelynek kozéppontja a K(—5;7) pont, és a sugara 10 egység. Ezen a koron beliil
adott az A(—4;14) pont.
a) Irja fel annak az A ponton athaladé e egyenesnek az egyenletét, amely meréleges a K A szakaszra!
b) Hatéarozza meg a k kor e egyenesre illeszkedd harjanak hosszat!

64. Adott az x? 4+ y? + 4z — 16y + 34 = 0 egyenletii k kor.
a) Igazolja, hogy az F(—7;5) pont rajta van a k koron!
b) Irja fel a k kér E pontjaban htizhat6 érintGjének egyenletét!
c) Hatarozza meg az m valos paraméter Osszes lehetséges értékét ugy, hogy az y = ma egyenleti e
egyenesnek és a k kornek ne legyen kozos pontjal
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65. Egy téglalap alakt varosi park tervezésekor a kezdeti egyszerii véazlatokat egy rajzold- program
segitségével késziti el a tervezs. A parkot derékszogi koordinata-rendszerben abréazolja dgy, hogy a
koordinata-rendszer tengelyein a hosszuisagegység a valosdgban 10 méternek felel meg. A park négy
csucséat az A(0;0), B(30;0), C(30;48), D(0;48) koordinataju pontok adjak meg. Az elss tervek kozott
a négy csucson atmend koruat is szerepel.

a) Adja meg ennek a kornek az egyenletét!

A vazlatba a tervezd egy olyan kort is berajzolt, amely egy diszteret hatarol majd. A kor egyenletét a
rajzoléprogram 2 + y? — 36z — 48y + 819 = 0 alakban adta meg.

b) Szamitsa ki, hany szazaléka a disztér teriilete a park teriiletének!

A tervezs egy olyan egyenest is megrajzolt, amely a park C' csticsdban 1évs bejaraton és a P(18;24)
ponton halad at. Ezen az egyenesen egy sétaiit halad majd.

c) Hatarozza meg a sétatut egyenesének egyenletét, és szamitsa ki a parkbeli szakaszanak valodi hosszat!

66. Adott a derékszogl koordinata-rendszerben harom pont: A(—16;10), B(2;4), C(10;2).
a) Szamitsa ki az ABC' haromszog B csucsanal fekvd belsd szogét!
A K pont egyenld tavolsagra van A-t6l, B-t6l és C-t6l.
b) Hatéarozza meg a K pont koordinatait!

67. Egy ABCD négyzet A cstucsa a koordinatarendszer y tengelyére, szomszédos B cstcsa pedig a
koordinatarendszer x tengelyére illeszkedik.
a) Bizonyitsa be, hogy a négyzet K kozéppontjanak koordinatai vagy egyenlsk, vagy egymaés ellentett-
jei!
b) Egy ilyen négyzet kozéppontja a (7;7) pont. A négyzet oldala 10 egység hosszi. Szamitsa ki a
négyzet koordinatatengelyekre illeszkedd két cstcsdnak koordinétait!

68. Az ABCD hirtrapéz koré irt korének egyenlete (z — 3)% + (y — 2)2 = 100. A hurtrapéz szimmet-
riatengelyének egyenlete 2oz —y = 4. A trapéz AB alapjanak egy belsé pontja P(—5;1), BC szaranak
hossza pedig 10v/2 egység. Hatarozza meg a trapéz cstcsainak koordinatait!

52



	Egyenesek
	Bevezető feladatok, egyenesek egyenletei
	Kitérő: tényleg egyenesek ezek?
	Bevezető feladatok, irányvektor, normálvektor
	Pár gyakorló feladat
	Pont és egyenes távolsága
	Egyenesek egyenletének összege

	Körök
	Bevezető feladatok
	Pont körre vonatkozó hatványa
	Kör pontbeli érintője, felébehelyettesítés
	Appoloniusz-kör, körsorok
	Kiss Géza körsoros feladatai

	Parabolák
	Bevezető feladatok
	Csapatverseny feladatok
	Érintők külső pontból
	Érintő a parabola egy pontjából, felébehelyettesítés
	Két parabola

	Ellipszisek
	Elforgatott koordináta-rendszerek

	Hiperbolák
	Minek nevezzelek?
	Felébehelyettesítés általában
	Általános másodfokú alakzatra
	Általános pontra

	Appendix: Egy feladat az idei Arany Dani döntőről
	A feladat
	Kiindulás
	A másik kör meghatározása
	T és F meghatározása
	U meghatározása
	Befejezés

	Appendix: Droz-Farny
	A tétel

	Appendix: Gyakorlófeladatok
	Egyenesek és körök gyakorlófeladatok
	Kicsit trükkösebb feladatok
	Emelt szintű érettségi feladatok


