Els6 anyag: Osszefoglalas az inverziorél — mit is tudunk eddig
1. Definicio

a) O kozéppontu, r sugarti alapkor esetén
P képe P’ = OP.OP’ = r*,

b) Szerkesztés pl. a magassagtétellel (abra):

c) Alaptulajdonsagok:

— O kivételével az egész sikon értelmezett,
— reciprocitas (P <> P’),

— ezért kolesondsen egyértelmil.

— O-ra nem értelmezhetiink, nem teljesiilne a folytonossagi kritérium.

d) Elnevezések:
— O: az mverzi6 polusa
—’mverzi6’ = kiforditds: koron beliili és kiviili pontok cserélnek helyet

e) A GeoGebra rendelkezik inverzio funkcioval (Isd. abra, pl. négyzet képei)

2. Egyenes inverzidja

a) Poluson athaladd egyenes képe 6nmaga
— de nem pontonként fix, csak invaridns alakzat

b) Poluson 4t nem halado egyenes képe olyan kor, amely
—a poluson atmegy

— koézEéppontja a poluson atmend, az egyenesre merdleges
egyenesen van

Bizonyitas: hasonlosaggal

3. A kor inverzidja
a) Az alapkor képe onmaga (pontonként fix)
b) Poluson athaladd kor képe olyan egyenes, amely

merdleges a kor O ponton atmend atméréjére (2.b)
dualisa).



C) Poluson at nem haladé k kor képe olyan k' kor, amelyre az O, K, K' korkdzéppontok egy
egyeneshe esnek.

Bizonyitas: pl. koordmnatakkal.

d) Fix korok: az alapkort merélegesen metszik.

Bizonyitas (szel6szakaszok, kor hatvanya):

Az (O, k) inverzio esetén k’ akkor lesz fix, ha A és B
egymasnak képpontjai. (E, F fix pontok.) Ekkor az
inverzi6 definicidja miatt OA-OB=r?, ahol r az
alapkor sugara. Masrészt a kiilsé pontbol huzott F
szeldszakaszok tétele miatt OA-OB=e?, ahol e az

O-bol k -h6z hiizott érintési szakasz hossza.

Készen vagyunk: OE =r1 = e, ebb6l OEQ. = 90° kovetkezik.

e) Megjegyzés: Kor kozéppontjanak képe = a képkdr kozéppontjal!!!

Bizonyitas: Szakasz felezOpontjadnak képe altaldban nem lesz a képszakasz felezopontja.
Legyen az alapkor sugara 1, a k targykor kdzéppontja az X tengelyen, atmérdjének két
végpontja A(a; 0) és B(b; 0), ekkor kozéppontja F(aT-H); Oj.
A leképezéskor Al —;0| és B B; 0 | a képkor atmérdjének a végpontjai, a szakasz
a
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felez6pontja a i b ; 0 [, de ez altaldban nem egyezik meg az F'[Lb; OJ ponttal. (A
a-+

harmonikus ko6zép kisebb, mint a szamtani.)

f) Megjegyzés: Altalaban is igaz, hogy az inverzid egyenesre és korre szogtartd. (Nem
bizonyitjuk.)

4. Koordinatizalas

Valasszuk az alapkor sugarat 1-nek, és legyen P(x,y) <> P’(X,Y) az els6 siknegyedben.
a) Kérdés, milyen kapcsolat van a targypont és a képpont koordinatai kozott.

OP.OP’ =1 (X*+y*)(X?+Y?)=1. Tudjuk, hogy O, P, P’ egy egyenesen van, igy

Y Y
Y_ X Fejezzikk ki pl. y-t és helyettesitsiik vissza (csak egy valtozO marad, az X): y = X7 és
X

2
X Y
(x? _{%j YXZ+Y?) =1 X =X2—+Y2,hasonlc')an y= XTayE (Az eredmény a

masik hidrom siknegyedben is megfelelden eldjelezhetd. )
. y
ésY =

XZ + y2 X2 + y2

A reciprocitds miatt persze X = is teljesiil, azaz meghataroztuk a

képpontok koordnatait.

b) Bizonyitsuk be 3.c)-t! (Péluson at nem haladé kor képe kor.)



Bizonyitas:
Valasszuk az alapkor sugarat 1-nek, egy tetszoleges (a; b) kozEépponti kor egyenlete

x% +y? —2ax—2by+ p? =0. Ha pontonként invertilunk, akkor az X = ﬁ és
_+_

y = ﬁ helyettesitést alkalmazzuk; kérdés, mi lesz az (X, Y) gorbe egyenlete.

+
2 2
Behelyettesitve 2X -+ 2Y - — faX - be =+ p’=0 <
(X“+Y9)" (XT+Y9)" X°+Y° X°+Y
X% +Y? —@—Zb—jquiz:o, és ez bizony ismét Kor.
p P p

5. Alkalmazasok I. — Apolloniusz-féle korérintési szerkesztések

a) Az eredeti feladat ugy szolt, hogy ha a pont, egyenes, kor objektumok koziil adott harom,
akkor szerkessziink olyan kort, amely illeszkedik a harom objektumra. (Ponton atmegy,
egyenest, kort érint.)

b) Hany eset van? A 3 objektumbdl kell 3-at kivalasztani, sorrend nem szamit, ismétlédés
(3 +3-1

3
lehet, ismétléses kombinacio: {3} = 3

] =10 az esetek szama.

c) 1. pp p (korlirt kor)

2.ppe

3.pee

4. e e e (hozzairt korok)

A kiindulasi kort nem tartalmazd eseteket elvileg mind meg tudjuk csinalni, haz feladat ezek
meggondolasa.

d)5.ppk
6.pek
T.eek
8.pkk
9.ekk
10. kk k

Ezekkel kapcsolatban pedig haz feladat specialis esetek gytijtése, amikor a szerkesztést még
szintén elemi Uton elvégezhetjik.

Eléremutatas: A tovabbiakban majd az inverzi6 segitségével oldjuk meg a szerkesztési
feladatokat. a szerkesztések

1. egyszerlisodnek:

—az inverzi6 polusat tligyesen valaszthatjuk meg;

—az mverzi6 alapkorét ligyesen valaszthatjuk meg (pl. konnyebb az alakzat
mverzének szerkesztése, ha az eredeti alakzat metszi az alapkort);

—a poluson athaladd korok képei egyenesek.

2. bonyolodnak:

— poOluson at nem haladé egyenesek mnverzei korok.



Misodik anyag: Apolloniusz-féle korérintési szerkesztések

Mint emlitettem, az alapfeladat objektumokra illeszkedd kor szerkesztése, ha a pont, egyenes,
kor objektumok kozil adott harom. (A kor ponton atmegy, egyenest, kort érint.)

I. A 10 esetbdl egyszerti elemi megoldasok adhatok a kovetkezokre:
1. (P P P) (haromszog koriilirt kore)

2.(PPe)

3.(Pee)

4. (e e e) (haromszog hozzairt korei)

A maradék esetek:
5 (PPKk)

6. (Pek)

7. (ee k)

8. (Pkk)

9. (ekk)

10. (k k k)

1. Ezekbdl a korzsugoritdas/kornagyitas modszerével egyesek visszavezethetok masik esetre.

A 7. (e, e, k) esetvisszavezetése 3. (P, e, €)-re az abran lathato.

Adott az e és f egyenes és a q kor (Q kozépponttal és r sugarral). Tegyik fel, hogy
megszerkesztettik a harom objektumot érinté Kk kort (k6zéppont O, sugar rq, az abran
szaggatottal). Toljuk el az abra szerint, onmagukkal parhuzamosan r tavolsaggal az e és f
egyeneseket (e’ ésf’). Ha a (szerkesztend6) Kk kor sugarat r-rel megnoveljik ¢és ezzel a
sugarral egy koncentrikus &’ kort rajzolunk, akkor ez érinteni fogja az e’, f " és Q
objektumokat. Ez pedig a 3. (P, e, e) szerkesztési alapesetet jelenti.

A szerkesztés menete tehat:

— megszerkesztjik az e’ és f’ egyeneseket;

—a3. (P, e, ) alapjan megszerkesztjiik az (e’, f’, Q) illeszkedé Kk’ kort (ezek az objektumok
kékkel jeloltek);

—majd a k’ kor sugarat r-rel csokkentve, megszerkesztjik a vele koncentrikus Kk kort
(korzsugoritas modszere).



Diszkusszio: Mivel az (e, f°, Q) illeszkedd kor altalaban kétfele lehet, igy k-rais két
megoldast kapunk.

9. (e, k, k) esetvisszavezetése 6. (P, e, k)-ra:

Adottak a q(Q, r) és s(S) korok, valamint az e egyenes. A feladat ezeket érinté k(O) kor
szerkesztése.

Tekintsik megoldottnak a feladatot (abra)! Toljuk el 6nmagaval parhuzamosan e-t(e’) és s-t
zsugoritsuk r-rel (s°), ezutan pedig szerkessziink olyan k’kort, ami érinti €’-t és S°-t, és
atmegy Q-n! (Ez (P, e, k) tipusu szerkesztés.) Ha most k’-tzsugoritjuk r-rel, akkor a keresett
k kort kapjuk. (A megoldasban feltettik, hogy S sugara nagyobb vagy egyenld, mint r.)

Most a korok kiviilrdl érintették egymast, de hasonldan kell eljarni akkor is, ha pl. q beliilrd1
érinti K-t (abra).

Ekkor s sugarat noveljikk, K-tpedig zsugoritjuk r-rel, és e-t a masik iranyba toljuk el. A
(Q, e, 8”) szerkesztés megadja k’-t, ennek sugarat pedig r-rel novelve megkapjuk K-t.

10. (k, k, k) eset visszavezethetd 8. (P, k, k)-ra a kdrzsugoritas/kornagyitas modszerével.

Ekkor a q(Q), s, t koroket érinté k kor szerkesztése a feladat. (Legyen pl. q sugara a legkisebb,
I hosszisagu.)

Példaul ha k mindharom kort kiviilrd1 érinti, akkor az s, t és q korok sugarat r-rel csokkentjik.
A feladat tipusa megvaltozott 8. (P, k, k)-ra: az s” és t” koroket érintd, Q-n atmend K’ kort
megszerkesztjiik; majd k’-tr-rel visszazsugoritva kapjuk a szerkesztendé k-t. (Ez mindharom
kort érinti.)

Egy masik példa, ha k az s és t koroket tartalmazva érinti, mig -t kiviilr61 érinti. Ekkor az s és
t korok sugarat r-rel noveljik, q sugarat r-rel csokkentjik. Az igy kapott (Q, s’, 1)
szerkesztést elvégezve kapjuk k’-t, ezt pedig r-rel visszazsugoritva a keresett k-t.

A tobbi eset is hasonloan targyalhat6. (8 eset van, hiszen barmelyik kor lehet k-n beliil vagy
kiviil is.)



A fennmarad6 esetek:
5. (PPKk)
6. (Pek)
8. (P kK)

Ezek targyalasat nagyon megkonnyiti az inverzid alkalmazasa.
Korérintési szerkesztések az inverzié alkalmazasaval
1. Alapok

Az O kozEépponttl, r sugara alapkorrel megadott inverzid szemléletesen nvertdlja a sikot:
koron kivilli pont belsé pont lesz és forditva. (A pdlust, azaz az inverzid centrumit nem
képezzik le.)

Az inverzio alaptulajdonsagai:

(1) kolcsondsen egyértelmii (emiatt illeszkedéstartd)

(2) poluson athaladé (lyukas) egyenes képe dnmaga

(3) poluson 4t nem halad6d egyenes képe poluson athaladd (lyukas) kor

(4) poluson at nem halado kor képe kor

(5) poOluson athaladé (lyukas) kor képe egyenes (ugye ez (1)-bdl és (3)-bol kdvetkezik)
(6) az alapkort merdlegesen metszd korok képe dnmaga

A szerkesztési technika az lesz, hogy

— az adott objektumokat mvertaljuk;

—az igy kapott egyszeriibb objektumokhoz illeszkedd alakzatot (egyenes, kor) szerkesztiink
— visszainvertalas (azaz Gijabb inverzid alkalmazasa) utan az illeszked6 alakzat az eredeti
objektumokhoz is illeszkedni fog.

Ugyeskedési lehetdségek :

— Az nverzi6 polusat és alapkorét mi valaszthatjuk meg (tezsOlegesen).

— A GeoGebra elvégzi az alakzatok inverziojat, de az abra attekinthetébb, ha minél kevesebb
képpel dolgozunk. Frdemes tehat tigy megvalasztani az alapkor sugarat, hogy ez valamelyik
adott kort merélegesen metssze. (Ekkor ugyanis a kor képe 0nmaga.)

IV. Ismétlés: O-n atmend, g-tmerdlegesen metszé K kor szerkesztése

O-bol érintét huzunk Q-hoz, az (egyik) érintési pont legyen e. Ekkor a keresett kor sugara OE.



Indoklas: Ha g sugara r, akkor a szelészakaszok tétele miatt kiilsé O pontra OQ? —r? = OE?.
Ez viszont éppen azt jelenti, hogy az OEQ haromszog E-ben derékszogi.

V. A5. (PP K)eset

A feladat: Adott a q kor, valamint az A és B pont. Szerkesztendé olyan K kor, amelyik atmegy
A-nés B-n, és érinti g-1.

Az inverzios feladatokra altaldban tobbfele megoldas lehetséges.

Els6 megoldas: Az inverzid O polusat érdemes a  koron felvenni. Ha az dbrat ekkor
mvertaljuk, A’ és B’ képpontok mellett g képe a q’ egyenes lesz (az abran kékkel). Most az
mvertalt objektumok (A’, B’, q’) korérintési szerkesztése a 2. (P, P, €) tipus, azaz elemi
eszkdzokkel megoldhatd. Ha az igy megszerkesztett k’ kort visszainvertaljuk, képe olyan k
kor lesz, amelyik atmegy az A és B pontokon, ¢és érmti Q-t.

A diszkussziot érdemes atgondomi. Altaliban 2 megoldas van, de az elfajult eset problémat
okozhat, amikor pl. k* atmegy O-n. Ekkor ugyanis k’képe, k egyenes lesz, tehat nem kapunk
megoldast. (Mikor Iép fel ez az eset?)

Miasodik megoldas a masodik abran:

Ekkor az inverzié polusat A-nak valasztottuk, az alapkor pedig merdlegesen metszi g-t. Az
invertilas utdn g képe énmaga, B képe B’. Erintét szerkesztink B’-bél g-hoz (ez az e
egyenes); €s ha most az abrat visszainvertaljuk, akkor e képe az A-n és B-n atmend e’ kor lesz
(ami persze érinti a fix g-t).

Megjegyzés: A két megoldas mindségileg kiilonbozik. Az elsé megoldasban az inverzidval
egyszertbb alakzatokhoz jutottunk, ezekhez kellett érinté kort szerkeszteni; mig a masodik
megoldasban az inverzid utan egyszeriibb alakzatot, érintd kor helyett érintd egyenest kellett
szerkeszteniink.



VI. A6. (P e k)eset

A feladat: Adott a q kor, valamint az A pont és az e egyenes. Szerkesztendé olyan K kor,
amelyik atmegy A-nés érinti e-tés g-t.

Megoldas: Az el6z6 pont masodik megolddsa modszerét alkalmazzuk.

Az mverzid polusat A-nak valasztjuk, az alapkor pedig merdlegesen metszi (-t. Az invertalas

utan q képe dnmaga, e képe az e’ kor. Ekkor a feladat atfogalmazhato: adott q és e’ korokhoz
kell kozos érintéket (érintd egyeneseket) szerkeszteni.

Ha a k6zos érintét fjeloli akkor visszainvertalas utan f’ olyan kor lesz, amelyik atmegy az A
ponton, és érinti a q kort és az e egyenest.

Készen vagyunk.

A diszkusszion megint érdemes elgondolkodni (HF). Két korhoz (q és e’) altalaban 0, 1, 2, 3
vagy 4 kozos érintdt hizhatunk, ennyi lehet a megoldasszam. (Ez altaldban attol fiigg, hogy a
korok kiviilrdl vagy beliilrél érintik egymast.) Ugyanakkor a szerkesztési épések soran
lehetnek elfajult esetek, amik befolyasoljadk a megoldadsszamot. (Ha példaul q és e’ kozos
érint6i kozil atmegy valamelyik A-n, akkor nverz képe nem kor lesz, hanem (6nmaga)
egyenes. (Ez a ,végtelen sugari kor” esete.)

VII. A 8. (P k k) eset maradt a végére.

A feladat: Adott a q és s kor, valamint az A pont. Szerkesztendé olyan Kk kor, amelyik atmegy
A-nés érinti (-t és S-t.

Megoldas: Az el6z6 megoldas mintdjara az nverzid polusat A-nak valasztjuk, az alapkor
pedig merdlegesen metszi (-t. Az invertalas utdn g képe onmaga, S képe az s’ kor. Ekkor a
feladat atfogalmazhat6: adott g és s’ korokhoz kell kozos érintdket (€rintd egyeneseket)
szerkeszteni.

Ha a k6zos érintét fjeloli, akkor visszainvertalas utan f’ olyan kor lesz, amelyik atmegy az A
ponton, ¢és érinti a g és s koroket.

VIII. Hazi feladat

Ezzel készen vagyunk a korérintési szerkesztésekkel. Nagyon halas lennék, ha valamelyik
feladatra mas megoldast adnatok, vagy valamelyik specidlis esetet — diszkusszidval egyiitt —
atragnatok. (PL (P e K), ha az egyenes érinti a kort.) Rendkiviil tanulsagosak lehetnek az
eredmények.



Harmadik anyag: Szerkesztések csak korzo hasznalataval

Az euklideszi szerkesztések soran harom szerkesztési I€pést hajthatunk végre:
kijelolhetjiik

l. két egyenes metszéspontjat;

Il. egyenes és kor metszéspontjait;

I1. és két kor metszEéspontjat.

Csak korzo engedélyezésévelalll. [épés nyilvanvalo, az elsé kettd a kérdés. (A
tovabbiakban csak korzds szerkesztésekben gondolkodunk, és az altalaban konnyebb
feladatokra vezetd specidlis helyzetektdl eltekintiink. A csak korzds szerkesztések sordn egy
egyenest két pontjdval mar meghatarozottnak tekintiink.)

Az inverzi6 segitségével egyszerisodhet a feladat, hiszen a jol megvalasztott alapkor
felvétele utan az eredeti objektumok képei korok lesznek; ezek metszéspontjait kijelolhetjiik;
majd visszainvertalas utan adoédnak az eredetileg keresett metszéspontok.

Az els6 Epés tehat pontok nverzének megszerkesztése lehet (csak korzovel).

A masodik Iépés egyenes és kor mverzének szerkesztése. A képkordket 3 pontjuk
meghatarozza, de problémat jelent, hogy a k kor inverz korének kdzéppontja nem egyezik
meg a k kor kézéppontjanak inverzével, azaz a képkorok kozéppontjat nem ismerjikk
(egyelore).

Viszont korabban erre a feladatra (korkdzéppont szerkesztése csak korzével) mar
adtunk elemi (inverzid nélkiili) megoldast, ezt felhasznalva a fenti Iépések végrehajthatok.

A tovabbiakban bevezetink néhany jelolést: k(Q, r) a Q kozéppontt, r sugari kort
jelenti; P*a P pont x objektumra valod tikrozését jelol; A — B modon pedig a leképezés targy
¢és képpontjait adjuk meg.

1. Egy lehetséges program (csak korzOs szerkesztésekre) a kovetkezo:

(0) Kor kdzéppontja (pont tiikrozése egyenesre)

(1) Kiils6 pont inverze

(2) Szakasz n-szerezése (pont tikkrozése pontra)

(3) Szakasz m-ed része

(4) Az el6z6 két pontbol kovetkezik adott szakasz racionalis aranya részének
(osztopontjanak) megszerkesztése.

(5) Bels¢ pont inverze

(6) Egyenes mverz képe

Az (1), (5), (6) és (0) megadja a feladat megoldasat.

(0) Kor kozéppontja

Emlékeztetd a mar korabban latott elemi
szerkesztésre (keressik a k kor kozéppontjat):

1) TetszOleges A és B pont felvétele a k koron

i) k2(A, r = AB), ez metszi k-tmasodszor C-ben.

i) ks(B, r) és ka(C, ), metszéspontjuk D.

V) ka(D, g = DA), ez metszi k,-taz E és F pontokban.

V) ks(E, EA) és kg(F, FA), masodik metszéspontjuk G. D

Ez k keresett kozéppontja.




A i) pés eldallitotta az ABC egyenld szard hadromszoget, aiii) lépésben A-t tikkroztik
a BC egyenesre, azaz AB¢ =D, igy kaptuk az ABDC rombuszt. A iv) lépés az EDA, FDA
egybevago, egyenld szaru haromszogek eldallitasa, ezekre mar alkalmazhatjuk az v)
szerkesztési triikkkot, amelyet (1)-ben részletesebben kifejtiink.

(1) Kiils6 pont inverze
Ha k(O, r) az alapkér, akkor P — P’ esetén OP-OP'=r?,
2
masképpen az OP'= é szakaszt szerkesztjiik meg. Csak korzos

szerkesztéshez felvesszikk az a alapu, b szart egyenld szara
haromszoget, ¢€s az alap egyik végpontjabol a sugart kort rajzolunk.
Ez a szarbol X hosszii szakaszt metsz ki (abra).

Az egyenld szari haromszogek hasonlosaga miatt X % &
a
2
X = %. Vagyis az a=r, b = OP valasztas mellett X = OP’, azaz X a

P — P’ leképezés képszakaszanak hossza.

Bar az OP’ = x szakasz hossza megvan, a P’
pontot még nem kaptuk meg, hiszen az OP
egyenes — csak korzos szerkesztéseknél — nincs
megrajzolva. Ezen a probléman tgy segithetiink,
hogy P’-t két koriv metszéspontjaként allitjuk eld
(masodik &bra).

A Kk(O,a=r)éski(P,b=PO) korok
mindkét metszéspontjat kijeloljik, ezek A és B.
Ekkor a P’ pont a ko(A, a) és k3(B, a) korok
metszéspontja.

A szerkesztést akkor tudjuk végrehajtani, ha
a<b < r<PO,azaz ha P az alapkoron kiviili
pont.

(2) Szakasz n-szerezése

Az A pontot B-re tiikrézziik, ha a k(B, BA) korre A-bol
kiindulva haromszor felmérjiik az AB sugarat. Ekkor A® = C.

Egyuttal megkaptuk az AB szakasz 2-szeresét, AC-tis.
Az eljarast tetszOlegesen folytathatjuk: BC = D esetén AD =
3AB stb.

(3) Szakasz m-ed része

Adott OA szakasz m-ed részét az inverzio segitségével szerkesztjiik meg.

Legyen az alapkor k(O, r = OA). Megszerkesztjiik (2) alapjan az OA szakasz m-szeresét,
OA

OB-t, majd (1) alapjan B inverz képét, B-t. Allitas: OB'= g
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Bizonyités: OB =m-OA=m-r, OB'=~— = .
OB m-r

. (Az abran m = 3.)

r_OA
m m
(4) Szakasz racionalis aranyu osztopontja

Adodik (2)-bol és (3)-bol

(5) Belso pont inverze
Legyen az alapkor K(O, r), és keressiik A inverz képét, ahol OA < r. (Szerkesztend6
2
oA=T1_)
OA
Megszerkesztjik az OA szakasz m-szeresét, OB-t
ugy, hogy B kiils6 pont legyen, majd megszerkesztjiik
B inverz képét, B’-t. (Az abran m = 3.) Mivel
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OB'= r_ T , igy az OB’ szakasz m-szerezése
OB m-OA
megadja OA -t.

(Vagyis bels6 pont esetén kétszer kell szakaszt m-szerezni, €s kdzben egyszer
mvertalni.)
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(6) Egyenes inverz képe ,

Alapprobléma, hogy az egyenes s
véges sok pontjat leképezve véges sok S
pontot kapunk a képkorrol, de ennek
kozéppontjat nem ismerjiik. (A (0)
feladatban a kor A, B, C harom
kindulasi pontja egyenld szdru
haromszéget hatarozott meg.)
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Két pontjaval adott egyenes
mverz képe (altaldban) kor. Ennek a
kozéppontjat megszerkeszthetjik, ha
ismerjiik az egyenes egy specialis
pontjat.

Az e(A, B) egyenes k(O, r) alapkorre vonatkozd inverze az e’ kor. Ha O-bdl merdlegest
bocsatunk e-re, metszéspontjuk olyan C pont, amelynek C’ inverz képe megadja az e’ kor
OC’ atmérojét (abra). Ennek felez6pontjat pedig mar meg tudjuk szerkeszteni.

Tehat tiikrozziik O-t e-re, igy kapjuk az O’ pontot. Az OO’ szakasz C felezGpontja
szerkeszthetd; ezutdn C-t mvertdljuk, kapjuk C’-t;az OC’ szakasz felezOpontja, és ezzel a
kozEpponttal az e’ kor is megszerkesztheto.

(Az eljaras akkor is mikodik, ha az e egyenesnek ¢s a k alapkornek van k6zos pontja.)




Ugyesebben is eljarhatunk, ha észrevessziik, hogy O’ inverz képe éppen az OC’ szakasz
keresett F felezpontja.
. B . or? oc' r? e ,
Legyen ugyanis OC = c, ekkor OC'=—, OF = S T 00’ = 2c, és valoban: O
C C

2
mverz képe ;— tavolsagra van O-t6l, azaz egybeesik F-fel.
C

Tehat gyorsabb az eljaras, ha O"® = O’ utan rogtén O’-t invertaljuk, képe a keresett
korkozéppont.

Egy masik (elvi) lehetéség:

C megszerkesztése utan A-ttikrozzik C-re, A = D. Ekkor az A’ és D’ inverz képek O-
val egyenld szart haromszoget hataroznak meg, igy a Kk kor kdzéppontja (0) alapjan
megszerkesztheto.

2. A csak korzos szerkesztésifeladat megoldasa
I. Két egyenes metszéspontjanak szerkesztése

Ha adott két-két pontjaval az e(A, B) és f(C, D) egyenes, akkor a metszéspontjaik
szerkesztése a kovetkezd lehet:

i) Tetszbleges k(O, r) alapkort vesziink fel, pl. tgy, hogy az egyenesekkel ne legyen
koz0s pontja.

i) Invertaljuk az adott (kiils6) pontokat.

i) Megszerkesztjik az O, A’, B’ pontok koré irt kort a fentebb leirt valamelyik mddon,
kapjuk az e’ kort.

iv) Hasonloan megszerkesztjik az f ’(O, C’, D) kort.

v) e’ ésf’ O-n kiviili masodik metszéspontja legyen P.

vi) Ha a (bels6é pont) P-t,visszainvertaljuk”, akkor P’ megadja e és f keresett
metszéspontjat.

Megjegyzés: Az els6 modszerrel tehat az 1. Iépés (két egyenes metszéspontjanak
szerkesztése) megoldhatd a (0) eljaras nélkiil is.

Il. Egyenes és kor metszéspontjainak szerkesztése

Ha adott két pontjaval az e(A, B) egyenes és adott a k kor (kdzéppontja nélkiil), akkor a
metszéspontok szerkesztése a kovetkezod lehet:

i) Megszerkesztjik K kozéppontjat (0) segitségével, az igy kapott K(O, r) lesz az inverzio
alapkore.

i) Invertaljuk az adott A, B pontokat.

i) Megszerkesztjiik az O, A’, B” pontok koré irt €* kort.

V) e’ és k metszéspontjai C és D, ezek adjak a feladat megoldasat.

(Ha ugyanis az e’ kort ,,visszainvertaljuk”, akkor C és D helyben marad.)

Egyszeriibben is eljarhatunk.

A i) Iépésben O-t tikkrozziik e(A, B)-re, kapjuk O’-t. (A tengelyes tiikrozés elvégezhetd
csak korzovel, a ki(A, AO) és ko(B, BO) kordok masodik metszéspontja O’.)

i) AK(O, r) és ks(O’, r) korok metszéspontjai adjak a feladat megoldasat.



Mindkét megoldasban szikség volt a (0) korkozéppont szerkesztésére.
3. Fejlesztés

3.1. Adott kor kozEéppontjanak megszerkesztése csak korzovel, inverzio nélkkiil, (azaz (0)
elvégzése) elég bonyolult eljaras. Kérdés, ki lehet-e kiiszoboni I1-bol

3.2. Ha egy K(Q, q) kort invertalunk, akkor a kézéppontja nem az inverz kor
kozéppontjaba keriil. Kérdés, hogy mi jellemzi az inverz kor kdzéppontjat?

3.3. Kor inverz képe
Nem volt ré sziikségiink a csak korzos szerkesztésekhez, de azért jo lenne tudni,
végrehajthato-e.

Eloszor 3.2-vel foglalkozunk.

Legyen k(O, r) az inverzid alapkorre, és tegyiik fel, hogy az OQ centralis A-ban és B-
ben metszi K-t. Invertaljuk O-ta K alapkorre vonatkozoan, képe legyen Or; majd invertaljuk
O;-et k-ra, a képe legyen O,.

Allitas: K inverz képének, K’-nek a kdzéppontja O,.

Bizonyitas: lgazolnunk kell, hogy az A 'B’ szakasz F felezopontja O,. Legyen OQ =d,
OA=a=d-qgés OB =b=d+q(abra).
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Az Aés B pontok képeire OA=+— =" og=' - |
OA d-qg OB d+q
r2 r2
OA+OB' d—q d
OF = ; - —q2 4.

Aty & q2 q2 , q2 dz_q
AZOpontOlkepereQOl:O—Q:F,lgyOOlzd_Qol:d_F: 5

2




" r r’d ., . ,
Az Oy pont O, képére OO, = 00, = FENPE igy igazolando, hogy
r r’ 1 1
d—q d+q  rid d—q d+ d
q q_ 5 & q 9. —— - Elvégezve kijon.
2 d°—q 2 d°—-q

Igazolhatd, hogy az eredmény akkor is érvényes, ha pl k és K metszi egymast. (Bar a
csak korzos szerkesztésekhez erre nincs sziikség, hiszen mindig felvehetiink az adott
objektumokhoz diszjunkt helyzetii alapkort.) Az eljarassal tehat tetszleges kor inverz
korének megszerkeszthetjikk a kozEéppontjat.

3.3. Kor inverz képe

Ez most mar nem gond. Megszerkesztjik egy pont képét és 3.2. alapjan az inverz kor
kozéppontjat, igy a képkor is megrajzolhato.

3.1. Egyenes és kor metszéspontjainak szerkesztése csak korzovel, (0) nélkiil

A kor és az egyenes inverz képét megszerkesztjik (6) és 3.3. alapjan. A két inverz kor
metszéspontjait visszainvertaljuk, ezek lesznek a keresett metszéspontok.

4. Adott kor kozéppontjanak szerkesztése inverzio segitségével

A (0) szerkesztés nyomokban emlékeztet az mverzids szerkesztésekre, példaul
K(A, r = AB) alapkorrel a D — G invertalas adja meg a kozéppontot. Ez alapjan egyszertibben
(konnyebben megjegyezhetd mddon) megadhatjuk a korkozEéppont inverzios, csak kdrzos
megszerkes zt€ sét.

Ha a K kor kozEéppontjat keressiik, akkor
az inverzio K(O, r) alapkorét ugy vegyik fel,

B
hogy O a K kdoron legyen. A két kor
metszéspontja A €s B, és ekkor K mverz képe az
e(A, B) egyenes.
Allitas: Ha O*® = P, akkor P inverz képe 4 -
megadja a K kor Q kozéppontjat: P — Q. R
Bizonyitas mint korabban (&bra):
R inverz képe az AB szakasz kAl
2 | >
F felezdpontja, ezért OF = ;— ; a tikkrozés miatt er K
q
r.2 r2
OP = —; az mvertalas miatt pedig OQ=——=(.
q OoP

Készen vagyunk, Q valdoban az OR szakasz felezOpontja.
5. Specialitasok csak korzds szerkesztésekre

Haromszog koriilirt kore
Alapszerkesztések



