Osszegek el6allitasa alapmiiveletek és zaréjelek segitségével

1. alapfeladat 8. 310[0-100] 15. 10410[0-100]

2. El64allitas 26 bazisban 9. 410[0-100] 16. 1140[0-100]

3. El6allitas Xe bazisban 10. 510[0-100] 17. 1210[0-100]

4. Altalanositas (alapszam) 11. 610[0-100] 18. A kivételek kezelése
5. Altalanositas (érték) 12. 710[0-100] 19. Alkalmazas

6. [0-100] elGallitasa 13. 810[0-100]

7. 210[0-100] 14. 910[0-100]

1. Alapfeladat: Egy ismert, népszerii altalanos iskolas feladatban egymas mellé irunk
10 darab 2-est, ezutan a tanuloknak a 2-esek kozé irt négy alapmiiveleti jel, valamint a zardjelek
felhasznalaséaval rendre el6 kell allitani az 1, 2, 3, ..., 10-es Gsszeget.

Példaul: 1 =2:2+2-2+2-2+2-2+2-2,7=222—(2:2) + (2-2)-(2+2+2) és igy tovabb.

Ugyanezt a feladatot gyakran kitlizziik 2-esek helyett 10 darab 3-assal, 10 darab 4-essel, ... ,
végiil 10 darab 10-essel is. Bar egyik-masik feladat ekkor mar nehezebb, tanitvanyaink igy is
altalaban sokféle megoldast talalnak, és az egyes eldallitasok soran elég nagy a mozgasteriink.

A feladat egyik nehezitése lehet, ha 10-nél kevesebb alapszamot hasznalunk. A tapasztalat
alapjan gy tlinik, hogy mar 6 alapszam is elegendd az egyes eldallitasokhoz, ezért a cikk elso
részében ezt az allitast bizonyitjuk be.

2. feladat: Bizonyitsuk be, hogy minden 1, 2, 3, ..., 10 célosszeg elballithato akkor is, ha
kezdetben csak hat darab 2-est adunk meg!

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy minden eléallitas megvalosithato a hat darab 2-es helyett a
hat darab 3, hat darab 4, ... , hat darab 10 kezd6szamok esetén is!

Megoldas: Tekintsiik az a a a a a a kezdéhelyzetet! (A tovabbiakban ezt as bazisnak
nevezziik és jeloljiik; a a bazis alapszama, a 6 index az elemeinek a szama.)

3.1. Elbzetes észrevétel, hogy a 0-t 2 vagy tobb a-val eldallithatjuk, példaul az (a — a)
tényezdvel szorozva.

3.2. Az alacsony (pozitiv) konstansokat eldallithatjuk as-ban, példaul:
l=a:a+0

2=a:a+a:a+0

3= a:a+a.a+a:a

4=(a+a):a+(a+a):a

5= (a+a+a+a+a):a

Hianyzik tehat a 6, 7, 8, 9, 10 eldallitasa a 26, 3s, ... , 10s bazisokban.

3.3. Az a értékétol fiiggden az egész szamok egy-egy intervallumat is eléallithatjuk as-ban:

a=a+0

atl=ata:a+0

at2=a+(a+a):a+0

at3=a*(a+a):ax(a:a)

at4=a+(a+a+a+a):a

Azaz ag-bana—4,a—3, ..., a+ 4 eldallithato. A 3.3. eredmény példaul 4¢-bana 0, 1,2, ...,
8 szamok ,,automatikus” eldallitasat garantalja. (Ezt a tovabbiakban 46[0—8] modon jeloljiik.)




Eddigi eredmények tehat 3.2. és 3.3. alapjan:

3.2. miatt 1-t61 5-ig minden eléallitas minden bazisban; tovabba
3.3. miatt 2¢-ban: 6-ig, 3s-ban: 7-ig, 4¢-ban: 8-ig, 5e¢-ban: 9-ig,
66-t01 106-ig pedig 10-ig minden elballitas megvaldsithato.

3.4. A hianyzoé értékek eléallitasa a 6-elemii bazisokban

Altalaban tobbféle eléallitas lehetséges, most csak egy-egy példat mutatunk.
2-es alapszam esetén (7-t61): 26[7,8,9] =8 £ 1és 8 + 0 = 2+2+2+2 £ (2:2) és
2+2+42+2 + (2-2). 26[10] = 2:2.2+ 2 + 0.
3-as alapszam (8-tol): 36[8,9,10] =3-3+1¢s3-:3+0 = 3-3+3:3és 3-:3+(3-3) sth.
4-es alapszam (9-t61): 46[9] =8 + 1 = 4+4 + (4:4) + 0 ¢és 46[10] = 12 — 2 = 4+4+4 — (4+4):4.
5-0s alapszam esetén: 56[10] = 5+5 + 0.

Megjegyzés: Természetesen mas jellegii megoldasok is lehetségesek, pl. as[a+ 3] = (a-a+a+a+a):a. Az
esetleges tovabbi eldallitasokat most és a cikk késdbbi részében sem emlitjiik meg, inkabb a rovidségre téreksziink.

3.5. Eredmény: A 2, 36, ... , 106 bazisban a [0, 1, 2, ..., 10] értékek eldallithatok. &
4., Altalanositasok” a bazis alapszamara

A 10-nél nagyobb alapt bazisokat vizsgéljuk.

11-es alapszam esetén 3.1, 3.2 és 3.3. miatt 116[0-5] és 116 [7—15] el6allithato, hianyzik a 6
eldallitasa. fme: 116[6] = (11 + 11:11) : ((11+11):11).

12-es alapszam esetén 126[0—5] és 126 [8—16] elballithatod, hianyzik a 6 és a 7 eldallitasa:
126[6,7] =6 +1 vagy 6 +0: 12:((12+12):12) + (12:12) vagy + 0 a végén.

13-as bazisban 136[0-5] és 136[9-17] elballithato, hianyzik a 6, 7 és a 8 eldallitasa:
136[6] = (13 — 13:13) : ((13+13):13) ¢és 13¢[7] = (13 + 13:13) : ((13+13):13).

A 13¢[8] eléallitasa nem sikertilt, igy a bazis alapszamara vonatkozo (egységes) altalanositas
csak 12-ig mondhato ki.

4.1. Eredmény: A 2, 3s, ... , 126 bazisban a [0, 1, 2, ..., 10] értékek eldallithatok. &
5. ,Altalanositasok” az eléallitott értékre

A 10-nél nagyobb értékek eldallitasat vizsgaljuk.

3.3. miatt (azaz [a—4, ..., a + 4] el6éallithatosaga) a 11 elballithato 76 vagy nagyobb
alapszamu bazisban, a 12 eldallithato 8e-t6l, a 13 pedig 9s-t6l stb. Mivel 9¢[ 14] eldallitasa nem
sikertilt, ezért az eldallitott értékre vonatkozo egységes altalanositas legfeljebb 13-ig mondhato ki.

A 4.1. hianyz6 értékeinek eldallitasa 13-ig:

26[11] = 2-2:2 +2 +(2:2), 26[12] = 2.2.2.2 -2 -2, 26[13] = 2:(2-2+2) +(2:2);
36[11] =3-3+(3:3) + (3:3), 36[12] =3-3+3+0, 36[13] = (3 + (3:3))-3 + 3:3;
4e[11] = 4+4 + (4+4+4):4,  4e[12] = 4+4+4 + O; 46[13] = 4-4 — (4+4+4):4;
56[11-12] = 5+5 + (5:5)+0 vagy +(5:5 + 5:5), 56[13] = 5+5 + (5+5+5):5;

66[11-13] = 6+6 + (6:6) vagy +0;

T6[12-13] = 7+7 — (7:7) vagy 7+7 —(7:7) —(7:7);

86[13] = 8+8 — (8+8+8):8.

(A 96[11-13], 106[11-13], 116[11-13], 126[11-13] értékek 3.3. miatt ,,automatikusan”
eldallithatok.

5.1. Eredmény: A 2, 3s, ..., 126 bazisban a [0, 1, 2, ..., 13] értékek eldallithatok.
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Egyes bazisokban persze 13-nal nagyobb érték is eldallithatd. A cikk késébbi részében ugyis sziikkség lesz az
eléallitasokra, ezért késobb részletesen felsoroljuk az eredményeket.

6. Nehezebbnek igérkezik a ,,forditott irdny” probléma, amikor azt vizsgaljuk, hogy adott
bazisban milyen {1, 2, ..., n} 0sszefiiggd halmaz elemeit allithatjuk eld, illetve hogy adott halmaz
esetén mely elemek allithatok eld, és melyek nem. Ha az eléallitasokat adott n esetén, az Gsszes
bazisra vonatkozoan vizsgaljuk, akkor a bazis alapszamara és a bazis elemszamara (és az n értékére
is) mesterséges (szubjektiv) eldirast tehetiink. A bazis legnagyobb alapszamat pl. az 5.1. eredmény
miatt valaszthatjuk 12-nek; kézenfekvonek tiinik a bazis elemszamat 10-nek valasztani (igy még
talan altalanos iskolai szinten is kezelhet6 bonyolultsaga a feladat); az n értékének pedig valasszuk
a 100-at. gy a kovetkezé feladatot kapjuk:

6.1. feladat: A {0, 1, 2, ..., 100} halmaz mely elemeit allithatjuk ¢l6 a 210, 310, 410, ..., 1210
bazisokban?

A feladat 101-11 szamu eldallitasra kérdez ra, természetesen egy lehetséges megoldas lenne
az eldallitasok konkrét felsorolasa. Néhany észrevétellel azonban jelentdsen leroviditheté a munka.

6.2. Igen hatékony segitség a részekre bontds modszere. EKKor pl. ha Xe[a] és Xa[b] is
elballithaté (azaz az Xe és X4 bazisokban eléallitottuk az a, illetve b értékeket), akkor Xio-ben a
+atb, abésab eléallitasok is megvalosithatok.

6.3. Egy masik észrevétel, hogy tetszéleges as bazisban is eldallithatunk két, szomszédos
egész szamokbol allo intervallumot (azaz az eléallitashoz mar a bazis négy alapszama is elegendd):
as[0] =0; as[l]=a:a+0; asf2] =a:a+aa; as[3] = (a+a+a).a. Valamint
asfa]=a+0; afaztl]=(aaxa)a és aslat2]=a+(a+a)a;
igy as[0-3] és as[(a—2) — (a+2)] elbéallithatok minden bazisban.

6.4. Hasonl6 intervallumokat allithatunk el6 az as bazisban is:

as[2] = (a + a):a + (a-a) as[3] = (a+a):a + a:a as[4] = (a+a+at+a):a

aslatl]=ataa+(aa) asfar2]=(aatata):a asfat3]=az(atata)a;
igy as[0—4] és as[(a—3) — (a+3)] eléallithatok minden bazisban.

7. Kezdjiik a 2-esekkel: A {0, 1, 2, ..., 100} halmaz mely elemeit allithatjuk el6 a
210 bazisban?

Megoldas: El0szor a kisebb elemszamu bazisokat vizsgaljuk.

6.3. miatt 24[0-4] el6allithatd. 24 tovabbi intervallum-eléallitasai:
24[5] = 2+2 + 2:2, 24[6] =2-2.2 - 2.

Tehat 24[0-6] eléallithaté.

Megjegyzés: Persze tovabbi értékek elballitasa is lehetséges, pl. 24[8] =2-2 + 2 + 2 vagy 24[10] =2-2:2 + 2.
Ezeket késébb sziikség szerint felhasznalhatjuk, de most egyeldre dsszefiiggd intervallumokat allitunk eld.

25 intervallum-eldallitasai: 2 + 24[0-6] miatt 0-8-ig minden érték eléallithato.
25[9] =2-2-:2 + 2:2; 25[10] = 2+2+2+2+2;
Tehat 25[0-10] eléallithato.

Tudjuk (5.1. eredmény), hogy 26[0-13] elballithato. 26 tovabbi intervallum-eléallitasai:
26[14] = (2-2-:2 - (2:2))-2;  2¢[15, 16, 17] = 2.2-2-2 + 2:2 vagy +0; 26[18] = (2-2-2 + (2:2))-2.
Tehat 26[0-18] eléallithato.



Ezutan a részekre bontas modszerét alkalmazhatjuk 210-ben a [0; 100] egyes
részintervallumainak az eldallitasahoz.

24[16] = 2:2-2:2, igy 24[16] + 26[0-18] miatt 210[0-34] el8allithato.

25[32] = 2-2-2:2:2, igy 25[32] * 25[0-10] miatt 210[22-42] el34llithat.
26[64] = 2:2:2-2-2:2, igy 26[64] = 24[0-6] miatt 210[58-70] el3allithat.
27[80] % 23[0-3] = 2:2:2 -(2-2-2 +2) + 23[0-3], igy 210[77-83] elddllithat.
27[96] = 23[0-3] = 24[16]-(2+2+2) + 25[0-3] miatt 210[93-99] el8allithato.

7.1. Eddigi eredmény 210-ben a [0-42], [58-70], [77-83] és [93-99] intervallumok eldallitasa;
azaz hianyoznak a [43-57], [71-76], [84-92] és [100] értékek.

7.2. Eléallithato minden n = x-y alaku érték, ahol 26[x] és 24[y], azaz x=1, 2, ..., 18 és
y=1,2,....6

7.3. Elballithaté minden n = x-y alaku érték, ahol 25[x] és 2s[y], azaz x=1,2, ..., 10 és
y=1,2,...,10.

7.2. és 7.3. segitségével elvégezziik a lehetséges felbontasokat (a hidnyz6 szamokat
satirozzuk):

43,44 =11.4,45=95, 46, 47,48 =8:6,49=7-7,50 = 10-5,51 = 17-3, 52 = 13-4, 53,
54 =9.6,55=11.5,56 =8-7,57, 71, 72 = 184, 73, 74, 75 = 15.5, 76, 84 = 12-7, 85 = 175, 86, 87,
88, 89, 90 = 10.9, 91, 92, 100 = 10-10.

A 15 hianyzo eset vizsgalata 21o[ ]-ben:

43 =411 -1 =2.2:2[11] - (2:2) 46 = 2:23 = 2-(24[16] + 25[7])

47 = 48 — 1 = 24[16]-(2+2+2):2 — (2:2) 53 =96 1= (222 +(2:2))-(2+2+2) — (2:2)
57 =3.19 = (2 + 2:2)(24[16] + 2 + 2:2) 71=89-1=22.225[9] - 2:2
73=89+1=22225[9] +2:2 74 = 26(64) + 222 + 2

76 = 4-19 = 2.2 (24[16] + (2+2+2):2) 86 =810 + 6 = 222 -(2:2:2 +2) + 2+2+2
87 =3.29 = (2 + 2:2)-(25[32] - 2 - 2:2) 88 = 811 = 2.2.2(2+2+2+2+2 + 2:2)

89 =88 + 1 =2.2.2.2[11] + (2:2) 91 = 16-6 — 5 = 24[16]-(2+2+2) — 2.2 — 2:2

92 =166 — 4 = 24[16]-(2 + 2:2)-.2 2.2
Sajnos a 87, 89 és 91 elballitasa csak 11 darab 2-es segitségével sikertilt.

7.4. Eredmény: A négy alapmiivelet alkalmazasaval 210[0—100] eldallithato, kivéve a
87, 89 és 91 szamokat. &

8.A{0,1,2,...,100} halmaz mely elemeit allithatjuk el6 a 310 bazisban?

6.3. miatt 34[0-5] elballithato. 34 ] tovabbi intervallum-eléallitasai:
34[6,7] = 3+3 + (3:3) vagy +(3-3) 34[8, 9, 10] = 3-:3 £ (3:3) vagy +(3-3)
Tehat 34[0-10] eléallithato.

3s5[ ] intervallum-eléallitasai: 3 + 34[0-10] miatt 35[0-13] eléallithato.
Tehat 35[0-13] eléallithato.

Korabbrol tudjuk (5.1. eredmény), hogy 36[0-13] elballithato. 3s[ ] tovabbi eldallitasai:
36[14, 15, 16] = 3-3 + 3+3 + (3:3) vagy +(3-3); 36[17, 18, 19] = 3-3 + 3-3 + (3:3) vagy +(3-3).
Tehat 365[0-19] eléallithato.

81 = 3-3:3:3, igy 34[81] + 3s[0-19] miatt [62-100] eldallithato,
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54 = 3.3-3 + 3-3-3, igy 3s[54] + 34[0-10] miatt [44-64] eléallithato,
30 = 3-33 + 3, igy 34[30] = 35[0-19] miatt [11-49] el8allithato.

A halmazok 0sszevonasa utan:
8.1. Eredmény: A négy alapmiivelet alkalmazasaval 310[0-100] el6allithato. e

9.A{0,1,2,...,100} halmaz mely elemeit allithatjuk el6 a 410 bazisban?

6.3. miatt 44[0—-6] elballithato. 44 ] tovabbi intervallum-eléallitasai:
44[7, 8, 9] = 4+4 £ (4:4) vagy +(4-4).
Tehat 44[0-9] elé4llithato.

4s5[ ] intervallum-eléallitasai:
4 + 44]0-9] miatt 45[0-13] el6allithatd. 4s[14] = 4-4 — (4+4):4.
Tehat 45[0-14] el6allithato.

4¢[ ] intervallum-eldallitasai:
4 + 45[0-14] miatt 46[0-18] eloallithato.
4.4 + 44[0-9] miatt 46[7-25] elballithato.
Tehat 46[0-25] eléallithato.

44[32] = 4-4 + 4-4, igy 44[32] + 46[0—25] miatt 410[7-57] elballithato.
44[80] = 4-(4-4 + 4), igy 44[80] = 46[0-25] miatt 410[55-100] eldallithato.

A halmazok 6sszevondsa utan:
9.1. Eredmény: A négy alapmiivelet alkalmazasaval 410[0-100] el6allithato.

10. A {0, 1,2, ..., 100} halmaz mely elemeit allithatjuk elé az 510 bazisban?
6.3. miatt 54[0—7] eléallithato.

54[ ] tovabbi eléallitasai: 54[9, 10, 11] =5 + 5 + (5:5) vagy +(5-5).
Tehat a 8 kivételével a [0—11] eldallithato. Jelolés: 54[0-11/8] eldallithato.

5s[ ] intervallum-eldallitasai: 5 £+ 54[0-11/8] miatt 55[0-16/13] eléallithaté.
56[ ] intervallum-el8allitasai: 5 + 55[0-16/13] miatt 55[0-21/18] elballithato.
5.5 + 54]0-11/8] miatt 56[25-36/33] és [14-25/17] elballithato.

Osszesitve: 56[0-36/33] eldallithato.

57[ ] intervallum-elballitasai: 5 + 56[0—36/33] miatt 57[0-41/38] eléallithato.
5.5 + 56[0-36/33] miatt 5s[0-61/58] eléallithaté.

5.5 + 5[0-61/58] miatt 510[0-86/83] eldallithato.

5-5.5 — 57[0-41/38] miatt 510[84-100/87] eldallithato.

A halmazok egyesitése utan: 510[0-100/83,87] elballithato. A két hianyzo szam eldallitasa:
83 =6-14 -1 = (5 + 5:5)-55[14] — (5:5).

87 =204+ 7=(55-5)(5-5:5) + 54[7].

10.1. Eredmény: A négy alapmiivelet alkalmazasaval 510[0-100] eléallithato. ¢



11. A {0, 1,2, ..., 100} halmaz mely elemeit allithatjuk el6 a 610 bazisban?

6.3. miatt 64[0-8] eléallithato.

6 + 64[0-8] miatt 65[0~14] eldllithats.
6 + 65[0-14] miatt 65[0-20] elllithaté.
6 + 66[0-20] miatt 67[0-26] eléllithaté.
6 + 67[0-26] miatt 6s[0-32] eldllithaté.

610[ ] intervallum-eléallitasai:
6-6 + 6+6 + 65[0—20] miatt 610[28-68] eldallithato.
6-(6+6) + 67[0—-26] miatt 610[46-98] elballithato.

6s[0—32] eldallithatosaga miatt mar csak a 99 és 100 hianyzik. ime:
99 = 65[9]-65[11] ¢és 100 = 65[10]-65[10].

11.1. Eredmény: A négy alapmiivelet alkalmazasaval 610[0-100] eléallithato. ¢
12. A {0, 1,2, ...,100} halmaz mely elemeit allithatjuk elé a 710 bazisban?

6.3. miatt 74[0-9/4] elballithato.

7 £ 74[0-9/4] miatt 75[0-16/3,11] eléallithato.

7 £ 75[0-16/3,11] miatt a 7¢[0-23/4,10,18] eléallitasok adédnak. Mivel 5.1-ben mar
eléallitottuk 76[0-13]-at, ezért 76[0-23/18] eléallithatd.

7 £ 76[0-23/18] miatt 77[0-30/25] eléallithato.

7 £ 77[0-30/25] miatt 7s[0-37/32], s6t 7g[32] = 7-7 — 76[17], igy 78[0-37] eléallithato.

710[ ] intervallum-eldallitasai:
7-7 +7-7 £ 76[0-23/18] miatt 710[75-100/80] eléallithato.
7-7 £ 78[0-37] miatt 710[12-86] eldallithato.

A halmazok egyesitésébdl adodik:
12.1. Eredmény: A négy alapmiivelet alkalmazasaval 710[0-100] el6allithato. ¢

13. A {0, 1,2, ...,100} halmaz mely elemeit allithatjuk el6 a 810 bazisban?
6.3. miatt 84[0-10/4,5] elballithato. 4 = 8 : ((8+8):8); tehat 84[0-10/5] eléallithato.

8 + 84[0-10/5] miatt 85]0-18/3,13] eldallithato.

8 + 85[0-18/3,13] miatt 8[0—26/5,11,21], 5.1. miatt 8s[0-13], dsszesitve 86[0-26/21]
eloallithato.

8 + 86[0-26/21] miatt 87[0-34/29] eldallithato.

8 + 87[0-34/29] miatt 8s[0—-42/37] elballithato.

810[ ] intervallum-eléallitasai:
8-8 £ 8s[0-42/37] miatt 810[22—-100/27] elballithato.

Ez utobbi halmazt 8g[0-42/37]-tel egyesitve adodik, hogy
13.1. Eredmény: A négy alapmiivelet alkalmazasaval 810[0—100] eldallithato. ¢



14. A {0, 1,2, ...,100} halmaz mely elemeit allithatjuk elé a 910 bazisban?

6.3. miatt 94[0-3] és 94[7—11] elballithato.
9 + 94[0-3] és 9 £ 94[7-11] miatt a [9-12], [16-20], [6-9] és [0-2] intervallumok, 6.4. miatt
95[3, 4] is elballithato, igy 6sszevonas utan 9s[0-12/5] és 95[16-20] eléallithato.

9 + 95[0-12/5] és 9 + 95[16-20] miatt a [9-21/14], [25-29], [0-9/4], valamint 5.1. miatt a
[0-13] intervallumok, s igy 96[0—21/14] és 96[25-29] is eléallithato.

9 £ 96[0-21/14] és 9 + 96[25-29] miatt 97[0-30/23] és 97[34-38] eldallithaté.

9 + 97[0-30/23] és 9 + 97[34-38] miatt 9s]0-39/32] és 9s[43-47] elballithato.

Ez alapjan 919[ ] intervallum-eléallitasai:
9.9 + 95[0-39/32] miatt [42—100/49] elballithato.
9+9 + 9g[0-39/32] miatt [0-57/50] el6allithato.

A halmazok 6sszevondsa utan:
14.1. Eredmény: A négy alapmiivelet alkalmazasaval 910[0-100] el6allithato. ¢

15.A {0, 1,2, ...,100} halmaz mely elemeit allithatjuk elé a 1010 bazisban?

5.1. miatt 106[0-13] eldallithaté.
106[14] = 10 + (10+10+10+10):10, 106[15,25] = 10+10 + 10-10:(10+10)
6.3. miatt 10+10 + 104[0-3], azaz 10s[17—23] eléallithato.

Osszevonva: 106[0-25/16,24] eléallithato.

10 + 106[0-25/16,24] miatt 107[0-35/26,34] eléallithato.
10 + 10,[0-35/26,34] miatt 10s[0-45/36,44] eléallithato.

1010[ ] intervallum-eléallitasai:
10-10 — 10g[0-45/36,44] miatt [55-100/56,64] el6allithato.
10+10 + 10s[0-45/36,44] miatt [0-65/56,64] eldallithato.

Hianyzik még 56 és 64 eldallitasa. Ezek:
1010[56] = 10-10:(10+10) -104[11] + (10:10);
1010[64] = 8-8 = (10 — (10+10):10)-(10 — (10+10):10) +0.

15.1. Eredmény: A négy alapmiivelet alkalmazasaval 1010[0-100] el6allithato.
16. A {0, 1, 2, ..., 100} halmaz mely elemeit allithatjuk elé a 1110 bazisban?

Eléallithatd intervallumok:

6.3. miatt 114[0-3, 9-13], 6.4. miatt 115[0-4, 8-14];

11 + 114[0-3, 9-13] miatt 115[11-14, 20-24, 8-11, 0-2]; 6sszevonva 11s5[0-4, 8-14, 20-24].

11 + 115[0-4, 8-14, 20-24] miatt 116[11-15, 19-25, 31-35, 7-11, 0-3]. Hasznaljuk még fel
az 5.1. eredményt (116[0—13] elballitasa), igy 6sszevonas utan 116[0-15, 19-25, 31-35] adodik.

11 + 116[0-15, 19-25, 31-35] miatt 117[0-26, 30-36, 42—46] eléallithato.

11 + 11,[0-26, 30-36, 42-46] miatt 11s[0-37, 41-47, 53-57] eléallithato.

1110[ ] intervallum-eldallitasai:
11-11 — 118[0-37, 41-47] miatt 1110[74-80, 84-100] elballithato.
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11+11 + 114[0-37, 41-47] miatt 1110[0-59, 63-69] el8allithato.

A hianyz¢ 60, 61, 62; 70, 71, 72, 73 szamok el6allitasa:

117[60, 61] = (12-11 + 11:11) : ((11+11):11), igy 1110[62] = 117[60] + (11+11):11.
1110[70,71,72] = 117[60] + 11 + 11:11 vagy +(11-11).

1110[73] = 117[61] + 11 + 11:11.

16.1. Eredmény: A négy alapmiivelet alkalmazasaval 1110[0-100] eléallithato.
17.A{0,1,2,...,100} halmaz mely elemeit allithatjuk elé a 1210 bazisban?
6.3. miatt 124[0-3, 10-14] eléallithaté, 6.4. miatt 125[0-4, 9-15] el6allithato.

12 + 124[0-3, 10-14] miatt 125[12-15, 22-26, 9-12, 0-2] eléallithat6. Az intervallumokat
Osszevonva adodik, hogy 125[0—4, 9-15, 22-26] eloallithato.

12 + 125[0-4, 9-15, 22-26] miatt 126[12-16, 21-27, 34-38], valamint 5.1-b6l adoddan
126[0-13], igy Osszevonas utan 126[0-16, 21-27, 34-38] eléallithato.

12 + 126[0-16, 21-27, 34-38] miatt 127[0-28, 33-39, 46-50] eléallithato.

12 + 127[0-28, 33-39, 46-50] miatt 12s]0-40, 45-51, 58-62] eléallithato.

12;10[ ] intervallum-eléallitasai:

12.12 — 12g[45-51, 58-62] miatt 1210[82—86,93-99] eloallithato.

12g[0-40, 45-51] + (12+12) miatt 1210[0-64, 69-75] el6éallithato.

124[6] = 12: ((12+12):12), igy 125[72] = 124[6]-12 és 72 + 125[0-4, 9-15] miatt
1210[72—76, 81-87], valamint 72 — 125[0-4] miatt 1210[68—72] eloallithato.

A hianyz6 szdmok: 65-67, 77-80, 88-92, 100. Ezek eldallitasat részek szorzataként
készithetjiik el.

6567 eldallitasa:
12g[66] = 6-11 = 12:(12:12 + 12:12)-(12 — 12:12), igy 1210[65,66,67] = 12g[66] + 12:12 vagy +0.
77-79 elballitasa: 12g[78] = 123[11]-124[6] + 12, igy 1210[78] = 12g[78] + 12:12 vagy +0.
90-92 eléallitasa: 125[7]-123[13] + 12:12 vagy +0.
80 = 124[10]-126[8]
88 = 123[11]-127[8]
89 = 123[13]-124[6] + 12—(12:12)
100 = 125[10]-125[10]

17.1. Eredmény: A négy alapmiivelet alkalmazasaval 1210[0-100] eléallithato.
Osszefoglalas
18. Osszeredményiil azt kaptuk, hogy a 210, 310, ... , 1210 bazisokban a [0-100]
intervallumban ,,majdnem minden” egész szamot eldallithatunk a négy alapmiivelettel. A kivételek:
210[87], 210[89] és 210[91]. Sajnalatos (és ,,cstinya”) a harom kivétel.
A Kkivételek kezelése: Hogyan tudnank ,,megmenteni” a feladatot?

Néhany lehetdség a feladat ,,megmentésére”:

18.1. Természetesen megtehetjiik, hogy csak a 310, 410, ... , 1210 bazisokban mondjuk ki a
tételt.



18.2. ,,Sziikség esetén” 11 darab 2-es felhasznalasat is megengedhetjiik. (7.3-ban lattuk, hogy
a harom kivétel 211-ben eldallithatd.) A ,,sziikség esetén” kitétel pl. ugy értendd, hogyha tanitasi
oran az 1-100 véletlenszamok eldallitasat jatsszuk a tanuldkkal éppen 210-ben, €és éppen a harom
kivétel valamelyike a Kisorsolt szam, akkor ennek eldallitasahoz a feltételt utolag modosithatjuk 11
darab 2-esre.

18.3. ,,Sziikség esetén” megengedhetjiik a hatvanyozas miveletét is. Ekkor példaul:
87 =((2+ (2:2))M2+2) + 25[6], 89 =((2 + (2:2))N(2+2) + 25[8], 91 =((2 + (2:2))(2+2) + 25[10].

18.4. Mivel a harom kivétel paratlan szam, és a 7.3-beli eldallitasaik tartalmazzak a (2:2) = 1
tagot, ,,szlikség esetén” megengedhetjiik a reciprokképzés muveletét is. Ekkor példaul:

87=3-29=6-§=6-[14+%j=(2-2+2)(2-2~2+2-2+2+%j

89=8-11+1=16-%+1=2-2-2~2(2-2+2—%J+2:2

91:7-13:14-%:(2-2-2+2-2+2)(2-2+2+%j

Megjegyzés: A reciprok-képzés ,,erds mitveletnek” tiinik, mert a 87 és a 91 reciprok-el6allitasahoz mar 9 darab
2-es is elegendé:

87:6-(14+%j:(2-2+2)(2-2-2-2—2+%)

91=14-§=(2-2.2~2—2)(2.2+2+%]

18.5. Végiil jatékos kontdst is adhatunk a feladatnak, ha nem minden 2-es el6tt kdveteljiik
meg a miveleti jel hasznalatat (azaz felhasznalhatok példaul a 22 vagy a 222 szamok 1is).
87=22+22+22+22—-(2:2), 89=22+22+22+22+(2:2), 91=2222+2[3].

18.6. Az utolsé eldallitas-tipus a 87-re és a 89-re is alkalmazhato, ha tovabbi megszoritasként
csak egyszer engedjiik meg a miiveleti jel hidnyat, azaz a 22 hasznalatat.

19. Alkalmazas a gyakorlatban

A kapott eredmény egzisztencia-tipusu; konkrét eléallitasok esetén nem egyszer(i az
alkalmazasa. (Persze a konstrukcio keresésekor mar az a tény is nagyon sokat segit, hogy a
kérdezett eléallitasrol tudjuk, hogy létezik.) Kigytjtottiikk azokat az as[] bazisokra vonatkozo
intervallum-eléallitasokat, amelyeket aio[] elemzésekor eléallitottunk, ezek ismerete sokat segithet.

Az eldallithato intervallumok:

26[0-18] 36[0-19] 46[0-25]  56[0-36/33] 66[0—20]
76[0-23/18] 86[0-26/21] 96[0-13, 15-21, 25-29]
106[0-15, 17-23, 25] 116[0-15, 19-25, 31-35] 126[0-16, 21-27, 34-38]

A fenti intervallumok nem lezart, végleges eredmények. Esetenként tovabb bévithetok, hiszen
a megoldas sordn erre mar nem volt szlikségiink. Egy példa: 21 = 42:2, igy
66[21] = (6-6 + 6):((6+6):6).



