Orosz Gyula: Tablazatkitoltés +1 szamokkal

Téablazatkitoltés +1 szamokkal

2016 tavaszan a 11. osztayos matematika tehetséggondozé szakkérén oldottuk meg az
aldbbi 1. feladatot. A feladat megoldésa, majd kovetkezményeinek atalanos vizsgéata
érdekes eredmeényekre vezetett.

1. feladat: (alapfeladat)

Toltslk ki a4x4-es tablazat mezoit +1 vagy —1 szamokkal ugy, hogy minden mezére
teljeslljon, hogy a szomszédos mezokre irt szamok szorzata egyenlé a mezében [évé
szammal. (Szomszédosaknak a kozos éllel rendelkezé mezdket tekintjuk.)

Hany megoldés van?

M egoldas:

A tovabbiakban az X tablézat i-edik sor j-edik cellgara X[i, j] vagy Xij modon
hivatkozunk.

TegyUk fel, hogy X egy megfelel6 tablazat. Az Un. , probasor” modszerét alkal mazzuk:
atablazat elso sorat tetszélegesen kitdltjuk az a, b, ¢, d szamokkal (itt mindegyik szam +1
vagy —1).

Ahhoz, hogy az els6 sor els6 cell§a (azaz X1,1) szomszédjainak szorzata a legyen,
X21-be ab-t kell irnunk. EKkor ugyanis X1,2xX2.1 = bxab = axh? = a, és ez éppen megegyezik
X11-gyel. (Masképpen: haa bxX,, = a egyenletet b-vel szorozzuk, akkor b? =1 miatt
X,4 = ab adodik.)

Hasonldan X, , XX;, XX, 3 = X, ,, azaz X, , xa>c =b. Hamost szorzunk ac-vel,
akkor X,, =abc adédik, hiszen acxac = 1.

Ezzel a,technikdval” atablazat négy sorét (egyértelmien) kitdlthetjik Ggy, hogy az
elsé harom sor cellairateljesiil aszorzés feltétel, azaz abel§Uk irt szamok megegyeznek a
szomszédos cellakba irt szamok szorzataval.

a b c d

ab | abc | bcd | cd

ac | d | a | bd

chd | abd | acd | abc

Kérdés, hogy a szorzasi feltétel az utolsd sor cellairais teljestl-e.
X33 %X4, =acabd =chd = X, ;

X1 XX35 %X, 53 =cbddbacd =abd = X, ,;
X4 XX33 XX, 4 = abdbeabc = acd = X, 5; végll
X43XX3, =acdbd=abc= X, ,.

Vagyis az utolso sor celldrabarmely a, b, ¢, dT {+1, -1} esetén teljesill a szorzési
feltétel. Mive a, b, ¢, d mindegyike kétféleképpen vélaszthato, afeladatnak megfelelé
tablazat 2* = 16-féleképpen tolthetd ki. (A megoldasok az elsd sor kitoltésével
karakterizdhatok.) m
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2. feladat: (a szorzasi feltétel modositasa)

Toltslk ki a4x4-es tablazat mezoit +1 vagy —1 szamokkal ugy, hogy minden mezére
teljeslljon, hogy az élben szomszédos mezékre irt szamok szorzata +1.

Hany megoldéas van?

Megoldas:

Az X téblézat elsd sorét tetszolegesen kitoltjilk az a, b, ¢, dT {+1, -1} szamokkal, és
ismét alkalmazzuk a probasor modszerét.

Mivel X;, xX,, =1 kell hogy legyen, és X,, =b, igy X,, =b szintén. (b*=1.)

X1 XXK13 XX, =axexX,, =1 miatt X,, =ac. Hasonléan adodik X,; =bd és
X,4 =C.

A kitoltést soronként balrdl jobbra folytatva a négy sor kitoltése egyértelmiien adodik,

sez akitoltés az elsé harom sorrateljesiti a szorzas feltételt (azaz az elsé6 harom sorban
cellanként teljestl, hogy a cellaszomszédok szorzata +1).

b|lc|d

ac | bd

o0 |T|L

c
bd|ac|b
c|bla

Mint az €l6z6 feladatban, most is az utolsd sor celldirakell még megvizsgani a
szorzasi feltételt.

X,4q €58tén: X5, %X, , =cx=1;

X4o €SEtEN: X, 0 XX3, XX, 5 =d>0od X0 =1,

X435 €s8ten: X, , XX35 %X, , =Cxacxa =1; végll

X4 €561EN: X, 5 XX, =00 =1,

A feltételek teljesiiinek, tehat ennek atabléazatnak is 2* = 16 megfelelé kitoltése van. m

Példak:

P1. Toltsik ki az al@bbi tablazatok Ures cellait gy, hogy minden mezére teljesiljon,
hogy az élben szomszédos mezokre irt szamok szorzata +1! Hany megoldés van?

1 +1 +1 +1 +1 +1

-1]-1 -1

A feladat altalanosabb vizsgalata

Atfogalmazésok :

A cell&k szomszédjainak vizsgdlatakor csak a korilirt —1-ek paritasa szamit. Roviden
néhany lehetséges atf ogal mazés:

— Hanyféleképpen tolthetok ki a 4x4-es tablazat mezéi +1 vagy —1 szamokkal Ugy,
hogy minden mezének péaros sok —1 szomszédjalegyen?
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Orosz Gyula: Tablazatkitoltés +1 szamokkal

— A 4x4-es tablazat néhdny mezéjébe egy-egy * -ot irunk. Hanyféleképpen tehetjik ezt
meg gy, hogy minden mezének paros sok * szomszédja legyen?

— Egy masik |ehetséges reprezentéci6 adhat6 pl. alogikai valtozok és miveletek
alapjan.

— Hasonl 6 tipusfeladat egy régi |ampas-kapcsol 6s jaték. Ebben a tablézat egyes mezoi
olyan lampécskak, amelyek egyuttal kapcsol Ok is; egy-egy lampa kigyulésanak feltétele pedig
aszomszéd mezokon lévé kapesol 0k alapotétdl figg.

A feladat hatterében akdvetkezé |épéseket hajtjuk végre:

— az adott téblazatot (, mintamétrixot™) valamilyen modon kitdltjik (most a+1 vagy —1
szamokkal);

—akamazunk egy |eképezést (most képezzik minden celldra a szomszédos mezékon
lévé szamok szorzatét);

—igy kapunk egy (j tablazatot (,, eredménymatrix”);

—majd ennek atulajdonségait vizsgajuk. (Most a feladatban a cellankénti +1 érték
elédllitésavolt akivéant tulgjdonség.)

A 2. feladatban megdllapitottuk, hogy 2* = 16 olyan mintamétrix van, amelynek képe a
csupa 1-esbél aloé eredménymatrix.

Példaul egy véetlentablazat (véletlenmatrix) és aképe:

1 |-1]1 1 1 |-1|-1]-1
1|11 |-1|® |-1|]1|-1]|1
1 1 (1)1 1| -1] 1 |-1
1 /-1 1|41 -1/ 1 |-1]1
vagy meég egyszeriibben jel6lve:
— — — ® — —

Az ataldnosabb vizsga at sorén pedig olyan kérdésekre kereshetjik avaaszt, hogy
hany eredménymétrix van, és hogyan jellemezhet6k, hogyan karakterizalhatok az el 6alithatd
allapotok.

Fogalmak, jelolések:

A konnyebb térgyal as kedvéért rogzitiink néhany fogalmat, jel6lést és egyszeriibb
eredmeényt.

A B, ... jeldlje a mintamatrixokat.

Jeldlje K aleképezést, K(A), K(B), ... pedig az eredmény (kép) matrixokat.

Egyszerii észrevétel ek:

— A leképezés értelmezés tartoméanyanak elemszama 21°.
— A leképezés értékkészletének az elemszama az egyik megvalaszolando kérdés.
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— Egyszerii eredmény, hogy az értékkészlet nem lehet 21° elemii, azaz nem lehetséges,
hogy minden mintamétrix mas-mas képet dllit €l8; hiszen a, csupaegy” matrixot 24
mintamétrix is el6dlitja.

Def: Jeldlje E1 a,, csupaegy” matrixot.
Def: A métrixok korében definidjunk egy , szorzast”: (AB)ij = AijBij; azaz a
maétrixok szorzata most a cellankénti szorzas elvegzését jelenti.

Ez amiivelet természetesen nem egyezik meg az algebraban definialt, matrixok szorzésanak szokasos
miiveletével. Csak az egyszeriiség kedvéért hasznaljuk ugyanazt az elnevezést ésjellést.

Az igy definialt , szor zas’ néhany tulajdonsaga:

1. AB = BA (kommutativitas)
Indoklas: cellanként vizsgal 0dva visszavezethet6 aval 0s szamok kdzotti szorzés
miveletére, ami kommutativ. m

2. (AB)C = A(BC) (asszociativités)
Indoklas: cellanként vizsgal 0dva a szorzés miivel ete asszociativ R-ben. m

3. E:A=Aminden A-ra.
Indoklas: 1% = x minden x-re, mindegyik celléra. m

4. AA=Ei minden A-ra.
Bizonyitas: xx = x* = 1 cellanként. m

5. HaAB = AC, akkor ebbdl B = C kovetkezik.
Bizonyitas: Jeldlje a, b, c amatrixok megfelel cellainak az elemeit. ab=ac b b=c
minden mezére, mert mar R-ben vagyunk. m

6. Az AX = B egyenlet egyértelmiien megoldhaté. (X az ismeretlen matrix.)
Bizonyités: Szorzunk A-val (bardl): AX=B U (AAX=AB U E;X=AB
U X=AB.m

7. Tétel: K(AB) = K(A)*K(B). (Vagyis szorzat képe képezheté a képek szorzatakent is.)

Bizonyitas: 2, 3 vagy 4 szomszédos cella szorzata dlitjael6 egy métrix valamely
cellgjanak a képét. Pédaként a 2 esetet (sarokcella) irjuk fel.

Ekkor K(A) = aia2 és K(B) = bib», ahol az indexelt tagok a szomszédos cell&k elemeit
jelentik. AB sarokszomszédos cellai aib: és axbz értékiiek, igy K(AB) = aibrazbs.

Készen vagyunk: aibyash, = azaxbiby valdban. (Hasonldan jarhatunk el akkor is, ha3
vagy 4 szomszédjavan az adott celldknak.) m

Megjegyzés: Az 1. feladatban K(X) = X teljestilt, tehét aleképezésfix elemeinek a
szamét hatéroztuk meg.

Az egységeredmeny (egysegmatrix-kép) elédllitasa
A 2. feladatban lattuk, hogy a K(X) = E1 egyenletnek 16 megoldasa van. (Ezek a

mintamétrixok az elsé soruk alapjan azonosithatok: az elsé sort tetszdlegesen kitdlthetjik, a
kovetkez6é hdrom sor elemei egyértelmiien adédnak.)
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Def: E1 (=, csupaegy” métrix), E, ... , Eis jelentse ezeket a mintamatrixokat, azaz
K(E)=Ey hai=1,2, ..., 16.

Téte: K(AE) = K(A) minden A-ra
Bizonyités: K(AE) = K(A)K(E) = K(A). m

M egj egyzés:

Egy tetszéleges A métrixraaz AE1, AE, ... , AE1s matrixok kilonbozok, és képeik
megegyeznek. Egy afentiektsl kilonbdzé B métrixra hasonld halmazt kapunk:
{BE1, BE, ... , BE1s} elemei killonbdzok, képelk megegyeznek. Az eljérast folytathatjuk a
halmazokban nem szerepl6 C-vel, D-vel, ... Azt sgjthetjik, hogy igy az alaphalmaz egy
osztayfelbontésat kapjuk. (Azaz semelyik két halmaznak nincs kdzos eleme.)

Tétel: Minden eredménymaétrixot pontosan 16 minta alit el6.

Bizonyitas: Belatjuk, hogy ha K(A) = K(B), akkor B = AE;. (Tehat B sziikségképpen az
{AE1, AE>, ... , AEis} hamazban van.)

Legyen B = AC. (llyen C egyértelmiien van.)

K(A) = K(AC) = K(A)K(C). Szorzunk K(A)-val (balrdl):

U E1=K((C) U C=E.

Készen vagyunk, B = AE; val 6ban; azaz ha két métrix, A és B képe megegyezik, akkor
mindketten az { AE1, AE>, ... , AEis} halmazban vannak. m

16
Tétel: A K() leképezés értékkészlete i_e - 22 demi,

Bizonyités: Az { AE1, AE, ... , AEse}; { BE1, BEy, ... , BEss}; ... hamazrendszer egy
osztalyfelbontést dlit el6, amelyben az egyes halmazok elemszama 16. Mindegyik halmaz
egy-egy kilonbozo képet dlit el6, igy akilonbdzé képek szama (az értékkészlet elemszama)
216
16

=22 m

M egj egyzés:

Az dtalunk a{+1, =1} halmazon definidlt ,métrixszorzas’ algebrailag kommutativ csoportot alkot
(asszociativités, kommutativités, egységelem, inverz), ebbél mér a mivel et néhény tulajdonsaga azonnal adddik
(pl. AX = B egyértelmii megol dhat6séga).

Elérheté eredmények (képek) azonositasa

Hogyan tudnank meghatérozni, hogy mely képmétrixok allithatok el6?

A csupaegy mintamétrix a csupaegy képmaétrixot dlitjael6. (Ekkor az ,, el6dlitast” agy
is értelmezhetj Uk, hogy egyetlen —1 sincs a mintamétrixban, azaz ,, nem torténik semmi” a
szorzasi feltétel szempontjdbdl). A leképezéseket ezutdn az alapjan vizsgajuk, hogy a
mintamétrixban hany darab —1 szerepel (azaz hany véaltozast hozunk létre), és ezek melyik
helyeken vannak. Ehhez el6sz0r az elemi véltoztatasokat vizsgéljuk.

Tipusa alapjan hdrom elemi cellavan: a sarokmezé6 (két szomszéddal), a tablazat

éleinek belsgében 1évé mezok (hdrom szomszéddal) és a tablazat bel sgjében 1évé mezok
(négy szomszéddal).
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. tipus: A mintamétrix egyik sarokmezejét —1-re vatoztatjuk. (A métrix tobbi eleme
+1.)

A véltoztatés és a csupaegy képmatrix médosul ésa:

minta kép

A sarokmezé modositasa tehédt a képmatrixban a két szomszédos cella véltozasat vonja
maga utan. (Ez persze igaz mind a4 sarokmezére.) Ha tehét kezdetben a mintamétrix és a
képmatrix isa, csupaegy” matrix volt, akkor a mintamétrixban abal felss cella, a
képmétrixban az [1, 2] és[2, 1] cellék lettek —1 értékiiek. Vagy kicsit dtaldnosabban: a
mintamétrixban a bal felsé cella el6jelvaltdsaa képmatrixban az [1, 2] és[2, 1] cellak
el6jelvaltasét vonja maga utan.

[1. tipus: A mintamatrix egyik élének belsgén |évé mezo6t vatoztatjuk —1-re.

minta kép

Az élek belsejeben lévé mezdk vatoztatasa a képmatrixban a harom szomszédos cella
véltozésat vonja maga utén. (Osszesen 8 ilyen tipusti elemi cellavan, az els6 cella
tukrozésével vagy forgatasaval kaphatok meg.)

[11. tipus: A mintamétrix belsejében 1évo egyik mezét valtoztatjuk —1-re.

minta kép

A mintamatrix belsejében 1évé mezé valtoztatasa a képmatrixban anégy szomszédos
cellavatozasat vonja maga utén. (Osszesen 4 ilyen tipust elemi cellavan.)

A fentiek alapjan egyszerii észrevételt fogalmazhatunk meg. A mintamétrix egyes
cellaiban szerepl 6 —1-esek egyesével, az egyes elemi tipusok egymés utani alkalmazasaval
|étrehozhatok; a végeredményben pedig nem szamit az el 6allitas sorrendje, csak az egyes
cellék alapota: ezek vagy tartalmaznak —1-et, vagy nem. Tehat minden mintamatrix
el6allithato a hdromféle elemi vatoztatas-tipusok egymas utani alkalmazésaval
(szorzataként).

Szintén igaz az aldbbi kdvetkezmény:
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Allitas: Minden képmétrix elédlithaté az 1., I1. és111. tipusok (és megfelelé
transzformaltjaik) képeinek szorzatakeént.

Ugyanisaz l., Il. és 1. tipusokka minden mintamétrix el6alithato; és ezek
szorzatanak (azaz a,, végleges’ mintamatrixnak) képe megegyezik a képek szorzataval, mint
mar korabban |attuk. m

Az elemi valtoztatasok és szorzataik képének jellemzése
A lehetséges képmétrixok cellait négy (nem diszjunkt) csoportba sorol hatjuk:

— két csoportot alkotnak a két f6étl6 elemei;
—amasik két csoportot pedig atéblézatban x-szdl, illetve y-na jel 6lt 6-6 mez6 akotja

x
X =< | X
X =<

XK |IX <

y

Az |. tipus az x vagy y jelti mezok kozil 2-nek megvatoztatja az el6jel ét (attol
flgg6en, melyik sarokmezot vatoztatjuk meg a mintamétrixban).

A 1. tipus esetén 6sszesen 3 mez6 el6jele valtozik Ugy, hogy az egyik féétldban,
valamint szintén az x vagy y jelit mezok kozul vatozik meg 2-2-nek az eldjele.

A Ill. tipus vagy az x, vagy az y jelti mezok kozll véaltoztatja meg 4-nek az el6jelét.

Mindegyik esetben pl. a—1-ek szdma paros szammal valtozik (+4, £2 vagy 0).

Ez alapjan észrevehetj ik, hogy teljesliinek az alabbi invariancia-feltételek:

Tétel: Az elemi leképezések és szorzataik Ugy vatoztatjak meg a képmatrixok celléit,
hogy a négy csoportban (akét féatloban, valamint az x ésy ,, korokben™) egyszerre mindig
paros szamu cella el 6jele vatozik meg.

Ebbél az is kovetkezik, hogy mind a négy csoportban paros szamu a—1-et tartalmazo
cellak szama. (K ezdetben, a csupaegy kép esetén 0 volt a darabszam, a valtoztatasok pedig
mindig paros sokkal valtoztatnak ezen.) m

Mivel minden lehetséges mintamétrix el6al az elemi vatoztatdsok szorzataként, ezért
az isigaz, hogy afenti invariancia-feltételnek minden képmatrixrateljestinie kell.

Tétel: Minden képmatrixban a két féatlOban és akét x, y korben paros szamu —1
szerepel. (Vagyis aképmatrix |étezésének szilkséges feltétele, hogy anégy csoportban kilén-
kil6n paros szamu —1 legyen.) m

Vizsgdjuk meg, hogy a négy invariancia-feltétel alapjan hany képmatrixot
kUlénboztethetiink meg!

Az invariancia-feltételek alapjan egy lehetséges képmatrix elsé harom sora (12 mezé)
tetszélegesen kitdlthetd, mig az utolso sor kitdltése mér egyértelmien adodik. Példéaul:

+|—|+| = +|— |+ |-
+ =+ [+ ® |+|—-|+|+
— = +]= — = +]=

++ ==

Ugyanis az utolso sor els6 és utolso cell§aakét féatloban , dlitja’ paros szamaraa
—1-ek szamét, mig [4, 2] és[4, 3] azy, illetve x kdrben.
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Az invariancia-feltétel ek teljesiilése tehdt 2*2 darab képmaétrixot kill onboztet meg.
Mivel kordbban bel&tuk, hogy Gsszesen 212 darab képmétrix van, ezért igaz a kovetkezo:

Tétel: Egy képmatrix |étezésének elégséges feltétele az invariancia-feltétel ek
teljesiilése. M asképpen: egy matrix akkor és csak akkor képmatrix, hateljesiinek ré az
invariancia-feltétel ek; azaz a két féatl Oban és a két kdrben rendre paros szamua —1 szerepel. m

Pédak:

P2. Lehet-e képmétrix az alabbi?

+ | =+ |-
+ | — |+ |+
— | = 4] =
+ |+ |+ | =
P2. Megoldas. Nem; az x tipusi mezékon 3 darab —1 szerepel. m
P3. Fgezzik be az utolso sor kitdltését tgy, hogy e édlithatd képmaétrixot kapjunk!
— | =+ |+
+ | = =] =
+ | —|+|+
P3. Megoldas. m
— | =+ |+
+ | = =] =
+ | — |+ |+
+ |+ | =+

Kiskitéré: aképmatrix elemi valtozasainak jellemzése

A |leképezést az alapjan is vizsgd hatjuk, hogy a képmétrixban hany darab —1 szerepel,
és ezek melyik helyeken vannak. Ehhez el6sz6r a képmatrixokra vonatkozo el emi
valtozasokat (elemi leképezéseket) dlitjuk elo.

Tipusa alapjan most is harom elemi cellavan: asarokmezé (két szomszeddal), az élek
bel segjében 1évé mezok (hdrom szomszéddal) és a téblézat bel sejében 1évé mezdk (négy
szomszéddal). Probdjuk meg azokat az elemi képmatrixokat el6allitani, amelyekben lehetéleg
csak ezeken a helyeken szerepel —1, minden més celldban +1 van.

Persze ez a, tokéletes’ eléallitas biztosan nem sikeriil. Ha ugyanis a harom elemi leképezés-tipus
megval 6sithaté lenne, akkor segitségikkel, valamint a geometriai transzformaltjaikkal (forgatas, tilkrézés) a
képmétrix barmely celldja 6nmagéban is megvdtoztathatd lenne; ekkor pedig 216 képmétrixot tudnank
elédlitani. Marpedig csak 212 |ehetséges képmétrix van.

. tipus: A képmétrix sarokmezejében —1 szerepel.

A prébasor modszerét alkalmazzuk, a mintamatrix elso sorét tetszélegesen kitoltj ik az
a, b, ¢, d (= 1) szdmokkal. A tovabbi sorok cellait ugy toltjik ki, hogy a szorzési feltételek az
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Orosz Gyula: Tablazatkitoltés +1 szamokkal

X képmaétrix elsé hdrom sorarateljesiiljenek, azaz X1,1 = —1, az els6 hdrom sor tovabbi celléira
pedig Xi; = 1. Eredmeny:

cél (kép) minta
- a b C d
b | ac | bd| c
c |-bd| a | b
A d c | b| a

A mintamétrix négy soranak kitoltése egyértelmiien adodik, s ez akitoltés az
eredménymaétrix elsé harom sorérateljesiti a szorzas feltételt (azaz az elso cellakivétel ében
mindenhol +1 a cellaszomszédok szorzata). Kérdés, hogy a képmétrix utolsd sora hogyan
alakul.

X,4q €S8tén: X5, %X, , =cx =1,

X435 €58teN: X, , XX545 %X, , =Cxacxa=1; vegll

X4,4 me’n' X4,3 XX3'4 = (' b) >¢) =- 1.

A képmétrix utolso cellgjdbatehdt —1 kerll, mig az el6z6ekbe +1. A kapott eredmény
azt jelenti, hogy a bal felsé ésjobb alsd (A) cella dlapota egyszerre vatoztathatd meg Ugy,
hogy kdzben aképmétrix tobbi eleme véltozatlan marad. (Es persze hasonl ¢ igaz a mésik két
aellenes sarokmezéreis.)

[l.tipus: A képmétrix egyik éének kozepén —1 szerepel.

Ismét a prébasor médszerét alkalmazzuk, a mintamatrix elsé sorét tetszélegesen
kitoltjuk az a, b, c, d (= £1) szdmokkal. A tovabbi sorok cellait ugy toltjik ki, hogy aszorzasi
feltételek az X képmétrix els6 hdrom sorarateljesiiljenek, azaz X12 = —1, az els6 hdrom sor
tovabbi celléirapedig Xij = 1. Eredmény:

cél (kép) minta
- a b C d
b |—-ac| bd | c
— | bd|—-ac| b
B d|—<| b |-—a

Az utolsb sor ellendrzése:

Xy €setén: X3 XX, =(-€)X-¢) =1;

Xyo €58ten: X, g %X5, XX, 5 =d>0d 0 =1;

X3 €seten: X, 5, XX53 XX, 4 = (- €)X~ ac) X- a) = 1; vegdl

X a4 €SEEN X443 XX5, =bX0=-1.

A Kkapott eredmeny azt mutatja, hogy X,, ésaz doran B-vel jeldlt X, ; cellak allapota
egyszerre valtoztathatd meg Ugy, hogy a képmatrix tobbi eleme valtozatlan marad. (Hasonl
igaz aforgatassal vagy tukrozéssel megkaphatd élkozép-cellapérokra, ilyen par van még 3.)

[11. tipus: A képmatrix egyik belsé mez6jén —1 szerepel.
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Orosz Gyula: Tablazatkitoltés +1 szamokkal

Ismét a prébasor médszerét alkalmazzuk, a mintamatrix elsé sorét tetszélegesen
kitoltjuk az a, b, ¢, d (= £1) szdmokkal. A tovabbi sorok cellait ugy toltjik ki, hogy aszorzasi
feltételek az X képmétrix els6 hdrom sorarateljesiiljenek, azaz X2 = —1, az els6 hdrom sor
tovabbi celléirapedig Xij = 1. Eredmény:

cél (kép) minta
a b C d
- b |a | bd| c
c |-bd| ac | b
C D —d| c | b| a

Az utolsb sor ellendrzése:

X4y €36tén: X5y xX,, =c>x¢=1;

Xy €5eten: X g XX, XXy 3 = (-d) (- bd) q-b) =-1;

X435 €s8ten: X, , XX545 %X, , =Cxacxa =1; végll

Xg44 €SEEN X, 3 XX5, =(-b)x0=-1.

A Kkapott eredmeny azt mutatja, hogy X, , ésaz abran C-vel ésD-vel jeldlt X, , és
X 4.4 Cellak dlapota egyszerre valtoztathatd meg gy, hogy aképmaétrix tobbi eleme

vatozatlan marad. (Hasonl6 igaz a forgatéssal vagy tikrozéssel megkaphatd, szimmetrikus
helyzetti cellaharmasokra, ilyen harmas van még 7.)

Osszesitve harom elemi képmétrixot kaptunk, ezek:

Eszrevehetjik, hogy ezek az elemi leképezések szintén kielégitik azokat az
invariancia-feltétel eket, amel yeket a mintamatrixok elemi valtoztatésaikor taldtunk.

X
X1y
X

X <

XK |IX <

y

Az I-1I. elemi leképezések és szorzataik segitségével el6allo képmétrixok foétl Giban,
valamint az x ésy jelii korokben rendre paros szamu —1-nek kell szerepelnie.

Hapedig az I-11. elemi |eképezések segitségével e dalithatd képmatrixokat
vizsgdjuk, most is hasonl6 eredményt kapunk, mint a mintamatrixok esetén. Az el6dl6
képmatrixok elsé harom sora tetszélegesen kitolthetd, ekkor az utolsd sor kitdltése mar
egyértelmiien adodik; tehat 212 kil onbozé képmétrix alithato €é; és mivel pontosan ennyi
el6alithato képmatrix van, most is anal g dlitast fogal mazhatunk meg:

Tétel: Egy képmétrix |étezésenek szilkséges és elégséges feltétele az invariancia
feltételek teljesiilése (akét fodtlora és az x, y korokre); tovabba minden képmatrix el6dllithatd
az |-11. elemi leképezések szorzataként. m
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Orosz Gyula: Tablazatkitoltés +1 szamokkal

M egj egyzések:

1. Természetesen més invariancia-feltételek vagy akér mas elemi leképezések is
megfogal mazhatok. Példaul mindharom elemi leképezés atablazat , kerlletébdl”, azaz a
szélsé 12 mez6bél pontosan 2-nek valtoztatja meg az €l 6jel ét; tehat teljesll, hogy az I-111.
ata elérhet6 (vagyis az 6sszes) képmatrix kerlletén paros sok —1-nek kell lennie.

2. Vagy az déabbi (elemi) leképezések szorzatai szintén egyszerti (eleminek tekinthetd)
leképezéseket adnak:

3. Azt isvizsgdhatjuk, hogy az egyes (elemi) leképezéseket mely mintamatrixok
alitjak el6. Néhany példa:

— ® ® —
- - ® - ®
— ® ®

4. Arra,,nem volt esdly”, hogy valamely elemi |eképezés csak egyetlen képmez6
el6jelét valtoztassa meg. Ugyanis halenneilyen csak 6nmagéban vatoztathaté mezd, akkor
azt tikrozéssel vagy forgatassal az utolsd sorba transzformal hatnank; ott pedig mar |attuk,
hogy a mezé el6jele egyértelmiien adddik, tehdt nem v aszthaté szabadon (az els6 hdrom sor
tetsz6leges kitoltése kovetkeztében).
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Orosz Gyula: Tablazatkitoltés +1 szamokkal

Altalanositas nxn-es matrixokra

A probasor modszerével megkereshetjilk azokat a 2x2-es és 3x3-as mintamatrixokat
is, amelyek a csupaegy képmatrixokat dlitjak €lé.

alb albjc alb|c|d
b|a blac| b blac|bd|c
c|lb|a clbd|ac|b
dlc|bla

Eszreveheté néhany mintéazat:

— Ugy sejthetjik, hogy 2" darab olyan nxn-es mintamétrix van, amelyik az nxn-es
csupaegy képmatrixot alitjaeld.

— Ezen mintamétrixok elso sora tetszolegesen tolthet6 ki, atovabbi sorok kitdltése méar
ez aapjan adodik.

— Az e6dlitdé mintamatrixok kilonféle szimmetriatulgjdonsagokkal rendelkeznek: pl.
az elemeik tikrosek a ket foatlora;

—vagy —ami az el6z6bdl kovetkezik —, hogy az els6 és utolso sor, valamint az elso és
utolsd oszlop elemei azonosak, de forditott sorrendben.

Tekintslink egy 4x4-es X mintamatrixot, és nézzilk meg, hogyan szarmaztathat6 ebbdl
a csupaegy képmétrixot el6alitd 5x5-6s Y mintamétrix! (Piros szinnel és sziirke hattérrel
jeleztiik az 5. sor és oszlop Uj elemeit, valamint a kordbbi mintamétrixra vonatkozo
» hatésukat”.)

a b c d a b C d e
b |ac | bd| c b |ac | bd| ce | d
cC |bd|a | b c | bd|ace| bd | c
d c b a d | ce|bd|a | b

e d C b a

Legyen Y15 = e(e=x1). Mivel K(X14)) = 1 volt, &smost Y14 Uj jobb oldali
szomszédja e, ezért Yz,4 modosul Xoae = ce-re. (Igy K(Y1.4) = K(X1.4)%6? = K(X1.4) = 1 lesz.)

Y24 modosuldsa miatt [2, 3]-nak Uj jobb oldali szomszédjalett, a korabbi szomszédot
e-vel szoroztuk. Ezért Yss-at is szorozzuk e-vel; igy elérjik, hogy K(Y23) = K(Xz23)¢? =1
legyen.

Hasonl6an folytatva Y33 vAltozédsa maga utan vonja Ya2 €s Ys 1 Vatoztatasat:

Ya2 = Xa2% €S Y51 = e adodik.

Ezekkel amodositédsokkal elértik, hogy az Y métrix e foatlojaban és felette
véglegesitettik az elemeket, és aféatlo felett minden cellarateljesil aszorzés feltétel (a
cellaszomszédok szorzata = 1). Azt is észrevehetjik, hogy Yis = efelvétele miatt az e
atléjaban (ami most éppen aféétl6) szereplé korabbi X elemeket is szorozni kellett e-vel.
(Ugy is fogalmazhatunk, hogy az Uj e elem , hatésa &tl6san érvényesiil”.)

Mivel Y14 =d ésY14¥>25=1, igy Y25 =d. Az (j d értékii cella, &lds hatésa’ miatt
végig megjelennek ad szorzék a[2, 5] —[5, 2] atlén, és Y5, = d adddik.

1= Y15%24%35 = X2.4%°%35, innen Yas = Xo4 = €. Az , &l0s hatds’ miatt
bevezethetjik a c &lds szorzokat; végll hasonldan kapjuk ab 2-elemii és az a 1-elemii &tlokat
is.
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Az agoritmus nxn-es métrixokra is akamazhato, igy igaz a kdvetkezo:

Tétel: nxn-es matrixok esetén a csupaegy képmétrixot 2" darab mintamatrix alitja elé.

Bizonyitas: Teljes indukciot alkalmazunk.

Kis n-ekre fentebb I&ttuk, hogy az dlités teljesil. Az indukcids |épés soran feltesszilk,
hogy a csupaegy képmétrixot el6alitd nxn-es X mintamatrixokbdl 2" darab van, és
megmutatjuk, hogy az (n + 1)x(n + 1)-es Y mintamétrixokbol kétszer ennyi alithato elé.
Hasonl6an jarunk el, mint fentebb az n = 4-r6l n = 5-re térténé bovités soran: X-et egy (n + 1)-
edik Uj sorral ésoszloppal bévitjik, és az Uj féétloba esé korabbi elemeket kissé médositjuk.
Az igy kapott Y métrix elsé sora (ami megegyezik a korébbi X elss, vltozatlan soraval ésa
kétfél eképpen véaszthatd Yi e elemmel) 2™-fél eképpen tolthets ki. Mivel mindegyik
matrix képe a csupaegy métrix lesz —ennyi elegendd is az dlitast igazoléséra.

Yin+1 = a tetszélegesen valaszthatd. Az Uj elem , &lés hatésa’ miatt Yon = Xonoa,

Yan-1 = Xanaxa sth., végul Yni11 = a

X11 X12 .. .. Xin a
Xo1 X22 . . Xon'a b
X3,1 x3,2 e )Q-;,n_1>a X3,n)b C
Xna1 Xn2a . . Xnnd e

a b C e f

Legyen Yont1 = b. Mivel K(Yl,n+1) =1=XinX2n1 = Xl,n>b, |'gy b= Xin.

b &los hatdsamiatt a[2, n+ 1] —[n + 1, 2] atl6 kordbbi elemeit szorozni kell b-vel:
Y3n = Xanb sth., végll Yni12 =b.

Legyen még Yan+1 = . Mivel K(Yzni1) = 1= Xopa2x, igy ¢ = Xon.

(Ez az indukcios |épes dtalaban isteljestl: K(X; ;1) =1=X, Wi_zlynﬂ X (82
&l 6s hatds miatt), ezért Y,,; ., = X; ,C = Xzn. Igy |&thatéan , 6roklsdik” a

szimmetriatul ajdonsag: az elso sor és az utolso oszlop elemei tikros helyzetiiek az
[1, n] —[n, 1] féétlora.)

C alos hatasa miatt Yn+1,3 = €. (Az &los hatas miatt pedig az lathato, hogy az utolso sor
és oszlop istikros helyzetii az [1, 1] —[n, n] féétlora.)

Ha az eljarést tovabb folytatjuk az utolsd oszlop elemeivel, |athatd, hogy az eljarés
véget ér ugy, hogy minden cellérateljesil a szorzasi feltétel. (A példamatrix jeldléseivel
Yot = Ynetn =€= Xngn = X1 =Y € Yougn = F = X =Xy =V4)

Ezzel abizonyitést befejeztik. m
Az elérheté képmatrixok szama

A 4x4-es matrixok esetében végzett algebrai megfontol asaink dtalanosithatok.

2
Az nxn-es métrixok kérében amintamétrixok szama 2" darab (azaz ennyi demii a
leképezés értelmezési tartomanya), és fentebb |attuk, hogy a K(X) = E1 egyenletnek 2"
megoldasavan: Ei, Ez, ..., E,.. Tetszéleges A matrixraaz { AEy, AE, ...} matrixok
kllonbozok, és képeik megegyeznek. Egy a fentiektsl kilonbdzé B méatrixra hasonlé halmazt
kapunk: { BE1, BE>, ... }. A 4x4-es esethez hasonl6an igazolhatd, hogy az eljarast folytatva az
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alaphamaz egy osztayfelbontasét kapjuk, amikor is semelyik két halmaznak nincs kdzos
eleme. (Az eredeti indoklasokban nem haszndltuk ki, hogy éppen 4x4-es métrixszal
dolgozunk.)

Ebb6l mar kovetkezik, hogy nxn-es matrixok esetében:
Tétel: Minden képmatrixot pontosan 2" minta allit elé.

2

Téed: A K() leképezés értékkészlete 2— = 279 dlemi. m
2n
Az elérheté képmatrixok karakterizalasa
A 4x4-es képmatrixokhoz hasonldan az nxn-es képmétrixok cellait is n csoportba

sorolhatjuk Ugy, hogy az els6 sor celld rendre egy-egy csoporthoz tartozzanak (a példadbraa
6x6-0s métrix cellainak felosztasat mutatja).

21 3]4]5

13|24 | 35| 46

24115126 | 35

35|26 |15| 24

46 | 35| 24 | 13

RINW OO

OO WN

5|1 413 ] 2

Az elsb ésn-edik csoport az egy-egy f6étlo elemeit tartalmazza; a2., 3., ... csoportok
pedig azokat a, koroket”, amelyek kezdéeleme rendre az els6 sor 2., 3., ... cellga, ésahozza
képest &ldsan elhel yezked6 cellék tartoznak a csoporthoz. (A csoportosités nem kizéaro, az
abran 13, 24 sth. mutatja azokat a cellakat, amelyek egyszerre tobb csoporthoz is
hozzéatartoznak.) Az egyszeriiség kedvéért afoétlokat is tekintsik (elfajult) koroknek, ekkor
mondhatjuk, hogy az nxn-es képmétrixok cellait n darab korbe soroltuk.

Az aldbbi abrékon egy-egy mintamatrix elemi vatoztatasat, alatta pedig a megfelel6
képmétrixokban torténd véltozast szemldtettik. (Abranként 2-2 cellamddositassal.)

Eszrevehetjilk, hogy a mintamétrixok elemi valtoztatasa a képmétrixokra mindig olyan
hatéssal van, hogy az 1, 2, ... , n korok mindegyikében egyszerre paros szama mezé vatozik
(vat el6jelet). A vatozasok szamakoronkeént 0, 2 vagy 4 lehet. Mivel akezdeti csupaegy
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képmétrixban minden mez6 +1 volt, azaz a—1-ek szama 0, az elemi valtoztatasok soran a—1-
ek szamanak valtozasa 0, £2, +4 lehet csak, azaz invarians modon mindig paros marad.

Az elemi véltoztatdsok szorzataként minden mintamétrix el6dllithato, ezért:

Tétel: Az elérheté nxn-es képmatrixokban minden korben paros szamu —1 van
(szUkséges feltétel). m

A fenti n szdmu invariancia-feltétel 2""~Y szam( kil onbdzé képmaétrixot ad. (A
képmétrix elsé (n — 1) soranak tetszoleges kitdltése utan az utolso sor elemei az invariancia
feltételek miatt mér egyértelmiien adédnak.) Mivel tudjuk, hogy pontosan ennyi az elérhet6
képmatrixok szama, ezért az invariancia-feltételek elégségesek is:

Tétel: Egy nxn-es képmétrix n szamu koére mindegyikében paros szamu —1 van. m

Néhany példa:

P4. Lehet-e 6x6-0s képmétrix az alabbi?

+l+| =+ [+] =
+l—|=|=|+]-
— |+ |+ =+
— =+ =] +|+
— |+ ]+ | =]+ -
|+ +[=|+

P4. Megoldas: Nem. Pl. az 1., 2. és 3. korok rendben vannak, de a4. kdrben 3 darab
-1 szerepel. m

P5. Orizzilk meg az €626 6x6-0s métrix elso 6t sorét, és modositsuk az utolsd sor
kitoltését ugy, hogy 6x6-0s képmatrixot kapjunk!

P5. Megoldas. m

+
+
I

+

+ |+

I
+ |1

|+

|1
+11
++|+]|1
|
+|+|1

I
+
I
+
I
+

P6. Egy 6x6-0s tablazatba csillagokat irunk Ugy, hogy mindegyik mezé
szomszédsagaban paros szamu csillag legyen. Kezdetben néhany mezébe mér beirtunk
csillagokat (&bra); kérdés, hogy hanyféleképpen fejezhets be a kitoltés?

*
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P6. M egoldas: Ha acsillagokat tartalmazé mezékbe —1-¢et, az Ures mezékbe +1-et

irunk, akkor az aapfeladatot kapjuk meg. Kérdés: hany csupaegy képmatrixot el6alito (eddig
hidnyosan kitoltott) mintamétrix van?

A megfelelé 6x6-0s mintamétrixok dtalanos alakjaaz aldbbi (a, b, ¢, d, e, f szabadon

véaszthat):
alb| c d | e|f
blac| bd | ce |df| e
c |bd|ace| bdf | ce| d
d|ce|bdf |ace|bd| c
e|df | ce | bd|ac| b
fle| d c | bl a

A kezdeti csillagok alapjén egyenletrendszert irhatunk fel. (Elforgathatnank a métrixot

pl. +90°-kal, hogy az els6 sorbatobb csillag kertiljon, de az egyenletek nem lesznek
egyszeriibbek.)

b=-1 i
e=-1

Az egyenletrendszer megoldésa (a, b, ¢, d, €) = (+1, -1, -1, 1, -1, 1). Mivel a értéke

szabadon vl aszthat6, dsszesen 2 megoldas van. m

Zar 6 megj egyzések

Tovabbi altalanositési |ehetoségekre példak:
— Alkalmazhatunk més szomszédsagi definicidt;
—vagy alkalmazhatunk méas (a—1 paritésatol eltéré) szorzés feltételt.

Egyéb érdekes kérdések is feltehetok. Példaul:
— Adott képmétrix esetén megkereshetjik a hozzatartoz6 6sképet, a mintamétrixat.

Persze a prébasor akamazésa kis szamoléssal eredményre vezet, és nem is egyértelmii az
eredmény (ugye nxn-es métrixok esetén 2" darab 6skép van), de egyértelmisithetiink, haa
keresett mintamétrix néhany adatat is megadjuk (pl. az elsé sor legyen csupa 1-€s).

— Egy mésik feladattipus a képmatrix egyes alkotészamaira, a +1 és—1 darabszamara

vonatkozo vizsgédlat lehet. Példaul hany —1 szerepel het a 4x4-es képmatrixokban?

Orosz Gyula
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