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Markov-lancok

Bevezeté
A valésziniiségszamitas témakore

A val6sziniiségszamitas témakdre kordbban Ugy szerepelt a kdzépiskolas matematika
oktatasban, mint “nem hangsulyozott anyagrész”. Nem volt torzsanyag, ezért az orszagos
kozépiskolai versenyeken és afoiskolai-egyetemi felvételi feladatok kozott is csak elvétve
taldtunk példékat ebbdl atémakorbol. Ugyanakkor szakkoron vagy fakultacion atéma
altaldban sikeresnek bizonyult: atanulOkat érdekelték az dtalanos- és kozépiskolai
alapfeladatokon tulmutatd problémak.

Pozitiv valtozast a kétszintl érettsegi vizsga bevezetését megel 6z6 idészak hozott. A
formailag és tartalmilag megvaltozott érettségi kapcsan médosultak a tantargyi
kovetelmények. Az (j tipust vizsga el 6készité szakaszéban, példaul a statisztika-tanitasi
koncepci6 keretében ismét kételezéen tanitottuk atémét, el sosorban mint a statisztika
segédeszkozét. A jelenlegi érettségi vizsgakovetelmények pedig - amelyek, remélhetéleg, j6
néhany évig vatozatlanok maradnak - emelt szinten tartalmazzék

— anagy szamok térvényének szemléletes tartalmét;

— ageometriai val6szintiség foga mét;

— egyes eloszlasok akalmazasat, varhatd értékét és szorasat;

— arelativ gyakorisag becs ését a sokasag paramétereinek ismeretében.

A Markov-lancok

Ebben a cikkben a val 6szintiségszamitas egy specidlis terliletérél, a Markov-lancok
témakorébol v ogattunk feladatokat.

A Markov-lancok alkalmazéasat kézépiskolaban dtaldban nem tanitjuk. Ennek - a
lecstkkent 6raszamok miatti idéhiany mellett - elsésorban az az oka, hogy atémakér mélyebb
targyal &sdhoz szilkség van példaul afeltételes val 6sziniiség fogalméara vagy alineéris agebra
egyes tételeire. Azonban atémaelemi Uton is tanithatd; ekkor csupan a kombinatorika
Osszeadas és szorzési szabdyanak ismeretére van szilkség, amelyet alkalmazhatunk a
klasszikus val 6szintiségekre is.

(Osszeadési és szorzési szabaly:

Ha egy bizonyos A objektumot m, egy mésik fliggetlen B objektumot n-féleképpen lehet
kivélasztani, akkor az 6sszeadasi szabdly azt jelenti, hogy a"vagy A, vagy B" kivalasztas m +
n féleképpen torténhet; a szorzasi szabdly pedig azt, hogy az (A, B) par kivalasztasa ("A és B")
nmen-fél eképpen |ehetséges.)

A diakok méar aMarkov-lancok minimalis ismeretében is latvanyos eredményeket
érhetnek el. Sokféle, kordbban megoldhatatlannak tiing, vagy megfelel6 matematikai eszkz
hianyaban kezel hetetlen feladatra egyszerii, elegans megoldast tald hatnak.

It fontos egy modszertani megjegyezést tenniink. Altaldban nem érdemes egyszerre
“nagyot markolni”; példaul nem szabad (j elméleti anyagot Ugy targyalnunk, hogy kdzben
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parhuzamosan tanitjuk a targyal ashoz szilkséges technikai apparatust is. Ekkor afeladat - ésa
digkjaink is - kdnnyen “elGsznak”. Javasoltabb idében széthizni, kisebb részekre bontani,
tobbszor el6asni a problémat, vagyis a“kis (de jol megtervezett) |épések taktikajat”
alkalmazni.

Egy konkrét példa késébbrol: abolyongasok targyal asahoz szilkség lehet a méasodrendii
linearis rekurzidk megoldasanak ismeretére. Teljesen reménytelen ugyanazon atanitasi 6ran a
bolyongéast modellezni, feldlitani egy mésodrendii rekurziv dsszefliggést, valamint ezt a
rekurziot - melyet életében el6szor lat adiak - atalanosan megoldani. A tanar szamara
komoly médszertani feladat az €l 6zményeket és az aktudlis témat eredményesen
Osszekapcesolni, ez pedig nyilvan csak megfelel 6 felkésziiléssel érheté el.

Mi ennek az irasnak a célja?

T6bb célt tiztiink magunk elé.

Szeretnénk egyrészt a Markov-lancokkal kapcsolatos megoldasi technikakat és
maodszereket minél szélesebb kdrben ismertté tenni. Gyakran éllink (tanérokhoz sz610)
modszertani megjegyzésekkel, de Ugy gondoljuk, hogy ez nem kizard ok: a cikket barki -
tanul 6, érdekl 6d6, egyéb olvasd - szdméra gjanljuk.

A kovetkez6 fejezetek mindegyike egy-egy tipikus alkalmazasra mutat példat. A
problémék egy részét a gyakorlati éethdl vettik; targyal dsukban, fel dolgozasuk maédjaban
igyekszlink - amennyire csak lehetséges - elemi modszereket alkalmazni.

A Markov-lancok tipikus témakoreinek (sorsolasok, érmedobal ésok, statisztikus
golyojatekok, bolyongasok) vizsgdatakor az volt a célunk, hogy a bevezeté tipusfel adatok
részletes szakmai és modszertani feldolgozasa utan biztos alapot kapjon az Olvaso. Erre a
vézra épitve, az egyes fejezetek anyaganak tovabbi bévitése mar 6ndlldan is elvégezheto.

(Nem torekedhettlink teljességre, még az egyes specidlis témakorokon bel il sem. Ennek
aszakmai okokon tul olyan egyszerti technikai akadayai is vannak, mint pédaul az idéhiany,
vagy aterjedelmi korlatok. Kit ne rettentene el egy bevezeté jellegii iras, ha az tobb szaz oldal
hosszU?)

Végul aspecidlis fejezetek (szamitdgépes tAmogatés, paradoxonok, versenyfel adatok)
reményeink szerint hangstllyozzak, hogy érdemes volt az Olvastnak &ragnia magat a korabbi
fejezetek anyagan; hiszen egy érdekes, széles korben és igen eredményesen alkal mazhat6
maodszerhez jutott.
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A feladatok feldolgozasanak szamitogépes tdmogatasa

A kovetkezo fejezetekben a val 6sziniiségszamitasi problémak jatékok elemzéseként
jelennek meg.

A matematikai jatékok rendszeres, 6rai akalmazasat rendkivil fontosnak tartjuk.
Altaldban isigaz, hogy adott témakoron beliil egyes feladatokat - ha lehetséges - érdemes egy-
vagy tobbszemélyes jaték “kontdsébe csomagolva’ tdlani. A diakok szaméra ajaték mindig
0j kihivast jelent. A hagyomanyos feladat friss, jatékos, Ujszerti megfogal mazésa
“kornyezetvaltozéssal” jar; adidkjaink |ényegesen |elkesebben, motivaltabban s gyakran
eredmeényesebben teszik probara képességeiket.

A cikkben szerepl6 jatékok szamitdgépes jatékokként is bevezethetk és elemezhetdk.
Feltétlentl érdemes ajatékok némelyikét (talan tobbségét is) a hagyomanyos matematikai
tanulmanyozéas mellett szamitdgépes szimulécioként futtatni.

A véetlenszerii folyamatok szimulalaséra kivalo segédeszkdz a szamitdgep. A diak
egyik leghatékonyabb tanulési maédja a jaték; manapsag pedig ebben atémakorben
(val6szintiségszamitési, statisztika kisérletek, szimul &ciok) a szamitogép gyakorlatilag nem
nélkil6zheté. A diakok szeretnek a szamitogéppel jatszani, nem kell éket kildndsebben
motivalni, hogy leliljenek a gép el€; ugyanakkor ajatszva-tanulés sokkal érdekesebb,
élményszeriibb, plasztikusabb (alkalmanként maradanddbb is) a hagyomanyos oktatasndl.

A jétékok programjai viszonylag kis programozdi rutinnal, hézilag is elkészithetok.
(Altal &ban a didkokra bizhatjuk a megirésukat; majdnem mindig taldunk erre alkalmas
tanul 6t az osztalyban.) Egy-két fejezet végén megemlitlink néhany alkalmazasi-feldolgozasi
lehetdseget. Ezek természetesen csak mintak, hiszen az esetleges programok szamtalan
tovébbi variécidja képzelhet6 el.

A 9. fglezetben a szamitdgéppel tdmogatott problémamegol dasra mutatunk néhany
példat. Itt afeladatok javasolt feldolgozasi modja a kdvetkezo:

- gépi szimulacio (sok-sok jatek futtatasa);

- sejtések, becslések, adidkok tippjel (erre arészre mindenképpen szénjunk idét;
rendkivul tanul sagos tapasztal atok gyiijtheték);

- ajéték matematikai modellezése;

- ahol szakmailag indokolt és |ehetséges, ajaték matematikai elemzése.

K 6szbnetnyilvanitas:

Ennek acikknek az alapjait elsésorban a diakokkal végzett kozos szakkdri feldolgozo
munka jelenti. Meritettem a M odszertani Lapok - Matematika c. fol yGiratban megjelent
irasaim, valamint a 90-es évek elgjén apécs Vandorgyilésen, tovébba avaci és
balatonberényi el éadasokon elhangzottakbdl is. Kilon szeretnék kdsztnetet mondani

- Kévéry Kéroly matematika-tanaromnak, mindannyiunk altal szeretett Kavicsnak, aki a
témat kozépiskol as koromban megismertette velem;

- valamint Suranyi L&szl6 kollégamnak, akitol nagyon sokat tanultam.
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1. Véges sztochasztikus (val 6sziniiségi) folyamatok

A gorog ' sztochosz' sz6 egyik jelentése’sgjtés'; igy afenti erettent6 cim val 6jdban
egyszeriien csak olyan kisérletsorozatokat (esemeénysorozatokat) jeldl, amelyekben a
kisérletek |ehetséges kimenetelei vé etlen tényezoktsl fliggnek. A folyamat végessége Ugy
értendd, hogy atovébbiakban csak olyan eseményrendszereket vizsgdlunk, amelyekben a
kisérletek szama és az egyes kisérletek kimenetelei (az elemi események) egyarant véges
szamuak. A folyamatok egészével kapcsolatos kijelentéseket tesziink, a célunk pedig az lesz,
hogy ezen kijelentések val6szintiségeit hatdrozzuk meg. Példaul: egy pénzdarabot tobbszor
feldobva megkérdezhetj ik, mi annak aval 6szintisége, hogy afejek ésirdsok szama
megegyezik; vagy hogy a dobasok adott szézalékaban fg |ett az eredmény és igy tovabb.

A folyamat egészéhez kell tehdt egy val 6szintiségi mértéket hozzarendel niink; nézziink
erre egy konkrét példat.

A fenti dbran két kisérletbol alo sorozat folyamatdbrgjaléthato.

Az 6sszes kisérlet |ehetséges kimenetelel { A, B, C, D, E} ; nem szamitottuk ideaz S
kezdéhelyzetet. Az dbra alapjan az elso kisérlet eredmeénye vagy A, vagy B lehet. P,-va
jeloltik annak a val 6sziniiségét, hogy az els6 kisérlet eredménye A, Py-vel pedig azt, hogy az
els6 kisérlet eredmeénye B.

Nézzik most amésodik kisérletet! Ha az elso kisérlet eredménye A, akkor a masodik
kisérlet lehetésegeinek halmaza mar csak { C, A} -ra sziikilt le. Az &oran P,c-vel jel 6ltik
annak aval6sziniiségét, hogy a masodik kisérlet eredménye C, feltéve, hogy az elséé A.
Ennek megfelel6en értelmezzik a Py, Pog, .. , Ppe VAl Oszintiségeket is.

Ha hangsulyozni kivanjuk a kisérletsorozat folyamat-jellegét, akkor az S A, B, ... , E
kimeneteleket nevezhetjik allapotoknak, aPa, Py, ... , Pye értékeket &meneti
val 0szintiségeknek, a folyamatabrét pedig &menetdiagramnak.

A két kisérlet |ehetséges kimenetelel az abran |&thaté iranyitott fagréf S-bél indulo
egyes agai, ezeken az égakon definidljuk aval 6sziniiségi mértéket.

Mekkora val 0sziniiseggel lesz amasodik kisérlet eredménye C? Ez akkor kdvetkezik
be, haaz els6 kisérlet eredménye A (ennek P, a val dszinlisége), és a mésodik kisérlet
eredménye C (ennek P, aval6sziniisége). Alkamazhatjuk a val 6szintiségekre a szorzési
szabalyt, igy a C kisérlet P(C) = PP, val bszintiséggel kovetkezik be. Hasonldan P(D) =
PpPra, P(E) = PpPpe. VEgUl amésodik kisérletre az A eredmeényt kétfél eképpen kaphatjuk:
vagy rendre A, A kovetkezik be (ennek val0szintisége P,Pas), vagy B, A (ennek val 0sziniisége
PpPha). Az Osszeadési szabaly miatt P(A) = PaPaa + PpPpa.
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Ezzel amodszerrel (amikor tehat az egyes agakhoz tartozo val 6sziniiségek szorzatéval
stlyozzuk az utakat) megallapithatjuk a fa 6sszes iranyitott Utjahoz tartoz6 val 6szintiségeket.

Az egyes agakhoz rendelt szamok elemi eseményekhez rendelt val dsziniiségek, igy a
Pa, Po, ... , Ppe rendelkeznek néhény tulajdonsaggal:

(1) Pa, Py, ... , Pye pozitivak;

(2) Pat+Pp=1;

(3) Pac + Paa=1;

(4) Pod + Poa + Ppe = 1.

(Megjegyezziik, hogy (1)-ben nem érdemes megengedniink a 0 értéket.

A 0 valosziniisegli esemeény nincs hatassal a folyamat egészére, nem modositja az egyes
agakon definidlt val 6sziniisegi mértéket; megdllapodhatunk tehat abban, hogy havalamelyik
esemeény 0 val0sziniiségii, akkor nem soroljuk fel agréfban.)

A fenti alaptulgjdonsagokon Kivil a sztochasztikus folyamatok témakorében ataldban
nem tesziink fel egyéb megszoritasokat. Példaul az egyes val 6sziniiségek fligghetnek az €l6z6
(vagy azokat megel 6z6) kisérletek eredmeényeitdl, vagy akér az is|ehetséges, hogy értékik
nem fliggetlen az id6tél és igy tovabb. Hogy az egyes val 6sziniiségeknek konkrétan milyen
jellemzéik vannak, azt mindig az atalunk alkalmazott modell, illetve annak pontosségi igénye
donti .

Példaul alegtobb matematikai modellben ha feldobunk egy érmét, akkor kozelitéleg 0,5
- 0,5 val6szintiséggel kapunk fejet vagy irast. Ez az érték nyilvan csak (jo) kdzelités, hiszen
szabalyos érme nem létezik. , Fizikus szemmel nézve’ aleesé érme az Uitk zés miatt
deformd édik, igy afeek ésirasok e 6forduldsanak a val dsziniisége minden dobés utan
megvatozik. S6t, hafejet vagy irast dobunk, akkor més-més a deformacio mértéke, igy az
Ujabb dobaés esetén nemcsak az € 6z6 dobés ténye befol yasolja az eredményt, hanem az is,
hogy mi volt az el6z6 dobas eredménye. A sort folytathatnank; de azért azt is megemlithetjuk,
hogy ,, matematikus szemmel nézve’ az elméleti 0,5 értéktodl vett eltérés dtaldban olyan
csekély, hogy gyakorlatilag dlando értéknek vehetd, s hasonldan azt is feltehetjik, hogy
minden egyes kisérlet fliggetlen az el6z6ek eredményétdl.

A tovébbiakban olyan kisérletsorozatokat vizsgd unk, amelyekben az egyes kimenetel ek
valOszintiségel csak akozvetlentl el 6ttik allo kisérletek eredmeényétdl fiiggnek. Ebben a
modellben ha tudjuk, hogy az eseménysorozat milyen kezd6dlapotbdl indul, ésismerjik az
egyes alapotok |ehetséges kimeneteleit, valamint az ezekhez tartozd ameneti
val0szintiségeket, akkor kiszamithatjuk az eseménysorozat fa-mértékét. Az ilyen
eseménysorozatokat nevezzilk Markov-lancoknak (A. A. Markov orosz matematikus, 1856 -
1922).

A fenti péddaisegy {A, B, C, D, E} kimeneteliit Markov-lanc. Az (j fogalmat
természetesen konkrét példakon, alkalmazasokon keresztlil |ehet igazadn megérteni, igyhogy a
kovetkezo fejezet anyaganak feldolgozésa kdzben visszautalunk ezen fejezet elméleti
tartalmara
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2. Sor solasok visszatevéssel

Néhany konkrét feladat segitségével vezetjik be a Markov-lancok fogalmét ésa
hozz§ uk kapcsol 6d6 megoldasi modszereket, tipikus eljarasokat. Ahol lehet, tébb megol dést
isadunk; igy lehetésegiink nyilik ezek szakmai-modszertani 6sszehasonlitasara.

A kovetkez6 2.1. - 2.4. jatékokban ketten jatszanak egymas ellen. A kezdo jatékost
jeloljik A-val, amasodikat B-vel.

2.1. feladat: Egy urndban k darab kék és p darab piros golyo van (k + p = n). Ketten
felvatva hliznak véletlenszeriien egy-egy golyot ugy, hogy miutdn megnézték a golyo szinét,
visszateszik az urndba. Az ajétékos gy6z, aki el6szor hlz piros golyoét. Mekkora eséllyel nyer
A, illetve B?

Elsé megoldas (mértani sor): Jelentse P(i) az i esemeény val0szintiségét. Ekkor P(A
nyer) és P(B nyer) akérdés.

P(A nyer) = P(A nyer vagy az elsd, vagy a harmadik, vagy az 6todik stb. 1épésben (és
kozben B nem nyer)). Alkalmazhatjuk az 6sszeadasi és szorzasi szabdyt, ennek segitségével

p aekop aeko
ngn engn

formailag a P(Anyer) = .. egyenletet kapjuk. A végtelen mértani sor

0sszege P(Anyer) = + k , tehét az A jétékos nTnk val 0szintiséggel nyer.

Méasodik megoldas (M arkov-lancok): Az el6z6 fejezet alapjan megadhatjuk a
probléma fol yamatabraj at:

p/,r/ i
®

Anyer p/n k/n
B nyer
Hogyan kaptuk ezt az abrat?

Sjelenti a startéllapotot, amikor A hliz. Az A jatékos vagy piros golyét hiiz P
n

val0szintiséggel, amikor is eljutunk az dbrén A-val jeldlt allapotba (ekkor A gy6zott), vagy
kék golydt hiz % val 6szintiséggel, ekkor jutunk a C dlapotba. Innen folytatva megint két
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eset |ehetséges: vagy piros golyot hiiz B (ekkor a B dlapotba jutunk, amikor is B gy6z), vagy
kék golyét (D alapotba jutunk - ajaték folytatddik).

Ezzel agondolatmenettel agréaf végtelen hossz( lenne. Eszrevehetjilk azonban, hogy a
jéték szempontjabdl az Sésa D alapot nem kilénbozik [ényegesen egyméstol: mindkettében
akezd6 A jatékos kovetkezik hizasra D-ben Ugy, “mintha eddig nem tdrtént volna semmi a
jéékban”. Alkalmazhatjuk tehat aD © Segyszeriisitést (6sszevonéast), amellyel alanc végessé
teheto.

Az &oran feltlintettik az egyes agakhoz rendelt atmeneti val 6sziniisegeket. Ezek
segitsegével az €l6z6 feezetben leirt modon meghatérozhatjuk afagraf egyes Utjaihoz tartozo
val bszintiségeket.

Legyen s annak a val6sziniisége, hogy A nyer az S élapotbdl, hasonldan legyen P(A
nyer C-bél) = c. Ekkor az abra alapjan felirhatd egyenl etrendszer:

(D) s:—>§L+Ec,
n n

2 c=—>0+Es
n n

Az egyenletek az Osszeadasi és szorzasi szabdy egyszerti alkalmazésai. (1) azt jelenti,
hogy A az Sallapotbdl

- vagy &

" val6szintiséggel piros golyét hiz, tehét rogton (1 val észintiséggel) nyer,

- vagy L val6szintiséggel kék golydt hiz, és atovabbiakban c val0szintiséggel nyer, aC
n
alapotbdl folytatva a jétékot.
Hasonl6an (2) matematikai tartalma: a B jatékos a C élapotbdl

p

-vagy — vaoszintiséggel piros golyot hiz, tehét régton veszit A,
n

- vagy L val6szintiséggel kék golydt hiz, amikor is eljutunk aD alapotba, ésa
n
tovabbiakban s val észintiséggel nyer AaD © Sdlapothdl.

Az egyenletrendszer megoldasas = nTnk (Mellékeredmény: ¢ = )

n+k

M egj egyzések:
1. A kapott kifejezés nem szimmetrikus, k < n miatt s mindig nagyobb, mint 0,5; vagyis
akezdé jatékosnak mindig elényds ez a sorsolés.
N

2. A jatékban a dontetlen val 6szintisége Ed—(g , ami nullahoz tart, ha N tart végtel enhez
eng

(ez egyébként a cikkben targyalt legtdbb jatékraigaz lesz). igy akezddallapotban B
gy6zelmének avaloszinisége 1 —P(Anyer) = (1—9) = nTkk . Ez az érték természetesen

megegyezik az egyenletrendszer megol désakor kapott P(C) = ¢ értékkel, hiszenaz S
alapotban A, valamint a C dlapotban B szerepe szimmetrikus. Ez utdbbi észrevétel
segitségével egy harmadik tipusmegoldast is adhatunk.
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3. Harmadik megoldas (,, logikai rekurzid”): Mivel a dontetlen val 6sziniisége 0, haaz
A jétékos s valbszintiséggel nyer akiindulasi dlapotbdl, akkor innen a B jatékos nyerési
esélye (1 —s). Ekkor vagy %
alapotba kertl ajaték, amelyet Ggy tekinthetlink, mintha B lenne akezdb egy most indul 6
jétékban. Tehd innen mar B nyer sval0sziniiséggel, A nyerési esélye pedig ekkor (1 —5s). Az

ez aapjan felirhatd egyenletsz—p +E(1- s), ennek megoldésa s = nzk
n n

valészintiséggel A nyer, vagy % val 6szintiséggel olyan

Ezt ambdszert — amelyet hdzi haszndatra, logikai rekurzionak” neveztiink el —a
késsbbiekben is alkalmazni fogjuk. Lényege, hogy valamely vatozdra Gnmagaval
hivatkozunk. A fenti egyenletben a hivatkozas kdzvetlentl tortént; késobb esetleg
el6fordulhat, hogy a hivatkozas tobb |épés mélységii lesz.

4. Pédaul ak=p=1(n=2) vlasztéssal az érmedoba asi modellt kapjuk. Vagyis ha
két jatékos felvaltva egy szabalyos pénzérmét dobdl, s az gy6z, akinek el6szor sikertl fejet

dobnia, akkor az els6 j&tékos nTnk = % , amésodik jatékos pedig % val0szintiséggel nyer.
2.2. feladat: Két jaékos felvatvadob fel egy dobdkockét. Az ajétékos gysz, aki
€l 6sz0r tud hatost dobni. Mekkora val0szintiséggel nyernek az egyes jatékosok?
Megoldas: A p=1, k=5 (n=6) vilasztassal a2.1. feladat specidlis esetét kapjuk, tehat
s= 1% val6szintiséggel gyéz A, 1% val 6szintiséggel pedig B.

2.3. feladat: A 2.1. j&ékot annyiban médositjuk, hogy az A jatékos gy6zelméhez a piros
golyot kétszer kell kihiznia, mig B-nek tovabbrais elég egy piros hlizés a gy6zel emhez.
Mekkoraesélyel nyer most A, illetve B?

Megoldas: Készitsik €l ajéték folyamatabrgjat!

(=)

pin / \k/n pin / Kin
O

B nyer B nyer

Most is sikerll egyszeriisitéseket veégezniink, fel tudjuk hasznalni a2.1. feladat
eredmeényét.
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p

A startallapotbol " val6szintiséggel a C dlapotba jutunk (ekkor A mér hiizott egy piros

P
n
jéték, ami megegyezik a 2.1. jaték kezdéalapotaval; ugyanis ekkor A vagy B kozil az a
jétékos gy6z, aki el6bb huz piros golydt.

golyat). Innen vagy gy6z B — valosziniiséggel, vagy K valOszintiséggel az S; alapotbajut a
n

Ha a startéllapotbol L val6szintiséggel kék golydt huz A, akkor aD dlapotba jutunk.
n

Innen vagy gy6z B, vagy - kék golyo hlzésa esetén - minden kezdédik elolrél, az S
kezdéallapotba kerill a jaték.

Jeldljik s-sel az A jatékos gy6zelmének avalsziniiségét. A 2.1. feladat jel 6l éseit és
eredményét felhaszndlva afelirhatd egyenletrendszer:

@) s=Pc+Xq,
n n

_k
(2 C—Eﬁ,

@) d=Xs
n

n

n+k

(4) 5=

Az egyenletrendszer megoldésa s = % ekkora val 6sziniiseggel gy6z akezdo
n

jétékos.

A kovetkez6 feladatban a folyamatok egy masik jellemzéjét, az étlagos hosszukat
hatérozzuk meg.
2.4. feladat: Atlagosan hany hiizésig tart a2.1. jaték?
Elsé megoldasi lehetéseg: A hlzésok szamanak varhato értéke a kérdés.
A jaék P val0szintiséggel 1 1épésben véget ér a piros golyo huzésaval.
n
2 lépés hosszu akkor lehet ajéték, ha el6bb egy kék, majd egy piros golyot hizunk;
.. kop
ennek aval6sziniisége = ><H
3 lépés hosszu ajaték, ha 2 kék és 1 piros golyo huzésatorténik, ennek aval 0szintisége
.2
KO P
enhg n
Altaldban ajéték N |épésben ér véget, ha (N — 1) kék és 1 piros goly6 hlizésa torténik, s
LN-1
ennek aval6sziniisége 8%(9 x% A varhat6 érték kiszamolasa ezek utan Ugy torténhet, hogy
eng
az egyes val0szintiségeket szorozzuk a hozzgjuk tartozé hizasszamokkal, s az igy kapott
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tagokat Osszegezzik. A definiciét alkalmazva az atlagos L hlizésszam kiszamitasahoz tehat

2
azL:£><L+£xE>Q+£>€d—(9 X3+ ... sor Osszegét kellene meghatérozni.
n nn n eng

Masodik megoldas: A Markov-lancok segitségével elkertljik avarhat6 érték fogalmét.
A jaék folyamatabraja alapjan egyenletrendszert irhatunk fel ajaték befejezésig szilkkséges
huzésok étlagos szamara.

p/,r/ i
®

Anyer p/n k/n
B nyer

Jelentse L a befejezésig szikkséges hlizésok étlagos szamét, haajaték az i dlapotban
van. Ekkor felirhat6 az aldbbi egyenletrendszer:

) Lo=PorpeL)

k
(2) LC :Exl"'ﬁ(l"' LS)'

Az (1) egyenlet Ggy értelmezhetd, hogy a kezdéalapotbdl kiindulva a befejezésig

szllkséges hizasok atlagos szamat a kévetkezé médon kaphatjuk meg: vagy %

val 6szintiséggel huzunk Gsszesen egy golyét, vagy % val6szintiséggel a C dlapotba kertllink;

vagyis egyet hiizunk, plusz még annyi hizas torténik, amennyit a C dlapotbdl atlagosan
végziink atovabbiakban ajéték folyaman (ezt jel6Itik Le-vel).

A (2) egyenlet értelmezése: a C alapotbdl kiindulva a befeezésig szikkséges hlizésok
P
n
hizunk, plusz még annyi hizés torténik, amennyit a tovébbiakban az Séllapotbdl atlagosan
végziink (ezt jeldltik Lssdl).

atlagos szdmavagy — valészintiséggel 6sszesen egy golyo; vagy % val6szintiséggel egyet

Az (1) egyenlet atalakitas utén formailagaz Ls= 1+ k XL . alakbaisirhato, jelentése
n

ekkor hasonl6an értelmezhet6: a kezdéa lapotbdl mindig hizunk 1-et, valamint L
n
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val0sziniiséggel még annyi tovabbi huzés torténik, amennyi &lagosan a C alapotbdl
szikséges a jaték vegéig. (Hasonldan aakithato at (2) is.)

Az egyenletrendszer megoldasaLs = % , &lagosan ennyi hlzast végzink egy jaték alatt.

M egj egyzesek:

1. Erdemes tudatositani, hogy megkaptuk az elsé megol dés végtelen soranak dsszegét.

2. Az érmedobd asi modellben (k = p = 1, n = 2) az atlagos dobasszam 2; a dobdkocka-
modellben (k=5, p = 1, n = 6) az &lagos dobasszam 6.

3. Hatérozzuk meg Lc-t: az N4 K XL . egyenletbdl L. = ﬂ, vagyisLc = Ls Hét
Y n Y

persze: a C alapot az atlagos | épésszam tekintetében egyenértéki S-sel, hiszen ajéték ,nem
tudja’, hogy az A vagy a B jatékos kdvetkezik soron.

4. Harmadik megoldas (, logikai rekurzigd”): Haamegoldés elsé | épésekent
felismerjik az Lc = Ls kapcsolatot, kdzvetlen dsszefliggest irhatunk fel az L étlagos

|épésszamra: L :1+5><L.
n

Lathatjuk, hogy nemcsak a val 6sziniiségekre (2.1. 3. megjegyzés), hanem a
|épésszamokrais felirhatunk olyan egyenletet, amelyben a vatozéra Snmagaval hivatkozunk.

5. Haadidkok nem taldkoztak még a varhato érték fogalméval, problémét jelenthet
szamukra, hogy az 6sszeadasi és szorzasi szabdlyt val 0szintiségekre mondtuk ki, ezekben az
egyenletekben pedig alépésszamok (tehdt mas “dimenzigju” mennyiségek) szerepelnek. Itt
tulajdonképpen a vél etlen szamok azon tulajdonsagét hasznaljuk fel, hogy 6sszegik varhatd
értéke megegyezik avarhat6 értékelk tsszegével. Tapasztaataink szerint ez anehéz gondolat
szemlél etesen vilagos a didkok szdmara; amély tétel bizonyitasa megtaldhat6 példaul a[6]
tankonyvben.

6. A tovébbi feladatok megoldasa sorén igyeksziink elkertilni avérhato érték fogalmét,
illetve avérhatd érték definicid szerinti kiszamolasat; s erre hatékonyan alkalmazhatjuk a
fenti ,trikkot”, az egyenletrendszer modszerét. Mivel tehat ezt a modszert a késsbbiekbenis
gyakran haszndljuk, fontos, hogy a diakok valdban megértsék, s ne csak automatikusan
alkalmazzak.

2.5. feladat: Atlagosan hany hiizésig tart a2.3. jaték?

Megoldas: Az el6z6 feladat megol daséhoz hasonl éan a fol yamatabra alapjan felirjuk a
|épésszamokra (a hlizasok szamara) vonatkozd egyenl etrendszert.
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(=)

pin / \k/n in / n
O

B nyer @ B nyer

Jelentse L a befgjezésig szilkséges hlizasok atlagos szamét, haajaték az i dlapotban
van (tovébba L jelenti az S, dllapotbdl szilkséges hlizasok szamat). Ekkor:

(@) Lo=PuarLo)+XrL,)
n n
_p K
(2 L —F><l+ﬁ(1+ L),

k
@) Lo=Da+i(1+L)

Az egyenletek rendezett aakja:
k
(1) L :1+§Lc +ELD’

Lk
@ Le=1+1L,

@3) L, :1+%LS.

Felhasznalhatjuk az €l 6z6 feladat megoldésa alapjan, hogy L, = %

(2)-bal L. :£p (= L,) adodik. igy van: hamér tortént egy piros hiizés (C alapot), akkor

atovabbiakban az ajatékos nyer, aki el6szor hlz piros golyét; s ehhez atlagosan L, hlzasra
van sziukség.

ol , n 2n+Kk n o , , .
1)-bdl és(3)-bol L. = —x— = + = Innen lathatd, hogy a lépésszam
(bl €5 (3bol Ly =t =L E S gy alép

nagyobb, mint L;.
A konkrétp=1, k=1 (n=2) értékekkel (érmedobdlas) L, = % »333 a

dobokockanak megfelels p= 1, k=5 (n = 6) értékekkel L = % 027,
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A Markov-lancok modszer e (6sszefoglal &s)

Tekintsiink egy sztochasztikus folyamatot, melyben a kisérletek |ehetséges kimenetel eit,
az egyes alapotokat ao, a;, a2, ... modon jeldljuk. Ha afolyamat diszkrét idoben véltozik, az
a; alapotok szama véges, és az egyes allapotok bekdvetkezésének avalOszintiségel csak a
kozvetlenul eléttik allé dlapotoktdl flggnek, akkor afolyamatot Markov-lancnak nevezzik.

Tegyuk fel, hogy az ag lapothbol po; valoszintiséggel az a; dlapotba, innen pa2
val0szintiséggel az a, vagy pio val0sziniiséggel vissza az ap dlapotba jutunk, az a, alapotbdl
P23 val6szintiséggel az ag allapotba stb. A folyamatot &menetdiagrammal &brézol hatjuk:

MOPORO,
_> —> e
k

Hamost ismerjuk az ag kezdéallapotot és a p; meneti val dsziniisegeket, akkor az
Osszes tovabbi a esemeény val 0sziniisege meghatarozhato, sét afolyamat atlagos hosszardl is
informacidkat kaphatunk. (Elképzelhetd, hogy afolyamat, avizsgalt kisérletsorozat végtelen
hosszu. Mivel azonban csak véges sok alapotot engediink meg, maga a lanc mindig végesse
tehetd.)

A megoldas technikék:

A Markov-lancok segitségével bizonyos tipust feladatok megol désa egyszeriien
térgyal hat6. Osszefoglaljuk a megol dés |épéseit:

- megrajzoljuk az eseménysorozathoz tartozo folyamatébrét;

- az eseményrendszer ekvivalens allapotait sszevonjuk;

- elkészitjuk az egyszertsitett folyamatabrét;

- az ameneti val 0sziniisegek segitségével egyenletrendszert alitunk fel (ezekben az &
események bekdvetkezésének aval dszintisége, illetve afolyamat befejezéséhez szikséges
atlagos | épésszamok szerepelnek);

- az egyenletrendszer megol désa adja meg az egyes allapotok val 6sziniiségét vagy a
folyamat &tlagos hosszét.

(Az egyenletrendszerek alkalmazésa mellett dolgozhatunk rekurziv sorozatokkal vagy
matrixokkal is, mint késobb latni fogjuk.)

Az &meneti val0szintiségek megadésa tobbfél eképpen torténhet.

Az eddig haszndlt (iranyitott) fagraf mellett alkalmazhatjuk az aldbbi folyamatébra-
tipust is:

@ Po1 ° P12 P23 @
_> _> PR
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Ekkor ugy abrézolhatjuk a folyamatot, hogy a;-bél a pio val0sziniiseghez tartozo élt
egyszeriien visszanyilazzuk ag-ba. Ekkor nem fagréfot kapunk, de a korabbihoz hasonld
maodon hatarozhatjuk meg az egyes utakhoz tartozé val 6sziniiségeket.

Az &meneti val0szintiségeket megadhatjuk egy métrix segitsegével is. Példaul hdrom
épy Po PsU
allapot esetén a matrix Pzgp21 P,, p233 alaku. Itt az i. sor j. eleme, p; jelenti annak a
€p31 p32 p33§

val0szintiségét, hogy az i. alapotbdl aj. dlapotba kerll afolyamat. A 2.1. feladat
diagramjanak példaul az aldbbi métrix felel meg:

S |A |C |B
S |0 p/n [ k/in | O
A [0 |0 |O |O
C |kin]|O 0 p/n
B |0 |0 |0 |0

A matrix-reprezentacio akalmazésaval, er6sebb matematikai segédeszk6zoket igenybe
véve, természetesen komolyabb eredmeényeket is elérhetiink (Iasd példaul a[4]
szakirodalomban).

2.6. feladat: Végezzik €l a2.1. jaték atalanos vizsgdlatat (kétszemélyes visszatevéses
sorsolas dlando P val 6szintiséggel).

Az aéabbi téblazat konkrét értékekre mutatjaa 2.1, 2.4. feladatok eredményeit.
Az elsf két sorban apiros és kék golyok szamat, a harmadikban ezek 6sszegét tiintettik
fel. A negyedik sorban P-vel jel6ltik annak a val 6sziniiségét, hogy piros goly6t hizunk

8?’-’ = EQ; az 6todik sorban A nyerési esélye, a hatodikban pedig az atlagos |épésszam
e nNg

tallhato.

p 1 1 1 1 1 1 1

Kk 1 2 3 4 5 9 99

n 2 3 4 5 6 10 100

P 055 [0,333333| 0,25 0,2 |[0,166667| 0,1 0,01
P(A nyer) |0,666667| 0,6 |0,571429]0,555556|0,545455 | 0,526316 | 0,502513
L 2 3 4 5 6 10 100

A jaékban val6jaban a piros és kék golydk szerepe csak annyi, hogy segitségukkel
adjuk meg ajatékrajellemzo P = P val0szintiséget. Ezzel ajellemzével kifejezve akezdd
n
jatékos snyerési esélyéreaz s=P + (1 —P)(1 —s) rekurzi6t irhatjuk fel, melynek megoldasa

= ﬁ (s amely természetesen Gsszhangban van a kordbban kapott s = nTnk értékkel).
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Alkalmazzunk hasonlé rekurzi6t az Ls étlagos |épésszamrais. Ls=1 + (1 — P)Ls, innen

L = % (A kapott |épésszam megegyezik a korabban kapott n eredmeénnyel.)
p

M egjegyzés: Altaldban is megmutathat6, hogy ha egy esemény |épésenként 0 < P

val 6szintiséggel kdvetkezik be, akkor
a) 1 val6sziniséggel véges sok |épésben kovetkezik be;

b) és elso bekdvetkezéséhez étlagosan % szamu kisérletre van szilkkség. (Ez éppen aP

paraméterii geometriai eloszlas varhat6 értéke.)

Ugyanis a komplementer val0sziniisegre aQ = 1 — P jel6lést hasznalva

a) annak aval6szintisége, hogy n szadmu kisérlet alatt nem kdvetkezik be az esemény,

Q", sez tetszdlegesen kicsi lesz n névekedtével;

b) akisérletek varhaté szama pedig (a végtelen mértani sor dwegkepl etét felhasznédlva)

P+2QP+3QP+...=P(1+Q+Q*+..)+(Q+Q°+Q°+ .. ) +(Q +Q°+ Q" +.

L)

e 1l Q Q? 0 P P 1
=P + + +.3=——+Q+Q°+...)]=——U1+Q+ Q" +. =_,
b0 o ig e gt Y gl e ) e
2.7. feladat: Végezzik €l a2.3. és2.5. jaték altaldnos vizsgdlatat (kétszemélyes
visszatevéses sorsolés dlandé P val 6sziniiséggel; a kezdének kétszer kell piros golyot
hiznia).
A jellemzo P =P val 0szintiség segitségével aalakitjuk az s:% eredmeényt.
n n+
n+k n+k 1 2-P .
=1+(1- P)=2- P, =1+ = ;1
d-P) k -p 1.p ¥
1 1-P_ 1-P
P(Anyer) =s= P(Anyer) =s= X = :
(Anyer) (Amyen) = 5= oo S oy
) hs n ¢6_1 1 ¢6_ 3-P
Az alagos hlizasszamra L, = + =—¢cl+ :
= * Li)? n+kg P& 2-Pg P(2- P)
Az aldbbi tablézatban néhany konkrét esetet tintettlink fel.
p 1 1 1 1 1 1 2 3 2 3 9
k 1 2 3 4 5 9 3 4 1 1 1
n 2 3 4 5 6 10 5 7 3 4 10
P 0,500 0,333]0,250|0,200| 0,167 | 0,100 |0,400| 0,429 0,667 | 0,750 | 0,900

A nyer | 0,222 | 0,240|0,245|0,247| 0,248 | 0,249 |0,234|0,231| 0,188 0,160 | 0,083

L 3,333|4,800|6,286|7,77/8| 9,273 | 15,263 | 4,063 | 3,818 | 2,625 | 2,400 | 2,121

Megjegyzés: Az A nyerési esdlyét megado s = s(P) fuggvény derivaltja
- (2- P)2+(1- P)2X2- P) _P(P-2)
s(P)= a = o
(2- P) (2- P)
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A flggvény szigortan monoton csokkend a]0; 1[ intervallumon, hatérértéke s(0) =
0,25, s(1) = 0. Tehat A nyerési esélye aP = 0 értékhez kbzeledve alegnagyobb; szaméraaz a
szerencses, ha a piros golyok szamahoz képest minél tobb a kék golyo.

Az &lagos |épésszémokat megadd L = L(P) = sz PP) fliggvény derivétja
L'(P) = 3-P -P(2-P)+(P-3)(-2P+2) _- P*+6P-6_- (P- 3)2+3<O hapi
P(2- P) P*(2- P)* P*(2- P)’ P*(2- P>

10; 1]. A fuggvény szigortan monoton csokkend, hatarértéke P = 0-ban +¥, aP = 1 helyen
pedig L = 2. Tehét ajéték annd tovabb tart, minél nagyobb a kék golyok ardnya a piros
golyékhoz képest.

2.8. (kitiizott) feladat: Megvizsgd hatjuk a problémakovetkezé modositasait, illetve
dtalanositasait (ezekre a késsbbiekben még visszatériink):

a) Modosithatjuk a nyerési val0sziniisegeket. Példaul Anyer p, Bnyerq=1-p
val0szintiséggel huzésonként.

b) Adott goly6eloszlés esetén az A jatékosnak x-szer, a B jatékosnak (x + k)-szor kel
kihGznia a piros golyét, hogy nyerjen.

c) Ha adott x és k, akkor kdzelitéleg milyen goly6el oszlés esetén lesz igazsagos a jaték?

d) Tovébbi dtaanositési lehetéség, har valbsziniiséggel ,, nem torténik semmi”: ekkor p
+q+r=1

€) Az eredeti jatékokat és afenti ataldnositasukat kettonél tobb személy isjatszhatja

A szamitogépes tdmogatast akkor érdemes igénybe venni, ha afeladat modellezése
vagy matematikal targyal asa tulsdgosan nehéznek bizonyulna. A fenti dtalanositasok
megoldasal példaul nem tartalmaznak elvi Ujdonsagot, csak a paraméterek ndvekedése miatt
bonyolultabbak |esznek az allapotdiagramok, és a bel 61Uk kdvetkezé egyenletrendszerek.
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3. Ermedobalasok

Az aédbbiakban egyszerii kétszemélyes érmedobdal &sos jatékokat vizsgaunk meg. A
jatékosok ajéték elején kivaasztanak (tippelnek) egy-egy dobassorozatot, majd egy szabdyos
érmét dobalnak fel. A dobasok eredményét sorban lejegyzik, példaul fg, fg, iras, ... A
jétéknak akkor van vége, haeédl valamelyik, ajatékosok dtal vaasztott dobassorozat. A
jéték nyertese az ajétékos, akinek atippje sikeres volt.

A tovébbiakban afej dobésokat F, az irds dobasokat | betiivel jeldljuk.

Kdénnyen eldontheté jatékok

A témakor elgjén feltétlenll érdemes néhény konnyen eldonthet6 jatékot megvizsgalni;
ezekben nincs szilkség a Markov-lancokkal kapcsolatban eddig alkal mazott megoldasi
technikékra. Az aldbbiakban csak példakat mutatunk ezekre az egyszerii esetekre.

1 hosszU sorozatok esetén:

Haaz A jatékos példaul az F, a B pedig az | sorozatot valasztja, akkor a jaték nem tul
izgalmas:. biztosan véget é 1 |épésben, valamelyik jatékos gyézelmével. A jatek igazsagos:

mindkétjétékos% val 6szintiséggel nyer.

2 hosszU sor ozatok esetén:

Haaz A jatékos tippje az FF, a B tippje pedig az Fl sorozat, akkor egy jaték lefolyasa
lehet példaul az IIFF, illetve IFI sorozat. (Az els6 jatékot A nyerte a4. |épésben; a mésodikat
B a 3. lépéshen.)

Konnyen lathatd, hogy ez ajéték isigazsagos. Ha ugyanis kezdetben néhany |-t dobnak,
akkor tulgjdonképpen ,, nem tortént semmi”, olyan, mintha csak ezutan kezdédne ajaték. Ha
pedig akezdeti | dobasok utan barmikor F dobas torténik, akkor a kdvetkezé dobas utén a
jéték véget ér, FF vagy FI befejezéssel; s a gyozelemre mindkét jatékosnak egyenl6 esélye
van.

(A 3.4. feladatban &ttekintjik azokat ajatékokat, amelyekben A és B ketté hosszUsagu
(kUl6nb6z6) célsorozatot vaaszt.)

3 hossz( sorozatok esetén is konnyen adhatunk példét igazsdgos jatékokra. Nyilvan
ilyen lehet az A: FFF, B: FFI; vagy az A: FFF, B: 111 jaték.

Erdemes olyan 2 vagy 3 hossz( jatékot is elemezni, amely nem igazsagos, s amely
konnyen (egyszerti megfontol dsokkal) igazolhatd. A tovébbiakban is taldhatok ilyen
feladatok (3.3., 3.4.), bar a céljaink szerint nehezebb (eszkzigényesebb) jatékokat vizsgalunk

meg

3.1. feladat (K6MaL P.209.): Két jatékos egy szabdyos érmét tobbszor feldob egymas
utan ugy, hogy mindig csak alegutolsd harom dobés eredményét veszik figyelembe. Az A
jétékos akkor gy6z, ha az utolsd harom dobéas FFF volt, B pedig akkor, ha az utolsd harom
dobas FIF volt. Melyik félnek kedvezo ajaték?

(Példaul az FIIFFF jatékot A nyerte a 6. |épésben; az |l IFFIF ja&tékot pedig B a7.
|épéshen.)
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Megoldas: A jaték kiértékel ésekor alehetséges nyolc alapot kdzil egyesek
Osszevonhatdk, mint az aldbbi &menetdiagram mutatja:

/ F
AR

&) e @) e

Hogyan kel etkezett ez a folyamatébra?

Tekintsik példaul az IF alapotot, vagyis amikor mar egy | és egy F dobas tortént. Haa
kovetkez6 dobés F, ajaték szempontjébdl akapott | FF sorozatnak csak az utolso két tagja
vehet6 figyelembe; ekkor kapjuk az FF alapotot (az abrén E-vel jel6ltik). Ugyanigy az IFl
sorozat megfelel az FI dlapotnak (az dbran D); vagyis az |IF alapot ekvivalens az F alapottal
(az &ran C).

Induljunk ki tehé&t akezdé Sallapotbdl. Haaz elso dobés irés, akkor ajaték
szempontjabdl semmi sem tortént: a dobasbdl sem A-nak, sem B-nek nincs haszna, kezdédik
minden el 6lrél (Salapot). Haaz els6 dobas fej, a masodik dobas kétféle lehet, igy eljutunk a
D, illetve E dlapotokba.

Ezutan észrevehetjik, hogy az FIl alapot megegyezik az S kezdédllapottal, valamint az
FI és FFI dlapotok is ekvivalensek (D). Ezzel a gondolatmenettel sikertilt anyolc lehetséges
allapot szamét négyre redukdnunk. A kezdbéallapottal egyltt négy ismeretleniink van,
szilkséglink van tehat négy egyenletre.

Az érme szabdyos, igy az alapotok kozotti ameneti val dsziniiségek értéke % . Ahogy a

korabbi jatékokban, most isjel6ljuk rendre s, ¢, d, e-vel annak a val dszinliségét, amellyel az A
jdékosnyer az S C, D, E adlapotokbdl indulva. A folyamatabra alapjan felirhato
egyenletrendszer:
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@ =%c+%s
(2) c:%e+%¢
1,1
(3) e=2+2d,
4 dzls
@ a=1

Az egyenletrendszer megoldésa s = % tehat az A jatékos % val6szintiséggel nyer. A

tovabbi értékek: c= 2. d=1 e=S.
597575

M egj egyzések:
1. Most isigaz, és akésibbi érmedobdl asos feladatokban is teljesil, hogy ajaték 1
val 6szintiséggel véget ér. A dontetlen 0 val6szintiségi, igy ebben ajatékban a B jatékos

1- ézg val0szintiséggel nyer.

2. A folyamatabra nem szimmetrikus, szamolés nélkil is észrevehetjik, hogy ajaték B-
nek elényds. Az (1) egyenletbdl rogton adodik s = c. A folyamatabran ez Ugy latszik, hogy a
baloldali S &g 6nmagéra vezet vissza, ajaték szempontjébdl semleges szerepii, tehét a
"ténylegesjaték" a C dlapotban kezdsdik. B nagyobb nyerési esélye pedig abbdl kdvetkezik,
hogy a C allapot négy kimenetele kozlil egyben-egyben A és B nyer, aharmadik ag a
semleges Sre vezet, anegyedik viszont (ésitt jon B elénye) egy olyan D allapotra, ahonnan
vagy rogton nyerni tud B, vagy az Sallapotba jut a jaték.

3. Taén a szimmetria megbontésa jobban |&thatd, ha afolyamatabrat fagraf helyett
korrel adjuk meg.

/!

P

B nyer A nyer
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Lathato, hogy akkor kapnank szimmetrikus abrét (akkor lenne igazsagos ajéték), haa D
® Samenet helyett aD ® E &menet szerepelne.

4. Mi akéssbhiek folyaman dtalaban a fa-diagramot alkalmazzuk. Elképzel het6 - mint
ebben az esetben is -, hogy a kor-diagram alkalmazésa célravezetobb; tehat a megoldas
tervezésendl ezzel alehetéseggel (modszerrel) is érdemes szamolni.

3.Ad= % :g értékek mutatjak, hogy az FI dobasok utan igen nehezen tud gyézni

az A jéatékos, viszont az FF dobasok utan mar neki el6nyos a jaték.
3.2. feladat: Atlagosan hany dobasig tart a 3.1. jaték?

Megoldas: Jedljik Lesel azt az atlagos dobasszamot, ameddig tart még ajaték az S
dlapotbdl kiindulva. (Hasonl6 ajelentése az L, Ly, Le VAItozOknak is.) Az el6z6 fejezet
jé&tékaihoz hasonldan itt is felirhatjuk a lépésszamokra (dobasszamokra) vonatkozo
egyenletrendszert:

) L=1ell oL,
2° 2
(2) LC:1+1L +%Ld,

e

(Itt példaul az elsé egyenlet azt jelenti, hogy az Séllapotbdl indulva egyet dobnak a
jétékosok, aminek eredmeényeképpen % val6szintiséggel vagy a C, vagy az Sdlapotba jutunk.

Ezekbol az dlapotokbdl halad tovabb a dobés utan ajaték, s az ehhez sziikséges étlagos
dobésszamot éppen Ls-sel, illetve Le-vel jel6ltik.)

Az egyenletrendszer megoldésa Lg = 3—54 tehét egy jaték élagosan 6,8 dobasig tart.

Megjegyzés: A fenti két feladatban alkalmazott megoldasi technikaval az Gsszes
hasonl ¢ jaték targyalhato (példaul tetszdleges hosszu és tetszoleges tartalmu sorozatokat
véaszthatunk).

3.3. feladat: Két jatékos egy szabdyos érmét tobbszor feldob egymés utén gy, hogy
mindig csak alegutolsd harom dobés eredményét veszik figyelembe. Az A jatékos akkor
gy6z, haaz utolsd hdrom dobés FFF volt. A B jatékos szabadon v aszthat egy sgjét, harom
dobés hosszu célsorozatot; B akkor gy6z, haaz utolsd hdrom dobés az altala va asztott
célsorozattal egyezik meg. Hogyan érdemes B-nek va asztania?

Megoldas: Vegylk észre, hogy ha B az | FF sorozatot valasztja, akkor csak Ugy gy6zhet
A, haaz els6 hdrom dobas FFF. Ugyanis haajéték folyaman barmikor egy |-t dobnak a
jatékosok, akkor tovabbi FF utdn B gy6z, egyébként egy Ujabb | dobés utén az €626 |
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dobéssal ekvivalens dlapotot kapunk. A hdrom kezdeti FFF dobés val 6sziniisége é , vagyisB

nyerés esdlye g , haaz |FF sorozatot valasztja.

A hérom hosszll érmedobas-sorozatok fol yamatabrgjanak harmadik szintje legfeljebb
nyolc alapotot killonboztet meg, melyekbdl egy biztosan A gyézelmét jelenti. B legfeljebb hét

alapot elérésekor gy6zhet, ezért B nyerési esélye legfeljebb g , vagyis a megadott |FF sorozat
optimalis.
Néhany sz6 a szimmetriar ol
A fenti jatékokat tekintve vilagos, hogy az FFF, illetve I11 sorozatok szimmetrikus
szerepliek: ha ezeket vdlasztja A és B, akkor mindketten % val6szintiséggel nyernek, ajaték
igazsagos. Hasonl 6t dlithatunk az FFF, illetve FFI sorozatokrdl is: itt két egymas utani fej
dobasra mindkét jatékosnak szilksége van, azutan pedig mindketten % val 6szintiséggel

nyernek. Az €l6z6 3.3. feladatban l&ttuk, hogy FFF és IFF - ebben az értelemben - nem
szimmetrikusak. Kérdés, hogy vajon vannak-e més karakterti szimmetrikus sorozatok is?

3.4. feladat: Elemezzik a szimmetria szempontjabdl azokat a jatékokat, amelyekben A
és B kett6 hosszUsagu (kulonb6zo) célsorozatot vélaszt! Kinek melyik jaték az el 6nyos?

Megoldas: A 12 lehetéség kozul az A és B jatékos szimmetrikus szerepe miatt csak 6-ot
kell megvizsgdlnunk (legyenek ezek az aldbbi téblézat jobb fels6 haromszogének elemel).
|gazsagos az FF — 11, FF —FI, IF — 1 j&ték.

FF | FI | IF | Il
FF| — |11 1:1
FI | 11| —
IF - | 11
|11 1:1] -

A tovabbi harom jaték vizsgalata:

1. Az A: FF —B: IF jatékban konnyen lathat, hogy FF csak az els6 két dobés folyaméan
johet ki (habarmikor I-t dobunk, mér B nyer). Vagyis az alabbi dbra C, D, E, G dlapotai
kozll harom esetben nyer B; agyézelmi val6szintiségek aranyaA: B=1: 3. (Aké&r a
tablazatban, itt is A és B egyméshoz viszonyitott gyézelmi esélyét jel6Itik. Ez alapjan tehét

P(A nyer) = % P(B nyer) = %)
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F | F /
2. Az A: Fl —B: IF jatékot szimmetrikusnak érezzilk, s valéban: fej dobas utén mar csak
A, iras kezdés utan pedig mér csak B nyerhet. (D-ben A, E-ben B nyer; de C és A, valamint B
és G ekvivalens dlapotok. Az FI és IF sorozatok egyike sem lehet kitlintetett a mésikkal

szemben, alehetséges atbetiizés miatt.)

3. Végul az A: FI —B: 11 jaték tulajdonképpen megegyezik az elsének targyalt A: FF —
B: IF jatékkal, ajatékosok forditott szereposztasaval és afe-irds cserével. Tehdt A: B=3: 1.

Ez aapjan a2 hosszUl fej-iras sorozatok nyerési esélytabl &zata az alabbi:

FE | F [ IF | 1l
FF| — | 1211311
Fl |11 - (1131
IF 31|11 — |11
|11 13|11 -

M egjegyzés: Erdekes, hogy ebben afeladatban a ,, szimmetria’ sz6t harom értelemben
is haszndltuk. Szimmetrikus lehetett az A és B jatékosok jatékbeli szerepe; szimmetria dlt
fenn az érme irés és fe oldala kozott; végll a célsorozatok szimmetrigjét vizsgtuk, ami az
igazségossaggal, az esdlyek egyenl6segével volt kapcsolatban.

3.5. feladat (problémafelvetés): Bebizonyitjuk, hogy a2 hosszt célsorozatok kozUl
barmely két sorozat ,, szimmetrikus’; abban az értelemben, hogy barmelyiket is vaasztja A és
B, ajaték igazsagos lesz.

Bizonyitas (hibas): A szimmetriaviszonyok miatt elég az FF és |F sorozatokat
Osszehasonlitani. Az FF — |1 jaték nyilvan igazsagos; az || — IF jaték is a fentiek miatt; ebbdl
pedig FF — IF igazsadgossaga mar adodik.

A tablazatbdl |&tjuk, hogy ez nem igy van. Hol lehet a hiba a bizonyitésban?

Megoldas: Csak azzal |ehet abaj, hogy az igazsagossag mint relacié nem tranzitiv; s ezt
atablazat értékel megerésitik. (Tehat FF — |1 igazsagos jéték; |1 — IF szintén; de ebbsl nem
kovetkezik, hogy FF — IF isaz.)

M egjegyzés:. Ugyanezzel az eljarassal a 2-nél hosszabb célsorozatok szimmetrigais
»bizonyithatd”; hasonlé problémakkal béségesen taldkozunk a 10. fejezetben.
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Tovabbi feladatok

3.6. feladat: Két jatékos egy szabalyos érmét tobbszor feldob egymas utan. Az A
jétékos akkor gy6z, ha afeek szama harommal tébb lesz, mint az irdsok szdma; mig B akkor
gy6z, haaz irdsok szdmalesz harommal tobb, mint afejek szama.

Elemezziik ajatékot! Mekkora val6sziniiseggel gy6z A és B ajaték killonb6z6
alapotaiban? Mennyi ezekben az allapotokban ajaték befejezéséig szilkséges dobasok atlagos
szama?

Megoldas: Jeldlje az i. alapot azt a helyzetet, amikor afejek és irasok killonbségei; pi
annak avaloszinisegét, amellyel A nyer az i. alapotbdl, L; pedig azt a dobasszamot, ameddig

atlagosan tart ajaték az i. dlapotbdl indulva. (Ekkor a 0. allapot a kezdéallapot.) A jaték
folyamatabrgja:

/\/ |

A nyer B nyer

A folyamatdbra szimmetrigjais mutatja, hogy ps= po = % (szabdyos érme). Ezt
felhaszndlva, attbbi val 6szintiség meghatérozasahoz felirjuk a valdsziniiségi egyenl eteket:

1 1
(1) P, == P, +§ po’

2
11
@) p=5+5p
) 2 5 2 s . .
Ennek megoldésap; = 3 esp, = re Apr= 3 eldaul azt jelenti, hogy ha a dobott

fejek szama eggyel nagyobb, mint az irésok szama, akkor ebbdl az dlapotbdl az A jatékos %

val0szintiséggel nyer. Meg lehet mutatni, hogy ajaték el6bb-utdbb véget ér (pontosabban 1
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val6szintiséggel; 14sd 8.4. feladat), tehét ajétékban nem lehet dontetlen. igy szimmetriaokok
miatt p., =1- p, :% és p,=1- p, =%.

A jaék szimmetriga miatt alépésszamokrateljesil, hogy L = L, ezért a
» hagyomanyos médon” kapjuk az aldbbi egyenletrendszert:

M) L=1+L,

1 1
(2) L, :1+EL° +EL2,

Az egyenletrendszer megoldasal, =5,L;=8,Lo=9,sezétlL,=5L;=8.

Megjegyzés: Vizsgajuk meg ajaték dtaldnos esetét!

A jétéknak legyen akkor vége, haafejek ésirdsok szamanak kildnbsége h. Ekkor
altalaban is megmutathat6 (1asd 6.3. feladat), hogy Lo = h?, vagyis étlagosan h*-szer kell egy
szabdyos érmét feldobnunk ahhoz, hogy afejek és irasok eltérése (el6szor) h legyen.
Ugyanakkor afeladat egyfajta dudlisais bizonyithatd (ezt most nem tesszilk meg): eszerint ha
egy szabélyos érmét h®-szer feldobunk, afejek és irasok szaménak &tlagos eltérése ardnyos
lesz h-val.

Erdemes elgondolkodni azon, hogy ez az eredmény mit is jelent azzal kapcsolatban,
amit Ggy szoktunk nevezni, hogy , a véletlen szamok kiegyenlitédési hajlama’ (Iésd 10.1.
feladat).

3.7. feladat: Két jatékos felvatvadobd fel egy szabdlyos pénzérmét. Az ajatékos
gyo6z, aki el6szor dob fejet. Vizsgdjuk meg ajatékot!

Eszrevehets, hogy a2.1. probléméaval anal6g feladatot kaptunk ap=k=1,n=2

paraméterekkel. Az ott adott megoldés alapjan akezdo jatékos nyerési esélye nTnk = % a

dobasok vérhat6 szama pedig % = 2. A mésodik jatékos természetesen % val 6szintiséggel
gyoz.

3.8. feladat: A 3.1. feladatban az A jatékos FFF sorozataval szemben nagyobb eséllyel
nyert a B jatékos FIF sorozata, anyerési arény A: B =2 : 3 volt. Modositsunk B sorozatén
ugy, hogy nehezebb dolga legyen; példaul B akkor nyerjen, ha a FIFI sorozat jon ki
eredmenyul.

a) Mennyivd lett igazsagosabb a jaték?

b) Hatérozzuk meg, &lagosan hany dobésig tart a jaték!

¢) Hatérozzuk meg, atlagosan hany dobésbdl kapjuk meg kilon-kilon az FFF, illetve
FIFI sorozatokat!

Megoldas: A jaték folyamatébrgja:
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B nyer

Ugyanezt a folyamatabrat megadjuk gréfelméleti korrdl is:

a) Az egyes dlapotok a kovetkez6 dobéssorozatokkal ekvivalensek: C=F, D =FF, E=
FI, G=FIF. Jdentses, ¢, d, e, g rendre A gy6zelmének avaoszinisegét az S C, D, E, G
allapotokbdl; ekkor az dbra alapjan felirhat6 egyenletrendszer a kovetkezo:
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2 2
(3 d=1+1g
2 2
1 1
4) e=—-s+—qg,
(4) e=3s+2g
1
5 ==d.
® 9 5
Az egyenletrendszer megoldésa (s,c,d, e, g) = % g % % gg Tehdt amodositas utan

sem kaptunk igazsagos jatékot, ez ajaték mar A-nak elényds. A nyerési val sziniiségek
aranyaA:B=5:3.
b) A |épésszamokra felirhatd egyenletrendszer:

(1) L, :1+%L 1

C 2 S

e

1, .1
(2) L, =1 oL +oL

Az egyenletrendszer megoldasa(L, L., Ly, L., L) = 8%5 2747 g 7, 17:’9. Tehdt a
e a

dobasok atlagos szamalg = % =8,75.

c) Az FFF célsorozat esetén afolyamatédbra és az egyenl etrendszer:
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Az egyenletrendszer megoldasa (Ls, Lc, Lg) = (14, 12, 8).

Az FIFI célsorozat esetén a folyamatabra és az egyenl etrendszer:
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(1) L, :1+%|_ 1

C 2 S

C

(2) L, :1+%L +%Ld,

3 L, :1+%L 1

S 29
1
4) L, =1+—-L
(4 L =1+

ct

Az egyenletrendszer megoldasa (Ls, L, Lg, Le) = (20, 18, 16, 10).

Tehét kilon-kiilon az A sorozatnak étlagosan 14, a B-nek 20 dobasra van szilksége; ha
pedig a két sorozat egytt vesz részt ajatékban, az étlagos dobasszam 8,75.

3.9. (kitiizott) feladat (KE6MaL B.3849.) Egy szaba yos érmét addig dobalunk, amig
legaldbb egyszer kapunk fejet is ésirast is. Mennyi a dobasok szaménak vérhat6 értéke?

3.10. (kitizott) feladat: Egy érmét hajigdlunk. Varhat6an hanyszor kell feldobni, hogy
a) FF, illetve b) FI j6jjon ki egymas utan? (Ez két kiilonbdzo feladat.)

3.11. (kitizott) feladat: Egy érmét addig dobadunk, amig harom egymas utani
dobésban FIF vagy |IF nem adddik.

a) Mennyi ava osziniisege annak, hogy FIF adodik el 6bb?

b) Hatérozzuk meg, &lagosan hany dobésig tart a jaték!

¢) Hatarozzuk meg, atlagosan hany dobésbdl kapjuk meg kilon-kilon az FIF, illetve az
I1F sorozatokat!

3.12. (kitiizott) feladat: Modositsuk az el6z6 sorozatokat Ugy, hogy egy F dobassal
mindkettét megtoldjuk. Tehét: egy érmét addig dobalunk, amig hdrom egymas utani dobasban
FIFF vagy |IFF nem adddik. Mennyiben véaltoztak meg az egyes nyerési val 6sziniiségek?

a) Mennyi ava 0sziniisege annak, hogy FIFF adodik e 6bb?

b) Hatérozzuk meg, &lagosan hany dobésig tart a jaték!

c) Hatarozzuk meg, &lagosan hany dobasbdl dl elé kulon-kulon az FIFF, illetve az I 1FF
sorozat!

3.13. (kitiizott) feladat: Harom jatékos egy szabalyos érmét tobbszor feldob egymés
utan ugy, hogy mindig csak alegutolsd harom dobés eredményét veszik figyelembe. Az A
jétékos akkor gy6z, ha az utolsd harom dobas FIF volt; B akkor, ha az utols6 harom dobas Fll;
végll C akkor, ha az utolsd hdrom dobas FFI volt. Mekkora eséllyel nyernek az egyes
jatékosok? Atlagosan hany dobésig tart ajatek?

Ermedobalasok szamitdgépes tamogatassal
Tdbb, afeladathoz hasonl 6 szamitogépes jaték is elképzel hetd.
Nézziink néhany példat, amikor ajétékos ellenfele a szamitogép (de a jatékokat tanul ok
isjétszhatjak egymassal):

1. El6sz6r ajatékos valaszt egy harom hosszUsagu érmedobés-sorozatot, majd a gép
vélaszt véletlenszeriien egy harom hosszisagu sorozatot.
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2. El6sz0r a gép valaszt véletlenszertien egy hdrom hosszUsagu érmedobés-sorozatot,
majd a gép sorozata ismeretében ajatékos valaszt egy harom hosszUsagu sorozatot.

3. Az el6z6 feladatokat jatszhatjuk eltéré hosszisagu sorozatokkal is.

A fenti feladatokban a kérdés mindig az, hogy hogyan érdemes sorozatot valasztani.

4. El6sz0r ajétékos vaaszt egy hdrom hosszUisdgu érmedobas-sorozatot, majd a gép
vélaszt optimdlis stratégiaval egy harom hosszlsagu sorozatot.

Haajéték bizonyos tétre megy, akkor a kérdés az is lehet, hogy milyen stratégiaval
minimalizal hat6 a veszteség; vagy esetleg nem egyenl6 ,, beugroval” torténik a jatek.

5. A fenti jatékokat jatszhatja ketténel tobb jatékosis.
6. Estermészetesen az 1 - 5. j&tékokban mindig tippelhet arra minden nézé (mint
kivuldlé, egymassal versengé jatékos), hogy ki gyéz, és hogy hany |épésig tart ajaték.

Azilyen tipusu jatékok viszonylag kdnnyen programozhatok (talén az osztdlyban isvan
olyan gyerek, aki szivesen ir egy egyszerii jatszé programot). Erdemes a kénnyebb
vétozatokat megmutatni a didkoknak, s hagyni 6ket jatszani, gyakorolni, tapasztal atot
szerezni. A nehezebb jatékok (példaul 4.) onmagukban is érdekes kérdéseket vetnek fel;
ezekre a cikk késsbbi részeiben megprébaunk majd vaaszolni.
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4. Statisztikus golydjatékok

Egy urndban kezdetben kil onbdzé szinti golyok vannak. Ezek kozul vé etlenszeriien
kivalasztunk egyet, és a kovetett stratégiatdl fliggéen kivesziink vagy betesziink Ujabb
golydkat az urndba. Ezt alépést addig fol ytatjuk, mig a golyok darabszama, szindsszetétele
vagy egyéb jellemzdje el nem ér egy elére rogzitett értéket. A , statisztikus golydjatékok”
elnevezést olyan golydmodellek esetén haszndljuk, amikor az urndban |évé golyok Osszetétele
el6irt szabdly szerint vatozik, a hizés tartamétdl figgéen; de a golydk hizésa
véletlenszertien torténik. A jatékokban a golyok eloszlasaval kapcsolatos val dsziniiségi
kérdéseket vizsgdlunk, példaul az egyes céldllapotok elérésének a val 6sziniiségét, az ide
vezet6 folyamat étlagos hosszét stb.

A 2. fgjezetben (visszatevéses sorsolasi modell) a golydk szinmegoszlasa a jéték alatt
vétozatlan volt, sigy alandé val 6sziniiséggel hlztunk azonos szinii golydkat. A most
kovetkez6 golydjatékokban - akilonbdzé szini golyok szdménak valtozésa miatt - ez a
val 6szintiség nem dlandd, a golyok aktudlis szamaval lesz aranyos. Ez aapjan a statisztikus
golyojatekokat az dlandd val 6sziniiségii golyojatekok altal dnositésanak is tekinthetj k.

A golydjatékok osztalyozasa

A fejezet jatékaiban a kihtzott golyok szinétdl fliggé szabaly szerint valtoztatjuk az
urnaban lévé golyok szinét vagy szamét. A jatékokat tobb szempontbdl osztélyozhatjuk.

Osztalyozéasi szempont lehet:

a) A kezdeti szinek szama. Ez lehet 2, 3 vagy tdbb (dlapodjunk meg abban, hogy ezeket
az eseteket a2, 3, 4, 5, ... kddokkal szimbolizdjuk).

b) A kihlzott golyok szama. Ez lehet 1, 2 vagy tébb (kodok: 1, 2, 3, ...).

c) A jaték folyaman a golyok szamanak valtozasa. Ez lehet allandé (cseréliink vagy
ugyanannyi golyét teszlink vissza, mint amennyit kivettlink), lehet csokkend (kihGzunk vagy
kevesebbet tesziink vissza) és lehet ndvekvs. A valtozas médokhoz rendelt kddok: a
csokkeno, dlando, ndvekvo esetben rendre—1, 0, +1.

A [szinek szédma, huzott golydk szama, golyoszdm vatozésa] szamhérmassal a jatékok
egy-egy osztalyat jellemezhetjik. Példaul a2.1. feladat [2, 1, O] tipus(, a2.2. feladat [2, 1, O]
vagy [6, 1, Q] tipust volt. (A sorsolési modellben a dobokocka hat oldallapjanak hat golyo6t
feleltethetlink meg. Ez lehet akar 6 kiilonbdzo szinii golyd is, de mivel kitlintetett szerepe csak
a 6-oslapnak van, atdbbi lapot jellemz6 golyot tekinthetjik egyforma sziniinek.)

d) Més tipusti osztélyozést kapunk, ha az egyes szinek véaltozasat jellemzé stratégidkat
vizsgéljuk.

A stratégialehet akivaasztott golyd szinét tamogatd, Un. konform stratégia. Példaul ha
akivaasztott golyé piros, akkor egy tovabbi piros golyét helyeziink az urndba. Lehet a
stratégia semleges (ha a kivalasztott golyo piros, akkor nem csindlunk semmit), és végul lehet
kontrastratégia, mely akivélasztott szin ellen hat (példaul ha a kivaasztott golyo piros, akkor
kicserdljuk egy kék golyoéra).

Altaldban azt mondhatjuk, hogy moédszertanilag igen hasznos a hasonl 6 tipust
golydjétékok targyaldsa. Sok feladat &fogal mazhat6 a golyojatekok modelljére, mint erre
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mindjart [&unk példékat, s az &tfogalmazés-modellezés technikdjat a késobbiekben is gyakran
alkalmazzuk.

Ugyanakkor a golyojatékok igen alkalmasak szdmitogépes jatékok alapjaul is. Kénnyen
programozhatok, tetszélegesen paraméterezhetok, a szimulaciok és jatekok igen sok
variacidjaképzelhet6 . (Errél kissé bovebben a 9. fejezetben irunk.)

Héarom klasszikus példa

Az a&bbiakban - megoldéasuk nélkil - hdrom klasszikus feladatot emlitlink, melyekkel a
fent bevezetett fogal makra pél dakat mutatunk.

1. példa: Egy dobozban p darab piros szinii és k darab kék goly6 van. A dobozbdl
kivesziink két golyét. Ha ezek kilonbdzé szintiek, akkor a piros golyét visszatesszik, ha
egyforma szintiek, akkor egy kék golyot teszlink vissza. Ezt az eljarast addig ismételjuk, mig
egyetlen golyo marad a dobozban. Mi a val 6sziniisége annak, hogy ez a golyo piros?

2. példa: Egy téblarafelirtunk 1996 darab 1-est, 1997 darab 2-est és 1998 darab 3-ast.
Barmely két kilonbdzé szamjegyet letdrolhetjik, ha helyette a harmadik szamjegyet egyszer
felirjuk atéblara. gaz-e, hogy ezt az eljarast ismételve elérhetjik, hogy a) csak egyfajta; b)
csak egyetlen szam marad? Haigen, melyik lehet ez a szam?

A feladatnak val0szintiségszamitési értelmezést is adhatunk. Ekkor az eljéras folyaman
két kilonbozo, véletlenszertien kivalasztott szamjegyet letdrliink, s helyettik a harmadik
szamjegyet egyszer felirjuk atdblara. Mi ava osziniisége annak, hogy a) csak egyfajta; b)
csak egyetlen szdm marad?

3. példa: Egy szigeten 13 sziirke, 15 barna és 17 z6ld kaméleon é. Ha két kil 6nb6z6
szinii kamé eon taldkozik, megijednek egyméstdl, mindketten a harmadik szinre véltoztatjak
abériket. Két azonos szini talakozasakor nem valtoztatjak meg a sziniket. Lehetséges-e,
hogy egy id6 mulva minden kaméleon ugyanolyan szintivé valik? (Mi ennek a val 0szintisége,
ha a kaméleonok talakozasa véletlenszerii?)

Az ds6 jaék kadja[2, 2, —1]. A mésodik jéték felfoghatd egy olyan golyomodellnek,
amelyben az 1-es, 2-es és 3-as szamjegyek a piros, kék, srga golyoknak feleltethetok meg.
Ha nem iranyitott, hanem véletlenszerii folyamatot akarunk, akkor annyiban médositjuk a
visszatevés szabdlyt, hogy ha két egyforma golyot hizunk (szamjegyet valasztunk), akkor
mindkettét visszatesszilk. Igy ajéték kodja[3, 2, —1], a golydszam pedig nem szigoran
monoton modon csokkend. A harmadik jaték kodja[3, 2, O]; itt az egyes kamél eonokat
azonosithatjuk hasonl ¢ szinii golyokkal.

A végallapotok valosziniisegét a 9. fejezetben megadjuk; ezek meghatarozéséhoz nincs
szikségiink a Markov-lancok médszerére. Ha azonban a 2. b) vagy a 3. pé da esetleges
végallapotanak (csupa egyforma szamjegy, illetve egyforma kaméleon) el éréséhez szilkséges
atlagos |épésszaméra vagyunk kivancsiak, mar eredményesen alkalmazhatjuk atanult eljarast.

A tovébbiakban néhany egyszeri stratégiaju, kevés golydbdl alé modell viselkedését
vizsgaljuk meg.
Konform- éskontrastratégiak
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4.1. feladat (konform piros stratégia): Egy urnaban 10 golyé van, kezdetben 7 kék és
3 piros. Minden |épésben véletlenszertien kivalasztunk egy golyot. A jatékszabaly a
kovetkezo: haakiva asztott golyd kék, pirosra cseréljuk ki; ha piros, akkor vatoztatas nélkdl
visszatesszik. (Ebben ajatékban tehat csak néhet a piros golydk szama.) A jatéknak akkor
van vége, amikor minden golyo piros. Atlagosan hany |épésig tart egy jéték?

M egoldas: Ebben ajatékban a piros szin 1 val 6sziniiseggel ,,gy6z”.

Jelentse L a hatralévé hizésok atlagos szamat, ha a 10 golyobdl i darab kék van az
urndban. A feladat L; meghatérozésa. A jaték folyamatabrgjanak felirasa helyett rogton
vizsgaljuk meg az dtaldnos egyenl etet.

Mivel i darab kék goly6 esetén 1'—0 esdllyel hazunk kék és % esdllyel piros golyé,

i 10- i
az L 10 (1+ Li-l)+ 10

(1+ L, ) egyenletet kapjuk. (Az egyenlet els6 tagja ugy

értelmezhet6, hogy 1'—0 val6szintiséggel kék golydt hizunk; mivel ezt kicseréljik pirosra,

torténik egy hlzas, plusz még annyi, amennyi atlagosan az (i — 1) kék golyd esetén varhato,
vagyis Li_1 szdml. Hasonl6an a mésodik tag a piros golyo hlizésanak folyamatét irjale.) Innen
atalakitasokkal L; = Li_3 + E kovetkezik. Ezt az egyenletet felirvaazi=7,6, ...,2, 1

[
esetekben, az aldbbi egyenletrendszer adodik:

10
L7 = LG +7,

10
L, =L +—,
() 5 6

10
L=l +=,
2 =L+

10
=L+,
L=l 1

Csak az egyenletrendszer szimmetrigja miatt hasznéltuk Lo-t, nyilvan Lo = 0.
Most az egyenletrendszerben alulrdl felfelé haladva, a kisebb indexi tagokat sorban

behelyettesitve, az L, = 1oé"i+% " % - %9 dsszefiiggést kapjuk, innen Ly » 26.
e (%)

M egj egyzések:
1. A kovetett megoldasi modszerrel hasonl6an |&that6 be, hogy n golyo esetén, kezdeti k

kék golydval, ahizésok alagos szama L, = n€i+%+% + ...+%9; specidlisan, haminden
e @

1.1 16
Z+S 4+
2 3 Ng
2. Mellékmegoldasként megkaptuk az L; = 10 mar ismert eredményt, mely azt mutatja

meg, hogy hatiz golydhbdl egy kék, tlagosan tizszer kell visszatevéssel hliznunk, mig sikerdl

golyo kék kezdetben, akkor a hlizasok étlagos szama L, = ngf[+
e
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akék golydt kihtzni. (Ugyanez az érték érmedobdl asndl 2, kockadobésndl 6, visszatevéses
sorsolasnd 2 volt (2.4. feladat).)
P

4.2. feladat (kétiranyu szinpéarbaj): Egy urndban 6 golyo van, kezdetben 3 piros és 3
kék. Minden |épésben véletlenszeriien kivalasztunk egy golyot, és ellenkezé sziniire cseréljik
ki. A jatékot akkor nyeri Piros (P), ha minden golyo piros lesz; mig Kék (K) akkor, ha minden
golyo kék lesz. Atlagosan hany 1épésig tart egy jaték?

Megoldas: A jaték mindkét szin szempontjébdl kontrastratégidju. Legval 6sziniibb, hogy
agolyok szineloszlasa az egyensilyi dlapot korll ingadozik, ezért ajaték végét varhatdan
magas |épésszammal lehet elérni.

Legyen azi. dlapotban i darab piros golyé az urndban; jelentse L; az i. dlapotbadl
indulva a huzésok varhaté szamét, p; pedig P gy6zelmeének a val 6sziniiségét, szintén az i.

dlapotban. Ekkor tudjuk, hogy szimmetriaokok miatt p, = % (igazsagos ajaték) éspi=1—

Ps-i (nincs dontetlen; ajaték elébb-utdbb véget ér). A tobbi p; meghatérozasahoz - a szokott
modon - felirhatjuk, hogy:

1542
P, =5 P+ Py

3
5
p1 _g p2’
. 1
es most =—.
Ps >

Az egyenletrendszer megoldésa p, =% és p,= % vagyis ajaték erésen

kiegyensulyozott akkor is, hanem a szimmetrikus kezdohelyzetbé! indulunk.
A |épésszamokrateljeslil az L = Le szimmetria, igy afelirhat6 egyenletrendszer:

L,=1+L,,

1 2
L =1+=-L +—L,,
L

g:1+ng

Az egyenletrendszer megoldasal; = 31, L, =36, L3 = 37.

4.3. feladat (egyiranyu szinpéarbaj): Egy urndban 6 golyd van, kezdetben 3 piros és 3
kék. Minden |épésben véletlenszeriien kivalasztunk egy golyot, és ellenkezé sziniire cserdljik
ki. A jaéknak akkor van vége, haminden goly6 piros lesz. Atlagosan hany |épésig tart egy
jéték? (El6szor probdljuk szamolas nélkll megbecstilni, hogy mennyivel nének a 4.2. feladat
|épésszamai!)

Megoldas: Hai darab piros és 6 — i darab kék golyonk van, alépésszamokra
L, :1+'—6Li_1+%Li+l teljesil. Az egyenlet atalakitva L, = 66' L - 6I -1, - 6_ , ezt
- -

irjuk fel rendreazi =5, 4, 3, 2, 1 esetekben:
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6 5 6
L =—L->-L,-—,
17 1% 1

6 4 6
L.=—L,-—L,-—,
> 2% 27 2

6 3 6
L, =—L.- >L,-—,
3% 37° 3

6 2 6
L.=—L,-Z<L -—,
4% 4t 4

6 1 6
Lzzgl_l'gl_o'g.

Két peremfeltétel tink van a szélséhelyzetekbol: Le = 0, illetve Lo =1 + L,. Példaul a
mésodik feltételt felhaszndva az egyenletekbdl - lentrél felfelé haladva - minden valtozot
kifgezhetiink L;-gyel:

7 18 39 96 411
L=L-—-L=L-—L=L->L=L- — L=L-—.
=l b=h- L=l k=l k=l
Mivel Ls = 0, akapott értekek: L; = L1:4—11, Lzzﬂ, |_3:393, |_4:372, |_5:315,
5 5 5 5 5
416

és kordbban lattuk, hogy L, =1+ L, = =

Erdemes 6sszehasonlitanunk az e€l6z6 4.2. feladat Ly = 31, L, = 36, L3 = 37 |épésszamait
amost kapott L, = 82,2, L, = 80,8, L3 = 78,6 értékekkel.

M egjegyzések: Az egy- és kétiranyl szinpérbaj jatéknak tobb altal anositésa képzel het6
el.

1. Megtehetjik, hogy az alapjaték paramétereit (kezdeti golydszam, célallapot)
véaltoztatjuk meg. Példaul legyen a kezdéallapot k darab kék és p darab piros golyo, Kék
gy6zelméhez a kék golyok szamanak € kell érnie ak + 4-et, Piros gy6zelméhez pedig a piros
golyok szamanak kell elérneap + 3-at.

2. Felvehetiink tobb szint, s az () szinekre specidlis szabadyokat érvényesithetlink.
Példaul a piros és kék golyok mellett sdrga golydkat is az urnaba helyeziink, s ha sarga golyot
hizunk, kicseréljuk pirosra.

Es hét természetesen tobb , jatékos” isjéatszhat. Két |ehetséges szabdly piros, kék, sarga
golyok esetén:

3. Hasarga goly6t hizunk, visszatesszik. (Ez ajaték vegyesen konform és
kontrastratégigu. Lathatéan csak sarga nyerhet; kérdés az ehhez szilkkseges |épésszam.)

4. Piros golyét kékre, kéket sargara, sargét pirosra cserél link.

A kovetkezo feladat a statisztikus golyojatékok egy gyakorlati alkalmazésara mutat
példéat.

4.4. feladat: Egy 486 DLC 40 MHz-es AT szdmitogép az [1, 32] intervallumban
egymillié véletlenszdmot 11,59 mésodperc alatt generdt ki. Ugyanez a gép atlagosan mennyi
id6 alatt osztott ki négy jatékos kozott egy 32 lapos kartyapaklit? (Az osztas algoritmus a
kovetkezd: a gép el6szor egy véletlenszdmot vélaszt az [1, 32] intervallumbdl; haa szamnak
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megfelel6 kértyalap még nem foglalt, kiosztja a soron kovetkezé jatékosnak; ha alapot mar
megkapta valamelyik jatékos, akkor a gép U vél etlenszamot generd és igy tovébb.)

Megoldas: Ez afeladat a golyojatékok egy alkalmazasa; megprobdjuk valamelyik
jétékkal modellezni az osztast.

A gép szempontjabdl a 32 kértyalap kétféle lehet: "j0" vagy "rossz". "J0" akartyalap
akkor, ha a véletlen vl asztéaskor még nem osztottuk ki a soron kovetkezé jatékosnak,
ellenkez6 esetben "rossz". Ugyanakkor haa gép egy "j0" kartyalapot kivalaszt éskioszt a
soron kdvetkezo jatékosnak, utdna mar a kartyal apot "rossznak" kell jel6lni, hiszen tobbé nem
oszthato ki.

A kartyalapok szama dllando, tehdt a 32 lap kdzlli véletlen valasztas egy 32 golyot
tartalmazo urndbdl val 6 hlizasnak felel meg. Kezdetben minden lap "jé", legyenek a kezdeti
golyok példaul kékek. Haegy "j6" lapot hizunk, azt kiosztjuk, és "rossznak" jel 6ljik; ennek
megfelel az, hogy ha egy kék golyét kihtzunk az urnabdl, helyette egy pirosat tesziink vissza
(agolyészam dlando). Ha egy "rossz" lapot hiizunk, azt tovabbrais "rossznak" tekintjuk;
ennek megfelel6en, ha egy piros golyét hizunk az urnabdl, véltoztatas nélkil visszatesszik.

Vegyuk észre, hogy a kartyapakli osztasanak a4.1. jaték konform piros stratégia
modellje felel meg. Ekkor akérdés az, hogy ha kezdetben 32 kék golyé van az urnaban, akkor
atlagosan hany hizas utan lesz minden golyo6 piros?

A 4.1. feladatban kovetett megoldassal L, = 32$+ % + % +..+ 3—129» 1299, igy az
e a

osztés étlagosan kb. 1,540 méasodpercig tartott.

M egj egyzések:

1. A kapott id6 igen rovid; nincs szilkseg arra, hogy az esetleges programozo kiirjaa
hagyomanyos informaci és szveget: "V arj egy kicsit, most éppen osztok." (A feladat is ebbdl
agyakorlati problémabdl szarmazik.)

2. Az osztés nyilvan gyorsabba tehet6, ha szamldjuk a kiosztott lapokat. Az utolsd
nyolc lap mar egy kézbe kerll, tehat csak 24 lapot kell ekkor kiosztani.

3. A feladat szép példa a matematika gyakorlati alkalmazésara. Erdemes ezt tudatositani
adiakjaink korében; valamint azt is hangsulyozhatjuk, hogy ataldban egyaltalan nem konnyii
egy gyakorlati feladat matematikai modelljét feladlitani.

Visszatevés nédkili sorsolasok

Egy urndban kezdetben kil énbdzé szinti golyokat helyeziink €. A jatékosok felvatva
hiznak ugy, hogy a kihtzott golyot nem teszik vissza (tehét az urnaban 1évé golyok szama
monoton cstkken). Mindegyik jatékosnak van nyeré szine (szinkombinacidja); s akkor gy6z
valamelyikik, hogy ha ennek megfelel6 szini goly6t hiz. A jaékban dontetlen eredményt is
kaphatunk, ha elfogytak a golyok és senki sem nyert.

Ezekben ajatékokban tehét a 2. fejezet sorsolasi €ljarasat médositjuk, sigy egy
csokkend golydszamu model It kapunk.

4.5. feladat: Vizsgdjuk meg az egyszeriibb alapjatékokat! Ebben két jatékos, akezds A
és amasodhuzoé B jatszik egyméssal. A nyer, ha piros golyét hiz, B nyer, ha kéket; s a golydk
kezdeti szinmegoszlésa

a) (p, k) = (1, 1);

b) (p, k) = (1, 2);

c) (p, K) = (1, 3);

d) (p, k) = (2, 3);
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&) (p. k) = (2. 4)
) (p.K) = (3,5);
0) (p.K) = (2, 1);
h) (p. K) = (2. 2);
i) (0.0 = (3,2);
NICIEIEE)

(Természetesen atanoran a mennyiség helyett a mingségre toreked;jiink: kevesebb
feladatot tiizziink ki, de lehetéleg az érdekesebbeket.)

Megoldas:
a) P(Anyer) = % (haelsére piros golyot hiz), P(B nyer) = 0, P(dontetlen) = P(D) = 1 :

b) P(A nyer) = % . (Elsére pirosat kell hiiznia. Ha ugyanis kéket hiiz, akkor a kdvetkezé

hiizéssal vagy B nyer, vagy dontetlen lesz ajéték.) P(B nyer) = %% = % (egymas utan két

kék huzés kovetkezik); P(D) = %x% = % (kék - piros - kék (kpk) a htiizésok sorrendje).

Ez ajéaték igazsagos.
c) P(A nyer) = % (elsére pirosat kell huznia). P(B nyer) = g (haaz elsd két hiizas kék -
piros (kp) vagy kek - kék (kk), akkor is nyer); P(D) = 0.

d) P(A nyer) = —+2x§x%:— (ahuzésok sorrendje p vagy kpp). P(B nyer) =
3.2 3 2 2 1 3221
— % +— ><—:— ahlzasok sorrendje kk v kk). P(D x= x= = (kpkpK).
545432 ( ) agykp)()543210(kpp)
€) P(A nyer) = g+gx§x%—— (p vagy kpp). P(D) = 0, igy P(B nyer) = g.(Perszeki IS
4 3 4 2
szamolhatjuk akk, illetve kpk sorozatok val0sziniiségét: — =+ — ——)

6 5 6 5 4 5
Altaldban isigaz, hogy ha akék golyok szama legal &b 2-vel tobb, mint a pirosaké,
akkor ajatékban nem lehet dontetlen.

3,532 53421 27 29
fPAner——+ X=X+ —X%=%-X%=X%==— (p, kpp vagy kpk P(B nyer) = —.
) PIANYen) = —+0Eu 4 0E o == (p, kpp vagy kpkpp); P(B nyer) =
g) P(A nyer) = 1.

A kovetkez6 feladatokban a piros golyok szama nem kevesebb a kék golyok szamand;
ajatekok nyilvan nem lehetnek A széméra elénytelenek.

2. 221 221 1
h) P(A ——+ x—x——— kpp). P(D) = = x=x= == (kpk), igy P(B nyer
) PIANyen) = * + 75 = = (pvagy kpp). P(D) = 5 % =< (kpk), igy P(B nyer)

I
ol

i) P(A nyer) = g

U'I|I\)
T

9 . ,
T (p, kpp vagy kpk; tulgjdonképpen p vagy kp).
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. 3,332, 33221 _7

P(Anyer) = —+—x=x%-+—x=x—x-x-=— (p, kpp vagy kpkpp). P(D) =
J) P(ANyer) = 505+ 5 = - (p, kop vagy kpkpp). P(D)
33221 1 1
SRS XXX = k), igy P(B nyer) = =
675717375 T 5 (Kpkek), gy P(B nyen) = -

4.6. (kitizott) feladat: Hatédrozzuk meg az €l6z6 jatékokban a hlizasok atlagos szamat!

Utmutatas: Legegyszeriibb a definiciét alkalmaznunk. Pédaul ad) (2, 3) jatékban
annak avaloszinisége, hogy ajéték 1, 2, 3, 4, 5 |épésben ér véget (tehét a htizasok p, kk, kpp,

2 32 3 321 1 3221 1 32211 1
kpkk, kpkpk), rendre =, =x-=—, =x-x-=— — T, XX XX = —
55410543105432105432110

Innen az &tlagos hizéasszam g>4+§><2+i><3+ix4+i>6:2,2.
5 10 10 10 10

4.7. feladat: Egy urnaban kezdetben 1 piros, 2 kék és 3 sarga golyo van. Harom jatékos,
A, B és C felvltva hiz visszatevés nélkil. A nyer, ha piros golyét hiz; B nyer, ha kéket; C, ha
sargat. Hatérozzuk meg A, B, C nyerési esdlyét!

Megoldas: A jaték dlapotdiagramja 6 mélysegii (7 szintti) fagraf, melynek
felrajzolasakor igyekeztiink egyszertisitéseket végezni. Az egyes alapotokat a golyok aktudis
szémaval jel6ltuk (kezdetben ez (123)); a dontetlen végallapot jele D.

123

A 113 122
-T2
B 103 112 B 121 022
U V4
1 4 4
2 1/4\1/ 1/2\ 2 » \1/2/
c c 102
V3 Mq/ %iﬁ/ ”31/ u3\l/ WS
A 101 c
ZIJ% le_/2 1// X/UZ / XIU &]IZNZ
C D B D C D

Nem rgjzoltuk ki példaul az egyértelmii utolso szintet; vagy az (102) alapotbdl rogton
kovetkeztettlink vagy A, vagy C gy6zelmére.

1, 2311 3221 1
Az doradapjan P(Anyer) = =+ = x=x=x- + = x=x=x-=——: P(B nyer) =
o (y)66543654360(y)
21 32 3211, 23121 31221 32211 32121 21
— X =X XXX X XX X X X X X — X X X X — X X XX = —
65 65 6543 65432 65432 65432 65432 60
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21 231 321 312 2311 3121
P(Cnyer):_x_+—x—x—+—x—x—+—x—x—+—x—x—x—+—x—x—x—+
65 652 654 654 6543 65143
23121 32211 20 ., y
— X=X X=X+ —X—x—X-x-=— ésadontetlen val6sziniisege D =
6 5432 65432 60
23121 32121 32211 31221 32211 6
2X X XXX — X XXX X X XX XX X X XX XX =
6 5432 65432 65432 65432 65432 60

(A folyamatébra | ényegében nem konnyitette meg a munkankat, de a megol dés szerves
része, igy nem hagytuk el. Bizonyos értelemben fel eslegesen dolgoztunk, de ez a
feladatmegol dés folyaman gyakran el6fordul.)

4.8. (kitizott) feladat: Hatdrozzuk meg az €l6z6 jatékban a hlizésok &tlagos szamét!

M egjegyzések: A visszatevés nélkili sorsolasi modelleket dtalanosithatjuk.
Vatoztathatjuk a golyok kezdeti megoszlasét, tobbféle (tbbbszini) golyoval jatszhatunk, és
novelhetjik ajatékosok szaméat is.

A csokkené golyoszam miatt nehezebb ekvivalens dllapotokat taldni, igy ajéték
folyamatébrgja konnyen megndvekedhet, ajaték elemzése elnehezedhet. (A 4.7. feladatban
kevés kezdeti golyoval jatszottunk, ennek ellenére az allapotdiagram grafjaigen bonyolult
lett.) Természetesen minél dsszetettebb afeladat, annal inkabb el 6térbe kertl a szamitogép
alkalmazésa.

Vegyes feladatok

4.9. (kitizott) feladat (K6MaL A.381.): Egy n oldalt,, dobdkockét” addig doba unk,
amig mind az n |ehetséges eredményt legal abb egyszer megkapjuk. Mennyi a dobasok
szamanak varhat6 értéke?

4.10. (kitiizott) feladat: Egy fizikusok atal a gazok diffuzidjara hasznalt modell a
kovetkezo:

Egy urna Ures, egy mésikban 6 darab szamozott golyo van. Egy kisérlet abbdl dl, hogy
vé etlenszeriien kiva asztunk egy szdmot 1-t6l 6-ig, és aneki megfelelé golyot attesszilk a
masik urnaba. A jatéknak akkor van vége, haa golyok eloszlasa 3 - 3.

a) Atlagosan hany |épésig tart a kisérlet?

b) Oldjuk meg aforditott feladatot is: 3 -3 golyo esetén varhatdéan hany |épés utén fog
kidrtlni valamelyik urna?

4.11. (kitiizott) feladat: Egy dobozban négy kil6nb6z6 szinii golyé van.
Véetlenszeriien kivalasztunk kettét, majd az elsé golyot olyan szinire festjiuk, mint a
mésodik. Varhatdan hany huzés kell ahhoz, hogy minden golyo6 egyszini legyen?
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5. Ferdefoci

Két jdtékos akovetkezo, ferdefoci nevii jatekot jatssza (az elnevezés az [1] konyvbdl
szarmazik; az elnevezés magyarédzatét az 5.5. feladatban |athatjuk). Adott h hosszisagu palya
egyik mezéjére egy korongot helyeznek el, majd szaba yos érmével dobésokat végeznek. Ha a
dobas fej, a korongot egy mezével balra, irés esetén egy mezével jobbra mozditjék el. A jobb
oldali jatékos (tovabbiakban J) akkor gyéz, haakorong ajaékmezét bal oldalrél hagyjae; a
bal oldali ja&ékos (B) pedig akkor, hajobbrél. Ha a mezéket balrél jobbra megszamozzuk,
akkor ugy is tekinthetj ik ajatékot, mintha J gyézelméhez a korongnak a 0. mezére (B
kapuja), B gy6zelméhez pedig a (h + 1). mezére (J kapuja) kell kertilnie.

Bl [ [ [ [ [ ]33
0 1 2 3 .. h o hel

5.1. feladat: Vizsgdljuk meg aferdefoci alapjatékot h = 2 hosszisagu padyan!

a) Mi annak aval 6sziniisége, hogy ajatek dontetlennel ér véget?

b) Mekkora val 6szintiséggel gy6z J, ha akorong kezdetben az €l s, illetve a méasodik
mezon van?

c) Atlagosan meddig (hany dobésig) tart ajaték? (A jatéknak akkor van vége, haa
korong valamelyik oldalon elhagyja a palyat.)

Megoldas: Nevezzik atovébbi jatekokbanisi. alapotnak azt a helyzetet, amikor a
korong az i. mezén van. Jel6lje p; annak aval 6sziniiségét, mellyel J nyer az i. dlapotbdl
indulva; L; pedig az &tlagos |épésszamot. Az érmedobas vél etlenszerisége miatt abara,

illetve ajobbra |épés val bszinlisége egyarant % :

a) Legyen a korong kezdetben az els6 mezén. A jéték csak akkor Iehet dontetlen, haa

dobasok egymas utan iras, fg, irés, fg sth. sorrendben kévetkeznek. Annak val 6sziniisége,
..N

hogy ajéték N dobas utdn nem ér véget, (a}e_;g ; ennek hatérértéke nulla, haN tart a

e2g
végtelenhez. Ha a korong a masodik mezérél indul, a helyzet - szimmetriaokok miatt -
ugyanez. Vagyis a dontetlen val 6sziniisége nulla, ez ajaték is 1 val bszintiséggel véget ér.

b) Elsé megoldéas (mértani sor): Tudjuk, hogy p: = P(J nyer) = P(J vagy az els6, vagy
aharmadik, vagy az 6todik, vagy a... |épésben nyer (és kozben B nem nyer)). Ez formailag a
1,46 40

.2
pL=P@dnyer) = = +¢=+ +¢=+ + ... egyenletet jelenti. Ez egy {ég hanyadosl végtelen
2 @2g @&2g e2g

meértani sor, melynek dsszege % Tehét py = P(J nyer) =

wiN

Masodik megoldas (,, logikai rekurzid”): Mivel ajatékban nincs dontetlen, barmely
alapotban P(J nyer) + P(B nyer) = 1. Ezért ha egy irés dobas utan akorong a 2. mezére kertl,
ajatek szerepcserével folytatodik, ahonnan mér B nyer p; ésJ nyer (1 — p;) valosziniiseggel .

Ez alapjan akezddallapotra felirhatd egyenlet p; = % +%(1- p,), melynek p; = % a

megoldasa.
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Harmadik megoldas (M arkov-lancok): A problémafolyamatabrga (a mezék
sorszdmaval jeloltik amegfelel 6 alapotokat):

/

J nyer

/

B nyer

A jaték szempontjabdl az 1. kezdéallapot, valamint egy fej és egy iras dobéas utan kapott
allapot ekvivalens. A felirhat6 egyenletrendszer:

1 1
@ p =S+ P

1
2 p,= P

Az egyenletrendszer megoldasa val éban p; = E.

3

c) Elsé megoldas (a varhato érték definicigja alapjan):

2 .3
L =1q+80 0,80 5.k
1 ¢ G
2 e2g e2g

Méasodik megoldas (M arkov-lancok): A folyamatdbra alapjan alépésszamokra
felirhaté egyenletrendszer:
1 1
(1) L1 = E >§I-+E(1+ Lz)’

1 1
(2) Lz :E&"'E(l"' Ll)'

Az egyenletrendszer megoldasal, =L, = 2.

Harmadik megoldas (,, logikai rekurzi6”): A varhatd |épésszam szempontjabdl az 1.
és 2. dlapotok szimmetrikus szerepik miatt ekvivalensek. Az L; = L, szimmetria miatt
kozvetlendl felirhato egyenlet:

L, :%XL+%(1+ L,), ennek megoldésal; = 2.

M egj egyzések:
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1. A ferdefoci jaték tulgjdonképpen egy egyenes mentén torténd diszkrét (egységeket
[ép6) bolyongési modell; ennek 5.1. alehet6 legegyszeriibb feladata

2. Az érmedobas szerepe gyakorlatilag az, hogy megadjaabalra, illetve ajobbralépés
val 0szintiségét.

3. Természetesen p; > p, a varakozasunknak megfelelden.

4. A 2.7. feladat megjegyzése alapjan L, = 2 megjosolhaté volt. (Megmutattuk, hogy ha
egy esemeény bekdvetkezésének val dsziniisége p, akkor az ehhez szilkséges étlagos | épésszam

1 . Itt pedig errél van sz6: mindig % val6szintiséggel ér véget afolyamat.)
p

5.2. feladat: Vizsgdljuk meg aferdefoci alapjaték val dsziniiségeit ah = 3 hosszisagu
payan!

a) Mekkora val 6sziniiséggel gy6z J, ha a korong kezdetben az els6 (masodik, harmadik)
mezon van?

b) Mekkora az étlagos | épésszam az egyes esetekben?

B [ [ |3
1 2 3
Megoldas: Ismét igaz, hogy nincs dontetlen (részletesebb indoklés: 8.5. feladat), ajaték
el6bb-Utobb véget é&r. Az dléz6 feladat jelolésaivel p, = % 01 = %+% b, = g,sigy 0s = %.

A lépésszamokra L, = L,, L, =1+L, és L, :1+%|_2 :1+%(1+ L,).lnnenL;=L3=3,L,=

4.

5.3. feladat: Vizsgdljuk meg aferdefoci alapjaték valosziniisegeit ah = 4 hosszisagu
payan!

a) Mekkora va 6sziniiseggel gy6z J, ha a korong kezdetben az els6 (masodik, ...,
negyedik) mezén van?

b) Mekkora az &tlagos |épésszam az egyes esetekben?

Bl [ [ [ [
1 2 3 4

Megoldas: a) A jaték (B és J szerepcserejébdl adodo) szimmetrigiamiatt py = 1 —ps, pz
= 1-ps. Igy az egyenletrendszer egyszerisodik, nincs sziikségink négy egyenletre:

p —1+1p
2 277
1 1
P, :§p1+§(1' pz)-
. 4 3 2 1
Az egyenletrendszer megoldasa p, ZE’ P, :E’ P, ZE’ P, =§; ekkora

val0sziniiséggel nyer J az egyes mezékrél indulva
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b) A Iépésszamokrateljesil az L, = Lz ésL; = L, szimmetria (a varhato | épésszamok
szempontjabol azonos szerepiiek a 2-3, illetve 1-4 mezok). A felirhat6 egyenletrendszer:

L =1+3L
2

21

L, =1+%|_1+%|_2.

Az egyenletrendszer megoldésal,; =4,L,=6,L3=6, Ly =4.

5.4. feladat: Vizsgdljuk meg aferdefoci alapjaték valdsziniiségeit ah = 5 hosszisagu
payan!

a) Mekkora va 6sziniiséggel gy6z J, ha akorong kezdetben az els6 (masodik, ..., 6todik)
mezon van?

b) Mekkora az étlagos | épésszam az egyes esetekben?

Bl [ [ | [ JJ
1 2 3 4 5

Megoldas: a) A jaték szimmetrigiamiatt p1 =1 —ps, p2=1—ps €S p, :%.A felirhato

egyenletek:
p —£+1p
2 277
I |
2 2I01 2p3’
o, =+
3 2
Az egyenletrendszer megoldasa plzg, P, :g, P; =%, P, =§, Ps =%;ekkora

val0szintiséggel nyer J az egyes mezokrol indulva.

Megoldas: b) Ha alépésszamokat vizsgdljuk, az L, = Ls, L, = L4 6sszefliggést vehetjik
észre. A felirhatd egyenl etrendszer:

|_1:1+%|_2,

L, =1+%|_1+%|_3,

L, =1+L,.
Az egyenletrendszer megoldasal; =5,L,=8,L3=9, sinnenLs =5, L, = 8.

M egj egyzés:
A fenti feladatok eredményei alapjan sgjthetd, hogy ah = 2k — 1 hosszsagu pdlyan
h+1-i

] és L, = k%. Ennek a mésodrendii linedris rekurziok segitségével torténé

p =
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bizonyitédsa megtald hat6 a kovetkez6 fejezetben; s ugyanitt az atlagos |épésszamokraaz L =
i(h+ 1—i) atalanos eredmeényt kaptuk.

5.5. feladat: A ferdefoci jaték egy Ujabb valtozata, amikor a korong nem egyforma
valészintiséggel 1ép akét iranyba (ez az ,,igazi” ferdefoci). Legyen példaul abalralépés
AP 2 1
valoszinisége p = —, ajobbralépésvaoszinisege q = =, apadyahosszah = 3.

a) Mekkora val Osziniiséggel gy6z J, haakorong kezdetben amésodik (els6, harmadik)
mezon van?
b) Mekkora az étlagos | épésszam az egyes esetekben?

M egoldas. Rajzoljuk fel a szokasos jeldlésekkel ajéték folyamatabrgjét, példaul ha
kezdetben akorong a 2. mezén al.

a \k&

J nyer B nyer

Az allapotdiagramhoz tartozd egyenletrendszer:

p :gp +1Io
2 3 37
2
P, = 5 pz’
2
p3 _gp
14 12 8
Az egyenletrendszer megol désa p1_1_5 p2—1—5, p3_1—5_

Az alagos |épésszamokra felirhatd egyenletrendszer:

2

L2:1+§><L1+%><L3,
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Ennek megoldésa pedig L, =1€1, L, :%8, L, :1—7.

M egjegyzések: Balraakorong kétszer akkora val 6sziniiséggel 1€p, mint jobbra; emiatt
még a 3. mezérél indulvais J-nek elényds ajaték. Az 5.2. feladat 3, 4, 3 |épésszdmal 2,2; 3,6;
3,4-re modosultak. Ha a jaték kezdetekor a korongot a hdrom mezé egyikére véletlenszeriien
helyezzik e, akkor az 5.4. jaték dtlagban hamarabb ér véget, mint az 5.2.

5.6. feladat: Az €l6z6 jatékot annyiban mddositjuk, hogy most a korong adott
val0szintiséggel helyben is maradhat. (I1yen esetben tehat alépésszam 1-gyel né, de akorong

nem mozdul €l.) Legyen a balra |épés val észintisége p = é , ajobbralépés val 6sziniisége q =

%, ahelyben maradés val6szintiséger =1-p—-q = %; apédlyahosszah = 3.

a) Mekkora val 6sziniiseggel gy6z J, ha a korong kezdetben a mésodik (elsé, harmadik)
mezon van?
b) Mekkora az étlagos | épésszam az egyes esetekben?

Megoldas. a) A felirhato egyenletrendszer

P =2+ p oD
2 5 1 5 3 5 27

2.1 2

P, :g"‘g pz"‘g Pys

2 2
ps—gpz"'gps-

14 12 8
Ennek megoldésa p, =—, =, =—.
€g P, 15 P, 15 Ps 15

b) A Iépésszamokra vonatkozd egyenletrendszer:

1 2
Ll :1+gx|_2 +EL1,

L2=1+§><L1+%><L3+§L2,

L, =1+§L2+§L3.

Ennekmegoldésal_l:%l, LZ:%B, L3:1—37.

M egjegyzés: A kapott értékekkel kapcsolatban észrevehetjik, hogy az egyes mezékhoz
tartozd nyerési val6szintiségek nem vatoztak, alépésszamok pedig g-szorosra nottek.

Mindkét eredmény szeml él etesen magyarézhato:
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A helyben maradas nem befolyasolja a nyerési val 0szintiségeket. Ha tehét az esetek %
részében a korong helyben marad, akkor elég az esetek maradék g részét vizsgani; ezen

maradék esetek % részében balra, % részében pedig jobbra mozdul € akorong.

A lépésszamokkal kapcsolatban pedig azt allapithatjuk meg, hogy mivel akorong
atlagosan 5 1épéshil 2-szer hel yben marad, igy a maradék 3 tényleges el mozdul &shoz tartozé
vérhaté |épésszamokhoz atlagosan tovabbi 2, helybenmaradasi [€pést” kell hozzdadnunk; igy

kapjuk az étlagos |épésszamok g-szorosét.
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6. A ferdefoci jaték altalanos vizsgalata

Az dtaldnos térgyal és soran felhasznaljuk alinedris rekurziok elméletének tételeit.

6.1. feladat (altalanositas a palya hosszara és a lépési valosziniiségekre): Vizsgajuk
meg aferdefoci jatékot tetszéleges h hossziisagu palyan! Mekkora val 6sziniiséggel gy6z J, ha
akorong kezdetben az elss (mésodik, ...) mezén van? Erdemes rogton a feladat dtal anositasat
vizsgélni: tegylk fel, hogy a korong nem egyforma val észintiseggel 1€ép balra, illetve jobbra
Legyen a balra |lépés val 6sziniisége p, ajobbralépés valdszintisége g = 1 —p.

Megoldas: Legyen p; annak aval0szintisége, hogy az i. mezén tartozkodo bolyongo
pont balrdl hagyjael apdyét. (Azt is mondhatjuk, hogy ekkora val 6sziniiséggel nyer J.)

A bolyong6 pont vagy p val6szintiséggel balra, vagy q val6sziniiséggel jobbralép egy
mez6t, és innen a késobbiekben pi_y, illetve pi+1 valészintiséggel hagyja el balrdl apayat.
Ennek megfeleléen api = ppi + pi+1 ValOszinisegi egyenletet irhatjuk fel. Célszerii a0. és
(h + 1). fiktiv mezoéket felvenni, ekkor po = 1, pp+1 = 0.

Adott p, g és h értékek esetén megoldhatjuk a h darab egyenletbél dl6 pi = ppig +
opi+1 (=1, 2, ..., h) egyenletrendszert. (Ha h értéke nagy, haszné hatunk szamitogépet.)

Az dtalanos eset vizsgdatakor ap; = ppies + pi+1 (i = 1, 2, ..., h) rekurzié explicit
alakjét keresslik apo = 1, pr+1 = 0 peremfeltételek mellett. (Vagy aalakitva:

1
Pia :a P - g P

A qx* —x + p = 0 karakterisztikus egyenlet vizsgél atét két részletben végezziik el.

Elsj eset: Hap=q= % , akkor az egyenlet gyokei egybeesnek, x1 2 =1, ezért a(p)

sorozat p; = a + bi alaki. A po = 1 feltétel miatt a =1, apn+1 = O feltétel miatt b =- hi+1 A
.. . i h+1-i
sorozat explicit alakja p, =1- = .
(P) p ja p, Fr1 hel

Mésodik eset: Hap ! q, akkor legyen p < g. Ekkor a karakterisztikus egyenlet két gyoke
X = g X, =1. Helyettesitsink: ha ¢ = a akkor p; = ac' + b alakban irhaté. A po = 1 feltétel

h+1
miatt a+ b =1, aph = O feltétel miatt ac™ +b=0. Innen a = 1h+l ésb=- -2 —-A
1-c 1-c

i _ ~hi h+l _ i
(p) sorozat explicit alakjatehat p, :Cl Chﬂ =< e, Cl :
- C C -

M egj egyzések:

1. A kapott p, = h+l-|

val0szintiségek szép linearis csokkenést mutatnak, az 5.1 -

5.3. feladatok eredmeényeinek megfeleléen.
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h+l _ i

2.A P =—x ] képlet egyszerti ellendrzését 5.4. alapjan végezhetjik. Itt ¢ = P 2,
q
2*-2°
h=3volt;azi =0, 1, 2, 3, 4 értékeket rendre behel yettesitve pozﬁzl,
4 _ ol 4 _ 2 4 _ 3 4 4
p1:2 2_14’ _2-27_12 _2-2_8 _2"- 2-0A254.

2.1 15 T iy 15 Py T PeT
feladattal megegyez6 értékeket kaptunk.
6.2. feladat: Legyen ah hosszUsagu payan a balra |épés val bszintisége p (4 %) ajobbra

lépés val bszinlisége g = 1 — p. Melyik mezére kell kezdetben hel yezni a korongot, hogy a
jéték kozelitoleg igazségos legyen?

Megoldas: Az el6z6 feladat eredménye aapjan az i értékét kell gy meghatéroznunk,
a_i_ Ch+l

h+1 I

- ‘; egyenlethdl i »—& = 2 (755, jaékban, ahol p

hogy p, » 1 legyen. A p, =

= —,q= = volt, i » 3,087 érték adddik. Kar, hogy csak 3 hosszil apdlya. A jaék igy nem

OON
Wik

tehet6 igazsagossa; meg a 3. mezordl indulvais p, :1—85 >% , ajaték J-nek elényos.)

6.3. feladat (a lépésszamok altalanos vizsgdlata): Legyen a h hosszlisdgu palyan a
balra |épés val 6sziniisége p, ajobbralépés valoszinisége g = 1 — p. Melyik mezére kel
kezdetben helyezni a korongot, hogy ajaték alehet6 legtovébb tartson?

Megoldas: Jeldlje L; az étlagos |épésszamot, haa korong az i. mezén van. A feladat L;
maximumhel yének meghatarozasa.

A vérhato |épésszamraaz Li = p(1 + Li) + q(1 + Li+1) egyenletet irhatjuk fel. (Az
egyenlet els6 tagja hagyomanyosan gy értelmezhetd, hogy a pont p val észintiséggel az
(i —1). mezére kertl, tehat 1€ép egyet, plusz még annyit, amennyi &lagosan az (i — 1). mezén
alvavarhato, vagyis L;_;-et. Hasonléan a masodik tag a jobbra |épés folyamatét irjale.) Haa
pont afiktiv mezékre kerll, ajatéknak vége lesz, tehat Lo = L. = 0. Az egyenl etet dtal akitva
azli=1+pLig+qgLli+ (=12 ..., h) rekurziv 6sszefliggést irhatjuk fel, Lo =L =0a
peremfeltételek.

Az egyenlet drendezésével kapott gLi+1 = Li — pLi_1 — 1 inhomogén mésodrendi
rekurzié megoldasahoz el 6szér meg kell oldanunk a kil 6nbségsorozat dtal kaphatdé homogén
masodrendii rekurziot. Ezutén a peremfeltételeket illesztjik; ez alépés valamivel
bonyolultabb lesz, hiszen most nem a sorozat elsé két tagja az adott.

Definidjuk az (L) sorozat (d) kilénbség-sorozatat: d; = L — L1, (i=1, 2, ...). Ekkor a
(d) sorozatra érvényes dsszefliggés qdi+» = di+1 — pdi. Hameg tudjuk adni (d) tagjait, akkor a

d; = L1 —Lo,

d> =Lo—Ly,

dz =Lz —Lo,

d =Li— L,
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dh+1 = Lv1 —Ln

h+1
egyenletrendszer 0sszegzésébodl kovetkezne Ly — Lo = é d. ,ésmivel Lo=0,L;=
i=1

i h+1
ad,,pddaul Ly =3 d, .
j=1 i=1

A g —x + p = 0 karakterisztikus egyenlet vizsgél atét ismét két részletben végezziik el

Elss eset: Hap=q= % , akkor az egyenlet két gyoke x; » = 1, ezért a(d) sorozat d, = a

+ bi alakl. Most a (d) sorozat peremfeltételeit nem ismerjik, akét dlando, aésb az (L)
sorozat kezdeti feltételeinek felhaszndlasaval hatarozhaté meg.

h+1
El6szor is, Ly =0, éSLpeg = é d. miatt (h+Da+ bw =0, vagyis

i=1

h+2

a+b 0.

Mivel Lo=0,L;=d;=a+b,L,=L;+d,=a+b+a+2b=2a+3b. A masik
egyenletet a és b meghatarozésdhoz (L) rekurziv alakjanak felhasznalasaval kapjuk. Eszerint
L = L-po-1_L-1

2

q

1 =2L;,-2,igy2a+3b=2a+2b-2. Az
2

a+b =0,

2a+3b=2a+2b-2

h+2

egyenletrendszer megoldasab=-2,a=h+2,tehd di=h+2-2i, smive L, = é d ,igyL,

i=1

= (h+2)n- 2—”(”2+1) = 2+ n+nh=n(h+1-n).
A —n? + nh + n kifejezést teljes négyzetté alakitva, amaximumot n » h+l helyen

kapjuk, ami a palya kozepe, s amit aszemléletlink issugall. Hah = 2k — 1 alakl pératlan
szam, akkor n =k, és Ly = k* amaximum.

M egj egyzés: Erdemes hangstlyozni, hogy hah = 2k — 1 alaku, ésn =k (apélya
kozepe), akkor avarhatd 1épésszam Ly = k2. Ez a nevezetes eredmény az egyenes mentén
torténé bolyongasi model lben azt jelenti, hogy ha a pdyaszéléig k mezé van, akkor €l 6szor
atlagosan k* 1épés utan ér e ide a bolyongd pont. Hasonl 6t kaptunk a, fej vagy iras’
érmedobd asi modellben is. ahhoz, hogy afejek és irasok szaméanak eltérése (el 6szor) k
legyen, &tlagosan k* dobasra van szilkség (14sd 3.6. feladat). Megforditva annyit mondhatunk,
hogy k? dobés esetén az eltérés aranyos k-val.

Azon is elgondolkodhatunk, hogy ez az eredmény mit is jelent azzal kapcsolatban, amit
Ugy szoktunk nevezni, hogy , a véletlen szamok kiegyenlitédési hajlama’ (Iasd 10.1. feladat).
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Masodik eset: Hap ! g, akkor legyen p < g. Ekkor a karakterisztikus egyenlet két gyoke
X = E, X, =1. Alkalmazzuk a c = P helyettesitést, ekkor d; = ac' + b alakban irhaté. Az
q q

h+1

egyik feltétel ismét az Ly = § d, 6sszefliggésbdl adddik: L = ack
i=1

Tovébba mivel Ly=0,L;=d;=ac+b, L,=L; +d,=ac+b + ac? +b—ac(c+ 1) + 2b.

—+b(h+1) 0.

A mésik egyenletet (L) rekurziv alakjdbol kapjuk. Eszerint

L-pL,-1_L,-1_ac+b-1 ac+b-1

L, = , tehét ac(c+1)+2b=——-. Az
q q q q

ac

—+b(h+1) 0,
_C ﬂ
gac(c+1)+2bg=ac+b-1
1 h+

1
egyenletrendszer megoldasa b=- ——, a= Mivel L —a d. , ezért
a-p’~ plt- c™)’ it

-c" + 0 +
Ln:nb+acllc ___n . c(h+1) &-c"0_ n h 1. 1-c”

¢ g-p pi-c)fil-cy g-p g-plo

A kapott eredmény meglehetésen "csinya’, legegyszeriibb - adott h, p, q, ¢ érték esetén
- szamitogép segitségével meghatarozni a kifejezés szélsértékét.

Konkrét pédak:
Példaul h = 4 hosszisdgu palyan, p==, q=1- p=— gc 19 értékeket valasztva
2g
annak val6sziniisége, hogy apont az i. mezorol indulva bal roI hagyjael apadyé, rendre

P, :g, P, :311, p, = 3 L p, = 11 Lathato, hogy még az elsé mezorél indulvais, ajatek

| a+ch+19

B-nek kedvezs. Az "igazsagos hely" i » — &= % 2 képl etébe behelyettesitve i » 0,96.

A lépésszamok: L, :1;1—17, L, :%, L, :%11, L, —S A maximalis |épésszamot i =

2 esetén kapjuk (aképlettel i » 1,84, L; = 5,64).

Az dlébbi téblézat az L, = L(x) =- —<—+ "1 € pigqueny sedissentera
a-p g-p 1-c

tartalmazza kiil6nb6z6 h értékek mellett. A paraméterek: p = % g=1- p= g (és persze

c=>).

Palyahossza(h) | Szasbértékhely (x) | Felvett szdsoérték (L(x))
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2 1,25 2,21
3 1,56 3,78
4 1,84 5,64
5 2,08 7,72
6 2,29 9,97
7 2,48 12,34
8 2,64 14,79
9 2,79 17,32
10 2,93 19,89
20 3,86 47,08
30 4,43 75,40
40 4,83 104,19
50 5,14 133,24
60 5,40 162,47
70 5,62 191,81
80 5,81 221,24
90 5,98 250,73
100 6,13 280,28

M egj egyzés: Erdekes, hogy az "igazségos hely" és a"maximdlis |épésszamu hely"
ataldban nem egyezik meg.

A bolyongésos feladatnak tébb dtal dnositésa lehetséges. Megengedhetjik specidlis
[épésként a helyben maradést; |ehetséges, hogy a bolyongd pont nem egy egységgel mozdul
el; felvehetiink gatakat, melyekrél a pont visszaverédik; a bolyongas torténhet egyenes hel yett
sikban, elgirt alakzaton stb.

6.4. feladat (helyben maradasi valosziniiség): A ferdefoci jaték egy Ujabb véltozata,
amikor akorong r val6szintiséggel helyben marad. Ekkor alépésszam eggyel né, de a korong
nem vatoztatja helyét. Rogton dtalanosan téargyaljuk afeladatot: balrap, jobbra g legyen az
elmozdul&si val6sziniiség; ekkor p+ g +r = 1 teljesil. A kérdések ugyanazok:

a) Mekkora val 6sziniiseggel gy6z J, ha a korong kezdetben az €ls6 (masodik, ...) mezén
van?

b) Mennyi ajéaték &tlagos | épésszama?

Megoldas: A tetszélegesen sok egyenletbdl allo egyenl etrendszerek megol dasa hel yett
most is arekurziv sorozatok elméletét hivhatjuk segitségul.

QAP =pp-trpi+tgpi+1(i=1,2,...,h) rekurziot kell megoldanunk ape =1, ps1 =
0 peremfeltételek mellett. Mivel p+q+r =1, agpé — (p + g)x + p = 0 karakterisztikus
egyenletet vizsgaljuk két részletben.

Elsd eset:
Hap = q, akkor x; 2, = 1, ezért a(p) sorozat p; = a + bi alakl. A pp = 1 feltétel miatt a=
. 1 . . i h+1-i
1, apw1 = O feltétel miatt b=- ——. A (p) sorozat explicit alakja p. =1- = :
Prr1 hel () p ja p hel  hel

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu 51/97



Orosz Gyula: Markov-lancok

Ez az eredmény megegyezik azzal, amit akorabbi 6.1. - 6.2. feladatokban, r = 0 esetben
kaptunk; vagyis az egyes nyerési esdlyeket nem befolyéasolja az, ha a korong hel yben
maradhat.

Masodik eset:
Hap?! q, akkor legyen pédaul p < g. Ekkor a karakterisztikus egyenlet két gyoke x; =

g,xzz 1. Legyenc = g,ekkor P = ac + b aakban irhat6. A po = 1 feltétel miatta+ b= 1,

h+1

L ._ C
T 6sb=- o . A (p) sorozat

ape1 = O feltétel miatt ac™ +b =0. Innen a =

n h+1
-C

explicit alakja p, = C1

h+1 °

Szintén ugyanazt az eredmeényt kaptuk, mint az r = 0 esetben.

Vagyis. azr = 0 eset egytt targyalhato az r > 0 esettel, az egyes nyerési val észiniisegek
csakac= a aranytdl flggnek (és nem fliggnek példaul csak pusztan p-tél).

Az eredmény szemléetesen isindokolhat6 (I&sd 5.6. megjegyzés).

b) AzLi=1+pLiy+rLi+qLis1 (i =1,2, ..., h) rekurziv 6sszefliggést kell
megoldanunk az Lo = 0, L+ = 0 peremfeltételek mellett.

Az egyenlet drendezésével kapott gLi+; = (p + q)L; — pLi_1 — 1 inhomogén masodrendii
rekurzié megoldasahoz el 6sz6r meg kell oldanunk a kil 6nbségsorozat dtal kaphatdé homogén
masodrendi rekurziot.

Definidjuk az (L) sorozat (d) killonbség-sorozatét: d; :=L; — L, (i =1, 2, ...). Ekkor a
(d) sorozatra az érvényes dsszefliggés qdi.» = (p + q)di+1 — pdi. Hameg tudnank adni (d)
tagjait, akkor a

d; = L1 —Lo,

d>=Lo—Ly,

ds=Ls—Lo,

dh+1 = Lv1 —Ln
h+1
egyenletrendszer 6sszegzéséhs| kovetkezne L —Lo= § d. , ésmivel Lo =0,
i=1
d ot
L=ad,,pddalLni=qd,.
=1 i=1
A g — (p + g)x + p = 0 karakterisztikus egyenlet vizsgdlatét ismét két részletben
végezhetjik €.

Elss eset:

Hap = q, akkor x;», = 1, ezért a(d) sorozat d; = a + bi alaki. Most a (d) sorozat
peremfeltételeit nem ismerjik, akét dlando, a ésb az (L) sorozat kezdeti feltétel einek
felhaszndlésdval hatédrozhaté meg.

h+1
EI8SZOr iS, Lt = 0, éSLpea = & d, miatt (h +1)a+b—(h+1)§h+2)

i=1

=0, vagyis

h+2

a+b 0.
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Mivel Lo=0,igyL;=d;=a+b,L,=L;+d,=a+b+a+2b=2a+3b. Amask
egyenletet a és b meghatarozésdhoz (L) rekurziv alakjanak felhasznalasaval kapjuk. Eszerint

L2:(|0+q)L1- pL0-1:2qL1-1:2L1_ l,igy2a+3b=2a+2b_l_Az
aeb*2 0
1
2a+3b=2a+2b- =
q
egyenletrendszer megolddsab=— =, a= h+2 , tehdt d, _h+2 i _h+2-2
q 29 29 ¢ 2q
mivel L =& d. , igy Ln:(h+2)n_ ,n(n+1) _ 1( 0 + 1+ nh) = nh+1-n)
i=1 2q 2X2q 2 2q
Masodik eset:

Hap?! q, akkor legyen pédaul p < g. Ekkor akarakterisztikus egyenlet két gyoke x; =

g %=1 Legyenc = g ,ekkor d = ac' + b alakban frhat6. Az egyik feltétel ismét az

h+1

a d. Osszefuggeésbol adodik: L, ,, = ac —+ b(h+1) =0. Tovabba mivel Lo =

i=1 -C g

0,igyL;=di=ac+b, L,= L1+d2:ac+b+ac +b=ac(c+1)+2b. A mésikegyenlet(L)

(POl ph-1_(pra)EcH)-1
q q

p= (P+O)(ac+b)-1

h+1

rekurziv alakjabdl adodik. Eszerint L, =

Osszefliggés ac(c+ 1) + 2

—+ b(h+1) =0,
- C ﬂ
qac(c +1)+2bg=(p+q)(ac+b)—1

ac

egyenletrendszer megoldasab—-i a= h+1h+1 . Mivel Ln:édi , ezért
q-p pil- ¢ i=1
_ 1-c" _  n c(h+l) a&-c"0_ n h+1 J1-c
L, =nb+ac =- + h+lg T=-
-c g-p pl-c)¥1-ch a-p g-p 1-c"

M egj egyzések:
1. Hap=qg= % , I =0, akkor természetesen visszakapjuk a 6.3. feladat eredményét, mig
hap=q< % , akkor az &tlagos |épésszam Zi-szer@ére no.
q

2. Formailag hasonl6 egyenletet kaptunk, mint a 6.3. feladatban, de adott c ésr érték
mellett a q— p eltérés megvaltozott.

6.5. feladat (kulonb6z6 |épéshossz): A ferdefoci jaék egy masik vatozata, amikor a
korong nem egyforma nagyot 1ép jobbra, illetve balra. A kdvetkez6 jaékban legyen abara
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|épés val bszintisége % , ajobbralépés val bszintisége % ; viszont ha akorong jobbralép, egy

|épéshben egyszerre két mez6t halad. Hatarozzuk meg az egyes nyerési val 0szinisegeket ah =
5 hosszlsagu pdyan!

M egoldas: Rajzoljuk fel a szokasos jeldlésekkel ajéték folyamatabrgjét, példaul ha
kezdetben a korong a 2. mezén al.

\@;@\

J nyer B nyer

/\

B nyer

A valtozatossag kedvéért most g jelentse B nyerési esélyét az i. mezordl indulva. Ekkor
az dlapotdiagramhoz tartoz6 egyenl etrendszer:

:g +E
g, 30I1 3q4,

0=
=3 %:

2 1
d; —5% +§CIS’

Vagjabana g = %qi-l ’%q”z rekurziv Osszefliggést irtuk fel azi =1, 2, ..., 5

ertékekre (ekkor afiktiv 0. mez6 esetén qo =0, a6. és 7. mezé esetében gs = g7 = 1). Az

21 q —ﬁ q —E q —ﬂ q Eg ekkora
135" 27135 ° 135 “ 135 ° 135’

valészintiséggel nyer B az i. mezérél indulva. (Ugyanezek a val 6sziniisegek, ha J gyézelmét

egyenletrendszer megoldésa q, =
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. : 114 92 72 48 32 . :
vizsgdljuk: p, =—, =, =, =, =—; B ésJgy6zelmi esélyei
SOOI P T gy PeTzg PTizg PeTas PeToas W Y
persze nem ,, szimmetrikusak”.)
M egjegyzés: A rekurzié altalanos megoldésa g, = (-2) 1;122 "1 Ennekbi zonyitésaa

korébbiakhoz hasonl6an torténhet; csakdagy, mint az étlagos |épésszamok meghatarozésa.

6.6. feladat (egyiréanyu ferdefoci - kitiizés): A ferdefoci jaték egy mésik lehetséges
véltozata, amikor akorong a pdyaegyik szélérél, példaul ajobb kapurdl visszaversdik.
(Ekkor természetesen mindig J gy6z.) Vizsgajuk meg ajéték atlagos |épésszamat!

Utmutatés: Az, hogy J kapuja helyén akaddly van, azt jelenti, hogy akorong ah. mezé
utan visszapattan, és a (h — 1). mezon folytatja Gtjét. A 1épésszamokra felirhatd rekurziv
Osszefliggés nem vatozik meg, csak ah. mezé utén 1évo akaddy a peremfeltételt modositja:
Lh=1+Lna.

Ugyesebben is eljarhatunk ap = q = % specidlis esetben. Tukrozzik ah. mezéreaz 1.,

2., ..., (h=1). mezoket, kapjuk a(h + 1)., (h+ 2)., ..., (2h—1). mezét. Tegyuk fel, hogy a
korong visszapattanas helyett tovabblép a (h + 1). mezére, s a(2h — 1) hosszUsagu payat két
oldalrél hagyhatja el, mint a hagyomanyos ferdefociban! Lathatd, hogy ha most a (h — 1)-es és
(h + 1)-es, a(h—2)-es és (h + 2)-es sth. mezéparokat ekvivalenseknek tekintjik, akkor a
korong étlagosan ugyanannyi ideig fog ezen a (2h — 1) hosszsagu pa yan tartdzkodni, mint a
h hossz(sagu, egyiranyu payan.

Vagyis az akaddllyal ellétott ferdefoci jaték targyalasa ap = q esetben visszavezethet6
az alapjaték vizsgalatéra. (A feladat |ényegesen nehezebb, hapt q.)

6.7. (kitiizott) feladat ([7], 16.43.) X-nek X, Y-nak y forintja van. Szabayos érmével
jétszanak: feldobjak egymas utan, és hafejre esik, X kap Y-tdl egy forintot; iras esetén
viszont Y kap X-t6l egy forintot. A ja&ték addig tart, amig valamelyikuk fizetésképtelenné nem
vaik.

a) Mekkora a val 6szintisége, hogy X megy tonkre?

b) Atlagosan hany dobésra van szilkkség a jaték befejezéséhez?
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7. Bolyongasok

Az 5-6. fgjezet ferdefoci-jatékaiban linedris palya mentén torténé bolyongasokat
vizsgaltunk; ebben afeezetben abolyongasi palyak egyéb geometriai alakzatok lesznek.

Altaldban az egyes feladatokban, még a szamol s megkezdése el 5tt érdemes
megkérdezniink a tanul 6ktél, hogy szerintik

—maelyik esetben (honnan indulva) hagyja el leghamarabb a bolyongd pont a pdyat;

— s az egyes mezoékrol indulvami az &tlagos |épésszamok nagysagrendi viszonya?

A tippeket probdjuk egyenletek felirdsanélkil, pusztan a, jozan ész”’ segitsegével
megindokoltatni!

Egyszerii sikbeli éstérbeli bolyongasok:

7.1. feladat: A sikbeli négyzetréacs egyik mezojében elhel yezkedé bolyongé pont
mindegyik |épésében vél etlenszertien, egyenl 6 val 6sziniiséggel |ép anégy, élben
szomszédos mezé egyikére. A bolyongd pont kezdetben a 3x3-as tablazat egyik
mez6jeben van.

a) Atlagosan hany |épés milva hagyja el apont atéblazatot?

b) Mennyivel vatozik meg az étlagos |épésszam, ha a csticsban érintkezé négy mezére
is|éphet apont? (Tehét a szomszédsagi definiciét valtoztattuk meg: egy mezének

most nyolc szomszédja lehet.)

c) Mennyivel vatozik meg az étlagos |épésszam, hairanyfliggé val 6szintiséggel
dolgozunk? Példéaul balra kétszer akkora val 6szintiséggel 1ép a pont, mint a tobbi
iranyba; vagyis egyik iranyba tdmogatott, , szélfutta’ bolyongasrél van szé.

M egoldés: a) Ebben ajatékban is 1 valdsziniiséggel elhagyja a pont a palyét. Az dbra szerint azonos szadmmal
jelolt mezok ekvivalens szereptiek.

1121
213]|2
1121

Jeloljik Ly, Ly, Ls-mal atéblézat elhagyasahoz szilkseges |épések dtlagos szamét, ha a bolyong6 pont rendre az
1., 2., illetve 3. tipusi mezékon van. A felirhato egyenletrendszer:

i 11 7 9 _ . ; .
Az egyenletrendszer megoldasa L, = Z, L, = E' L, = E; a téblazat elhagyasahoz &dlagosan ennyi

|épésre van sziikség.
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b) A mez6k ekvivalencigja nem valtozik meg, csak az &meneti val0sziniiségek lesznek mésok. Ismét jel6ljik L,
L,, Ls-mal atablézat elhagyasahoz szilkséges lépések édtlagos szamat, ha a bolyong6 pont rendre az 1., 2., illetve
3. tipust mez6ékon van. Ekkor afelirhatd egyenletrendszer:

L1=1+%L2+%L3,

L2:1+%L1+%L2+%L3,

L3:1+%L1+%L2.

) _12 _90 _116. . e .
Az egyenletrendszer megoldésa L, = 3 L, = = L, = = atabléazat el hagyasahoz atlagosan ennyi

|épésre van szilkseg.

Megjegyzés. Erdekességképpen: Ly, L, és L is kevesebb, mint a)-ban; a tébb lehetséges mozgasi irany miatt
kdnnyebb lgjutni a palyarol.

c) Az a) feladatbeli 4 iranyd szomszédsag-definicidval oldjuk meg a feladatot. Az ekvivalens dlapotok és az

1112
egyenletek az E’ E’ g , E , valosziniiségekke a kovetkezok (Ly, Ly, ..., Lg jelentése hasonl6 a)-hoz és b)-hez):

113 |5
2 |4 16
113 1|5

L, :1+%|_2 +%L3,

2 1
LZ :1+EL1 +EL4,

L3=1+§Ll+%L4+%L5,

2 2 1
L4 :1+EL2 +g|_3 +§L6’

|_5:1+§|_3+%|_6,

2 2
L6 :1+EL4 +g|_5.

Az egyenletrendszer megoldasa: L, » 2,22, L, » 2,73, L3 » 3,36, Ly » 4,22, Ls » 3,13, Lg » 3,94. Lathatjuk, hogy a
tabla bal széléhez kozelebbi mezék esetén csokkent, ajobb oldaiakndl pedig megnétt az atlagos |épésszam.

7.2. feladat: Egy bolyongd pont kezdetben a 2x2x2-es kocka egyik egységkockdjaban
van. Minden |épésében a hat |ehetséges oldallap kozill véletlenszeriien vélaszt egyet, s
alapon keresztil &megy a szomszéd egysegkockéba vagy kijut a kocka felszinére.

Atlagosan hany |épés mulvakeril ki apont a 2x2x2-es kocka felszinére?
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Megoldas: A térbeli szimmetriaviszonyok miatt a 2x2x2-es kocka egységkocka ekvivalensek egymassal. A
szimmetriaokok miatt az egyenletet kozvetlen ,logikai rekurzidval” isfelirnatjuk: L = 1+% L, samegoldas L
=2

M egjegyzés: A feladat megoldésa - formailag és szamszeriien is - ugyanaz, mint a 2x2-es téblézatbeli bolyongas

esetén. Erdekes kérdés, hogy vajon a 2- és 3-dimenzios feladattal anal6g n-dimenzids esetben is (n > 3)
ugyanezt az eredmeényt kapjuk?

7.3. feladat: Hogy legyen egyéb dsszehasonlité adatunk is, oldjuk meg a 7.1.
feladattal anal6g térbeli problémat, vagyis:

Egy bolyongd pont kezdetben a 3x3x3-as kocka egyik egységkockddban van. Minden
|épésében a hat |ehetséges oldallap kdzll véletlenszertien vl aszt egyet, s alapon
keresztiil &megy a szomszéd egységkockaba vagy anagy kocka felszinére. Atlagosan
hany |épés mulvajut ki a pont a 3x3x3-as kocka felszinére?

Megoldéas: 4 irdnyl szomszédsigot vizsgdunk. Négy kilonbdzd helyzetben lehet a bolyongd pont: csucs,
elkdzép, lapkozép és testkdzép. Az dlapotokat ebben a sorrendben rendre 1, 2, 3, 4 szamokkal jeldlve

) _ 44 _ 54 _ 67
Az egyenletrendszer megoldasa L, =T L,=—, L

=—, L :%. Més eredményt kaptunk,
17’ 2 17’ Tt 17

mint a7.1. feladat 3x3-as sikbeli bolyongasakor.

Bolyongasok adott geometriai alakzatokon:

7.4. feladat (Kitiizés): Egy szabayos nyolcszog alaku palya két szemkdztes csticsdban
egy egér és egy sajtdarab van. Adott idokozonként az egér dtmegy egy szomszédos
cslicsha a sokszog valamelyik oldala mentén. (A sgjtot nem latja, Utvalasztasa
véletlenszerii.) Atlagosan hany |épés mulva taldlja meg a sajtot?

Utmutatas: Nevezziik i. dlapotnak azt a helyzetet, amikor az egér-sajt tavolsag i egység (egységnyi hossziinak
tekintjik a szabalyos nyolcszdg egy élét); a kérdés ekkor L.
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Vegylk észre, hogy a probléma ugyanaz, mint aferdefoci alapfeladat, azzal a médositassal, hogy a sajt helyzetét
jellemzé Sallapotot egyszerre tekintjik a 0. ésa 8. dlapotnak is.
(Az anal6giéra érdemes a feladat megol dasa rékérdezni.)

M egj egyzés. Az anal6gia étvitele szabayos 2k-szégre nem okoz gondot, de szabalyos (2k + 1)-sz6g esetén kissé

1 1
megvaltozik a helyzet. Ekkor a mésodik peremfeltétel L, =1+ > L.+ > L, sazeredmény: L, =n(2k + 1 -

n).

7.5. feladat: Egy szabdlyos nyolcszég alaku labirintus egyik csticsdban egy egér,
masik csticsaban egy sajtdarab van. Az egér nem |&tja a sgjtot; minden |épésben a
nyolcszdg oldala vagy atloi kozll véletlenszertien valaszt egyet, és az utat csticstol
cslicsig vegigjarja (tehat példaul a masodik |épésben visszatérhet akiindulasi helyére).
a) Mekkora annak aval 6sziniisége, hogy az egér nem taldlja meg a sgjtot?

b) Atlagosan hény 1épés milvataléljameg az egér a sgjtot?

c) Atlagosan mennyi idére van szilksége az egérnek, mig az dsszes csticsot sikertll
atkutatnia?

d) Mennyivel csokken akeresési id6, ha az egér intelligensebb, és visszafelé nem
keres? (Teh& minden, a kezdetitol killonb6z6 1épésben hat irdny kozll valaszt.)

Elézetes megjegyzés. 1smé hangsilyozzuk, hogy mddszertani szempontbdl még a szamolas megkezdése el 6tt
érdemes megkérdezniink a tanul 6ktdl, hogy példaul

— mennyiben valtozik a helyzet (az €626 feladathoz képest);

— mekkora étlagos | épésszamokra tippelnek (s milyen indokokkal);

— ismernek-e alkalmazhat6 anal 6giakat stb.

1
M egoldéas: A cslicsok szerepe szimmetrikus. Az egér barmely csticshdl 7 val6sziniiséggel taldlja meg a sajtot,

6
illetve 7 val 6szintiséggel egy masik csticsha j ut.

..N
a) Annak a valosziniisége, hogy az egér az N. |épésig nem taldlja meg a sajtot, gg
elrg

novekedtével nulldhoz tart, tehdt az egér el 6bb-utdbb 1 val észintiseggel rétald a sajtra.

. Ez az érték alépésszam

1
b) Jeldljik L-lel a sajt megtaldasahoz szilkséges atlagos |épésszamot. Az egér az alaphelyzetbdl vagy 7

6
valészintiséggel egy |épésben célt ér, vagy 7 valészintiséggel 1€p egyet és egy méasik cslicsha kerll. Ez az
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alapot akiindulasi helyzettel ekvivalens, innen tovébbrais L a sajt megtald asahoz szilkséges étlagos | épésszam.
1 6

Ennek alapjan afelirhatd rekurziv Gsszefliggés: L = ? + ? (1+ L) , sennek megoldasal = 7.

A sajt megtalalasdhoz szilkséges étlagos "id6" tehét 7 |épés.

c) Szinezziik be a cstcsokat: legyen példaul piros szinti az a cstcs, ahol mar jart az egér, éslegyen kék, ahol még
nem. Kezdetben egy cslcs piros, ahol az egér dl, a tobbi hét kék szini. Az elst |épésével az egér

1
mindenféleképpen "pirosra szinez" egy cstcsot. A mésodik 1épés mér kétféle lehet: 7 valosziniiseggel piros

6
cslicsha vezet6 élt valaszt az egér, 7 valoszintiseggel kék csicsba vezetét. (Ekkor 3 piros és 5 kék cstcs lesz.)

|
. valoszintiséggel piros cslicsot valaszt az

; [
Altaldban ha a kék cslcsok szama i, 7 valoszintiséggel keék,

egér. (Itt kihaszndltuk, hogy az egér mindig piros csticson dl.) Jeldljik L;-vel azt az atlagos |épésszamot, ami az
Osszes csUcs pirosra szinezéséhez szilkséges, hamég i darab kék van kdzottik. A feladat L; meghatarozésa.

|
Ha a kék csticsok szamai, 7 valoszintiseggel kék cslicsot valaszt az egér. Ekkor tortént egy 1€pés, és (i — 1) kék

cslics maradt; az ezek , szinezéséhez” szilkséges lépésszam Li_;. Ha val észintiséggel piros csticsot vl aszt

az egér, akkor |ép egyet, és tovabbra is alagosan L; |épésre van szikksége. Ez aapjan az L; =

'?(1+ Li_1)+%(1+ L, ) veges rekurziét irhatjuk fel (i = 1, 2, ..., 7 ésLo = 0).

7 {7

A képlet dtalakitésa utdn az L = Liy + — formulat kapjuk, ahonnan Ly, = & — = 32,15; ennyi a csticsok
i i= |

bejérasahoz szilkséges étlagos | épésszam.

1
d) Ha az egér intelligensebben keres, akkor az alaphelyzethdl 7 valoszintiséggel taldja meg a sajtot, a késébbi

1
allapotokbdl viszont E valOszintiséggel (visszafelé nem keres). A felirhato egyenletrendszer:

L =1+21,
7

L=1+2L
6

43
Az egyenletrendszer megolddsa L = 6 és L = 7; majdnem egy lépéssel kevesebb, mint az unintelligens
keresés | épésszama.

M egjegyzés. Az egyes feladatokkal korabban mar taldlkozhattunk a térgyalt tipuspéldék kodzott. A b) feladatban
a sajt megtaldasahoz szilkséges étlagos |épésszdm anadgidja példaul a 2.6. feladatban targyalt visszatevéses
sorsolasi modell; mig a c) feladatban az 6sszes cslcs bejarasdhoz szilkséges |épésszam a 4.1. konform stratégigja
golyojaték kdzvetlen alkalmazasa.

7.6. feladat: Vaaszoljuk meg az el6z6 feladat b) - d) kérdéseit nyol cszog helyett
szabdlyos n-sz6g alaku labirintusral
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Megoldas: A cslicsok szerepe szimmetrikus. Az egér barmely cstcsbol valészintiséggel taldlja meg a

sgjtot, illetve valOszintiséggel egy masik csticsba jut.

n-1

1 n- 2
b) Az é&lagos |épésszamral = —— XL+ (1+ L),ahonnanL:n—l.

n-1 n-1

c) Ha az egér intelligensebben keres, akkor az alaphelyzetbdl valoszintiseggel taldja meg a sajtot, a

késébbi &lapotokbdl viszont val6szintiséggel (visszafelé nem keres). A felirhatd egyenletrendszer:

n-2
L =1+172
n-1
L=1+123
n-2
) ) n?-3n+3
Az egyenletrendszer megoldasal =n—2és L :—1.
n_

7.7. feladat: Egy 2x2-es négyzetracs alaku palya egyik cslicsaban egy egér, a kozepso
racsponton pedig egy macska van. Az egér és a macska nem |&tja egymést; egyenlé
id6kdzonkeént az élben szomszédos pontok koziil vél etlenszeriien kiva asztanak egyet,
és az € mentén megteszik az utat (tehat példaul a masodik |épésben visszatérhetnek a
kiindulsi helyiikre). Atlagosan hany |1€épés malva tal dkoznak?

)
\/

Megoldas: Ha az egyes racspontokat megkil 6nboztetnénk, a macska is és az egér is 9 helyen lehetne, ez 81
kllonboz6 allapotot jelent. Ha kihagyjuk a talélkozasokat, még mindig 72 helyzet marad. Tovabb csokkenthetjiik
az dlapotok szdmadt, ha észrevesszilk, hogy a macska-egér megkilonboztetés a feladat szempontjabdl nem

|ényeges; igy marad gg: 36 Alapot. Még két észrevételt tehetiink. Az egyik, hogy a tablazat geometriai
(%]

szimmetriaviszonya miatt (tikrozés, forgasszimmetria) is jelentésen lecsokken a lehetséges dlapotok szdma; a
masik észrevétel pedig, hogy vannak olyan helyzetek, amelyek nem johetnek |étre.

Jeldljuk meg a récspontokat koordindtékkal, legyen példaul a bal alsd pont az origd, ekkor a jobb felsd pont
koordindtéi (2, 2). Eszrevehetjilk, hogy a koordinétak osszegének paritasa |épésenként véltozik. Kezdetben az
egér és a macska helykoordinédtéinak dsszege is paros; az elsé 1épés utdn mindkettének paratlan lesz, a mésodik
Iépés utan ismét péros sth. Vagyis nem dlhat elé olyan dlapot, amikor az egér és a macska helykoordinétéi
Osszegének paritésa kil 6nb6z6. Ennek alapjan dsszesen 6t kil énb6z6 lapot |ehetséges:
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Az 1., 2., 3. dlapotokbdl bizonyos val 6sziniisegekkel csak a 4., 5. dlapotokba kertlhetiink (esetleg a macska
elkapta az egeret); és forditva, a 4., 5. dlapotokbdl csak az 1., 2., 3. dlapotokba juthatunk. A feladat L;-et
kérdezi. Az ezek alapjan felirhatd egyenletrendszer:

1 1
Ll :1+§L4 +ZL5,

L2=1+%L4+%L5,

L, =1+%L4 +%L5,

L, :1+§L3+%L2+3L1,

2 2 4
L5 :1+§ I_3 +§L2 +§L1.
Az egyenletrendszer megol dasa:
L, =L, = 2 »491, L, = 25t »632, L,= @ » 497, L= 210 » 5,68.
148 37 37 37

7.8. (kitizott) feladat: Készitsink a7.4 - 7.7. feladatokkal analog térbeli
problémakat!

Ki nevet a végén? - problémakor

A fenti alcimben jelzett feladattipus az egyirany bolyongasok egy specidlis fajtajara
utal. Ezekben ajatékokban az egyiranyban halado, diszkrét bolyongéast végzoé pont adott
nagysagu |épéseket adott val 6szintiséggel tesz meg, s arra a kérdésre keressik a véaszt, hogy
apont mekkora eséllyel 1&p valamely mezére.

[12]-bdl szarmazik akovetkezo feladat:

Mindenki ismeri a,, Ki nevet avégén” jatékot, ahol pontosan a célmezére kell 1épni a
gyézelemhez. Haacél pontosan a 100. mez6 és egy dobokockéaval jatszunk, akkor eltekintve
akiltéstsl vagy egyéb trukkoktsl, mekkora eséllyel fogunk pontosan a 100-as mezére |épni a

1 2 1
végén: —, — v —
€9 6' 7 agy 5
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Ezt afeladatot késébb kittizzik (9. fejezet: Szamitastechnikal tAmogatés, 9.24. feladat),
s egyszerii szamitdgépes szimuléciot, illetve algoritmust adunk megol désként. Most
egyszeriibb feladatokat vizsgalunk meg.

7.9. feladat: Az egyszerii ,Ki nevet avegen’-tipusu jatékban a babuval a 0. mezé6rol
indulunk, s minden |épésben vé etlenszeriien 1-et vagy 2-t 1épink elére. (Mindig
feldobunk egy érmét; ha a dobas iras, akkor 1-et, ha pedig fej, akkor 2-t |éplink.)
Mekkora val 6sziniiséggel |éplink ra a 100-as mezére?

M egoldas: Jelentse p; annak a valésziniiségét, hogy a jatékban az i-edik mezére lépiink. Ez a valdsziniiség a

- 1 1 11 3 . L
fiktiv 0. mezére po = 1, az 1. mezére p; = E a 2. mezére p, = E ><l+§ XE = Z (hiszen a mésodik mezére

1
vagy az €lsé, vagy a nulladik mezérél |éphetiink, mindkettérél E valésziniiséggel); a 3. mezére ps =

1 1 13 5
X—+—X%X— =— (a harmadik mezére vagy a masodik, vagy az elsé mezérél léphetiink, mindkettérél —

22 24
e e 1 1 »
val0sziniiseggel). Altalaban isfelirhatjuk a P, = —= P,.; + = P,,., rekurziot, hans 2.
2 2
1
A karakterisztikus egyenlet 2x° —x — 1 = 0, ennek két gyoke x; = 1 ésx, = - E . A (p) sorozat explicit alakja

n

16 ’ N —— .
p,=A+B >€? —=< , ahol az A és B konstansokat a kezdeti feltételekbdl hatarozhatjuk meg.
n 2 g

s » B 1 ’
Az n = 0 helyettesitéssel A+ B =1, az n = 1 helyettesitéssel A- 2 ZE. Az egyenletrendszer megoldésa

aéZ 1 2 1 10
B —, — v is
(AB)= <3 ayis P, =2+ 3% 25
Ellendrzésképpen: p2—2+1 10 —E, P; = 2+1 19 :§_
3 3¢ 225 4 3 3¢ 225 8
100 2
A szazadik mezére P = —§ 3)%9 —+  valoszintiseggel lepunk, ami igen jo kozelitessel P, 25.

7.10. feladat: Az €l6z6 ,,Ki nevet avégén”-jaékot annyiban moédositjuk, hogy most
minden |épésben véletlenszeriien 1-et, 2-t vagy 3-at 1éplink, mindegyiket %
val6szintiséggel. Mekkora val 6szintiséggel 1éptink ra a 100-as mezére?

M egoldas. Jelentse p; annak a val 6szintiségét, hogy a jatékban az i-edik mezore [éplink. Néhany kezdeti érték: po

=1 -E -ﬂ E . Altaldban isfelirhatjuk a p, = p +Ep +}p rekurziét, hans 3
,pl 3!p2 91p3 27 J n n-1 3 n-2 3 n-3 2 .

1
(Minden mezére az elétte |évé harom mez6 valamelyikérdl 1éphetiink, egyforma 5 val6szintiséggel).
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- 1+i2
—3 es

A rekurziv sorozat karakterisztikus egyenlete 3x® — x* —x — 1 = 0, ennek hdrom gyodke x; = 1, X, =

-1-i4/2
X3 = T\/_ (Az utébbi kett6 komplex gyok.) Innen a (p) sorozat explicit aakja

® 1+iy20 @ 1- 420

p, = A+ Bﬁ: + ﬁ , ahol az A, B és C konstansokat a kezdeti feltételekbdl
(%] 2

hatérozhatjuk meg.
Az n = 0 helyettesitéssss A+ B+ C =1, az n = 1 helyettesitéssel A- %- %+ %(B C)—% A

mésodik egyenletben a képzetes rész dltiinik, igy B = C kovetkezik; ekkor tehdt a két egyenlet A+2B =1 és
A 2B 1 . ) a1 10

alaka. Ennek megol désa A B,C = = == vagyis
3 3 - ( )= 2 Ay v
o o1,121+W20 121128
"2 4’% 3 5 4’% 3 5
.2
20 - (0]
Ellendrzésképpen: p2=1 l 1+|\/_; 1 = I\/Ei =
2 4 3 P 4 3 2
1,18 2- 2|f 1-2+2iy20 1 1 _4
2 4>§ 9 5 2 18 9

1. 1®1+iY20 . 1®1-iv20
A szézadik mezére P,o, ZE Zﬁ Zﬁ: val6szintiséggel |éplink, ami igen
a

o 1 881+iﬁo,ae1-|f
j6 kozelitéssel Pyq :E-(A §—3 : T komplex szamok abszol Gtértéke 0-hoz tart.)

o 3 5

7.11. (kitizott) feladat (KoM aL F.3042.): Egy aKi nevet avégen?-hez hasonld
jéékban egy babuval legaldbb 100 Iépést kell megtenni. Egyszerre vél etlenszeriien 1,
2, 3vagy 4 mezével 1éphetiink tovabb. Jeldlje p, annak a val észintiségét, hogy
raéplnk az n-edik mezére. (A babu a nulladik mezo6rél indul.) Bizonyitsuk be, hogy
0,399 999 < pyo0 < 0,400 001.

Vegyes feladatok

7.12. (kitiizott) feladat: A bolyongo pont kezdetben a 2x3-as téblézat egyik
mez6j€ében van.

a) Atlagosan hany 1épés milva hagyja el apont atéblézatot?

b) Mennyivel vatozik meg alépésszam, ha atablazatot csak balrdl hagyhatja el a

pont? (A masik harom iranyban atébla szélén gat van; ezekhez érve a pont
»Visszapattan”.)
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c) Mennyivel vatozik meg az étlagos |épésszam, ha a csticsban érintkezé négy mezére
is|éphet apont? (Tehdt a szomszédsagi definiciét valtoztattuk meg: egy mezének
most nyolc szomszédja lehet.)

d) Mennyivel valtozik meg az &lagos |épésszam, ha balra kétszer akkora
val6szintiséggel 1ép a pont, mint atdbbi iranyba? (Vagyis iranyflggé val 0szintiséggel
dolgozunk: , széifatta” bolyongasrél van sz6.)

e) Vizsgdjuk meg afenti egyszerii kétdimenzios problémakat 2x4-es, 2x5-6s stb.
aakua téblékrais!

7.13. (kitiizott) feladat: Egy kocka élein bolyongo pdk az egyik csicsbal indul, ésa
kocka szemkozti cslicsaban 1évé 1égyhez igyekszik. Minden |épésben egy élt cslicstél-
cstcsig jar veégig, s minden cstcsban a lehetséges 3 iranybdl véletlenszertien vlasztja
ki atovébbhaladasi irényt (akar visszafelé is mehet az €626 |1épéséhez képest).

a) Atlagosan hany 1épés milva & e alegyet?

b) Mihez kell tébb idé (Iépés): ahhoz, hogy alégyhez érjen, vagy ahhoz, hogy
visszatérjen akiindulasi helyére?

c) Atlagosan hany |épés kell apoknak, hogy a kocka dsszes cslicsét bejarja?

d) Mennyivel csokken akeresési (bejarési) id6, ha a pok intelligensebb, és visszafelé
nem keres? (Tehat minden, a kezdetit6l killonb6z6 |1épésben mér csak két irdny kozul
vélaszt.)

7.14. (kitizott) feladat: Az el6z6 feladat a) részét (pok keresi alegyet) annyiban
madositjuk, hogy most alégy is véletlenszeri mozgast végez, hasonl 6an a pokhoz.
Atlagosan hany |épés mulvatalakoznak?

7.15. (kitizott) feladat: Egy kocka hét csticsaban egy-egy bogér, a nyolcadik
csticsban pedig egy pokhal6 van. Adott jelre a bogarak azonos sebességii,
véletlenszerii bolyongést végeznek a kocka élein. Minden |épésben egy élt cslcstol-
cstcsig végigjarnak, s minden csticsban a lehetséges 3 irdnybdl vé etlenszeriien
vélasztjak ki atovabbhaladési iranyt (akér visszafeléis mehetnek az el 6z6 |épésiikhdz
képest). Ha egy bogar a pokhal 6ba kertil, akkor onnan mér nem tud el szabadulni.
Atlagosan mennyi idé mulvakerill az 6sszes bogar a pokha dba?

7.16. (kitizott) feladat: Egy bolyongd pont kezdetben a 2x2xn-es kocka egyik
egységkockajaban van. Minden |épésében a hat |ehetséges oldallap kozl
véletlenszertien valaszt egyet, s alapon keresztul &megy a szomszed egységkockaba,
vagy kijut akockafelszinére. Atlagosan hany |épés mulvakerll ki apont a 2x2xn-es
kocka felszinére, ha

an=3;

b) n=4;

c)n=5?
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8. Vegyes feladatok

Ebben a fejezetben néhany altalanos jellegli észrevételt tesziink; megval aszolunk
korébban felvet6dott problémékat, s megismerkediink Conway nevezetes algoritmuséval. A
targyalt feladatok egy része nehezebb fogalmakat vagy modszereket haszndl, igy ezt a
fejezetet kiegészit6 anyagnak szanjuk.

8.1. feladat: Milyen kapcsolat al fenn az eddig ismertetett, kil 6nb6z6 tipusu jatekok
kozott?

Utmutatas: A cikkben targyalt jatékok nagy része szorosan kapcsolodik egyméshoz, ezeket a kapcsol6dés
pontokat alkalmanként jeleztik is. A kimerité valasz helyett gondoljuk meg a kovetkez6 - korabban mér jelzett -
kapcsolatokat, lesziikitve példéaul aferdefoci jatékra:

a) ferdefoci és egydimenziés bolyongés,
b) ferdefoci gattal és bolyongéas sokszdgon;

1
p=q= E paraméterii ferdefoci és érmedobalés;

Erdemes &gondolni:

d) ferdefoci és sorsolasok (példaul a visszatevéses sorsolés az dlandd valésziniiségl ferdefoci-jatéknak felel
meg);

e) ferdefoci és statisztikus golyojatékok (példaul a szinparbaj felfoghatd egy vatozo valdsziniiségii ferdefoci-
jétéknak);

f) ehhez kapcsol 6ddan a sorsoldsi modellek és statisztikus golyoj atékok.

8.2. feladat: Milyen megoldési modszereket alkalmazhatunk akkor, ha sok (igen sok)
allapotot kell vizsgalnunk?

Utmutatas:

1. Legkevesebb eldismeretet igényel az egyenletrendszerek haszndlata. Ha nagyszami egyenletlink van,
segitségil hivhatjuk a szamitogépet. (Példaul gépi szamités eredménye a 6.3. feladat téblazata.)

2. Szerencsés esetben alkamazhatjuk a ,logikai rekurzid” modszerét. (Példaul 2.1. harmadik megoldésa, vagy
5.1. b) mésodik megoldésa.) Erre egy tovabbi példa akovetkez6 8.3. feladat megoldésais.

3. Elézetes felkésziilést igényel a rekurzidk alkalmazésa. Sajnos, teljes kdrben nem alkalmazhatdk, megol dasuk
néha reménytelenil nehéz. Ha nem ismerjik példaul egyes szinpérbaj-tipusi rekurzidk dtalanos megol dését,
akkor kisszdmu golyoval vagyunk kénytelenek kittizni ajétékot.

4. Egy eddig nem ismertetett |ehetség a matrix-reprezentécid alkalmazésa. Ekkor az &meneti val 0szintiségeket
folyamatabra helyett egy matrixszal adjuk meg, s a matrixmiiveletek segitségével kezeljik a problémat. Az [A]
métrix a; eleme p;;, vagyis annak a val6szintisege, amellyel az i. dlapotbdl a j. dlapotba jutunk. Elképzelhetd,
hogy ezzel atémakorrel kibovitjiuk a késdbbiekben ezt a cikket, az érdekl6déknek a [4] szakirodalom ajanlhato.

1 2
Konkrét példaként a h = 3 hosszli palya 5 és 5 paraméterti ferdefoci jatékanak a matrixa:

0 1 2 3 4
0 1 0 0 0 0
1 13 0 2/3 0 0
2 0 13 0 2/3 0
3 0 0 13 0 2/3
4 0 0 0 0 1
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8.3. feladat: A bolyongasok egy alkalmazasa lehet a kdvetkezé ataldnos probléma:
atlagosan hany |épésben jutunk el adott gréf egyik cstcsabdl a masikba? (A bolyongas
csUcstél-cstcsig torténik, az éeket minden csticsban véletlenszeriien vdlasztva.)

Ebben a feladatban most egyszerti lancokat vizsgalunk (egyetlen utbol dl6, n pontd, n
— 1 8u fagréfokat); sa,logikai rekurzid” médszerét alkalmazzuk.

Megoldas: a) Ha n = 3, akkor kérdés, hogy az 1. cslcsbdl a 3. cslicsba atlagosan hany lépésben jutunk €.
(Vagyis hény lépéskell agréf éleinek a bejarasdhoz.) Jeldljik ezt a keresett |épésszamot L-lel.

1 1
Az 1. |épéshen 2-be kerlllnk; innen vagy E val6sziniiseggel 3-ba jutunk, vagy E valészintiséggel 1-be
e o 1 1
(ahonnan tovabbrais L |épésre van szilkség). InnenL =1+ — + = (1+ L) ; ahonnan L = 4.
2 2
1
b) Ha n = 5, akkor a 3. cslcsha atlagosan 4 |épés szilkséges a) miatt. Innen tovabbi 4 |épésben vagy E

1
val6szintiséggel 3-ba jutunk, vagy E val6sziniiséggel 1-be, ahonnan tovébbi L |épés szilkséges. VagyisL = 4 +

1 1
=X+ =X4+L);L=16.
> 2"( )

c) Ha n = 4, (j véltozot vezetiink be. H jelentse a tév teljesitéséhez szilkséges étlagos |épésszamot, ha a 3.
cslicsban vagyunk (L jelentése hagyoményosan ugyanez, ha az elsé csticsbol indulunk). Ekkor egyrészt L = 4 +

1 1 1.0
H a) miatt, masrészt H = 1+—§+—L+—H 9 innenH=5,L=09.
2é 2 g
Es hasonléan haladhatunk tovébb. (Persze a kapott értékekre réismerhetiink a ferdefoci és a lineéris bolyongés
|épésszamaibol.)
Megjegyzés: Az Ataanos grafelméleti feladat egyes specidlis esetei nem nehezek. Mér kordbban is lattunk

példat gréfokon torténé bolyongésokra (példaul szabdyos n-szdg vagy teljes graf), tovébbi egyszerii eseteket
ondlldan is konstrua hatunk. (Kénnyen térgyalhat6 példaul az n-agu csillag.)

8.4. feladat: A Markov-lancokat akkor alkalmazhatjuk, ha barmely allapot
bekovetkezésének val 0szintisége csak az 6t kozvetlentl megel 6z6 alapottdl figg. Mit
tehetlink akkor, ha egy allapot bekdvetkezése példaul két kordbbi alapottdl fligg?

Utmutatas: Modositani kell az allapotteret. Az aldobiakban ezt egy konkrét példan végezziik el.

Tegyik fel, hogy egy orszégban a valasztasoknak két Iehetséges kimenetele van: vagy az A, vagy a B part gy6z.
Az utolsd 30 valasztas eredményei a kdvetkezok:
AABAABBABBABBBABABBABAABABBABB.

Szeretnénk megjdsolni atovabbi valasztasok kimenetel ét. Mit tegyiink?

Elsé kozelitéshen tegyik fel, hogy csak a legutolsd vélasztéds eredménye befolyasolja a kdvetkezo vélasztés
kimenetét. Ekkor a két dlapotbdl (A ésB) allé Markov-lanc alapotval 6sziniiség-métrixa:

A B
A 3/29 10/29
B 9/29 7129
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3
(Itt példaul a 2—9 érték ugy értends, hogy a 29 vizsgdlt &menetben 3-szor fordult €6, hogy az A pért ismételni

3
tudott, igy az A® A amenet val 6szinlisége E )

Pontosabb kozelitést kapunk, ha feltesszilk, hogy az utolsd ké& év vlasztas eredménye befolydsolja a
kimenetelt. (Erre a helyzetre vonatkozott a feladat eredeti kérdése.) Ekkor négy allapotot vesziink fel: AA, AB,
BA, BB, s értelemszeriien ezek tablazatét (vagy folyamatabrajét) készitjuk el:

AA AB BA BB
AA |0 3/28 0 0
AB [0 0 4/28 6/28
BA | 2/28 7/28 0 0
BB |0 0 5/28 1/28

Az eljérés tovabb folytathatd. A modell kdzelitése egyre pontosabb lesz, de a szamitasok egyre bonyolultabbak.

8.5. feladat: Tobbszor emlitettiik, hogy a cikkben szerepl6 jatékok 1 val szintiséggel
véget érnek. Mi ennek a magyarazata?

Utmutatéas: Un. elnyelé Markov-lancokkal foglalkoztunk. A definici6 azt jelenti, hogy alancban vannak elnyel6
alapotok, amelyekbdl nem lehet mésik allapotba eljutni (vagyis vége a jatéknak); és barmely més dlapothdl el
lehet jutni valamely elnyelé alapotba. Egy tétel szerint elnyel6 Markov-lancban a folyamat mindig 1
val6sziniiséggel lezarul.

1
A gondolatmenet Iényegét egy konkrét példan mutatjuk meg; tekintsiik példaul ah =5 hosszl palyap = 5 6sq

2
= 5 paraméterti ferdefoci jatekat.

Minden i alapotbdl (jétékmezérol) el lehet jutni a 0 vagy 6 elnyelé dlapotokba. Az ehhez szilkséges minimalis
|épésszamot jeldljik Li-vel (most L; = Ls =1, L, = Ly = 2, Ly = 3). Legyen tovébba p; annak a val 6szintisége,

8
hogy az i. dlapotbdl kiindulva afolyamat L; 1épés utdn nem zérult le; nyilvan p; < 1. (Konkrétan példaul p, < 5

1
hiszen mar két balra lépésis 5 valoszintiseggel kovetkezik be.) Legyen L az Li-k és P a p;-k legnagyobbika.

Annak val6sziniisége, hogy a folyamat nem zérul le, L 1épés utan kisebb P-nél, 2L 1épés utan kisebb P?-ndl stb.
Mivel P < 1, avalészintiségek val 6ban 0-hoz tartanak.

Becsllhetiink sokkal durvébban is. A jaték példaul mindig véget ér, ha barmikor (legfeljebb) 5 egymés uténi
.5

1
balra |épés kovetkezik. Ennek val osziniisége éé._g = ——. Hogy semelyik 5N szamu |épésben sem torténik ez
e3g 273
N

L 2120 _
meg, annak val dszintisége kisebb, mint ¢——+ , ami 0-hoz tart.
e273g

A Conway-algoritmus
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Az aldbb vézolt algoritmus elegans eljarast mutat arra, hogy hogyan tudjuk az
érmedobadl asos jatékok (lasd 3. fejezet) dtlagos | épésszamét és gybzelmi val bszintiségeit
egyszeriien meghatarozni. (Ezzel amodszerrel szamoltuk ki példaul a8.13. és 8.14. feladatok
tablazatainak értékeit, vagy a 8.15. feladatbeli eredményeket is.) A szellemes agoritmus
Conway amerikai matematikustél szarmazik. Most csak alényeget emeljik ki a[9]
szakirodalomboal; akit mélyebben érdekelnek a bizonyitashoz kapcsol 6dé problémék, annak
feltétlendl érdemes elolvasnia a cikket.

Conway biivos algoritmusat egy jatékon keresztil ismerhetjik meg, el6tte azonban
bevezetiink néhany fogal mat.

Atfedés.

Tekintsiink két célsorozatot, példaul A = IFF, B = FFI.

(Emlékeztetsil: az A és B jatékosok a jaték elején kivalasztanak (tippelnek) egy-egy dobassorozatot,
majd egy szabalyos érmét dobdalnak fel. A dobasok eredményét sorban lejegyzik, s ajatéknak akkor van
vége, ha elédll valamelyik, a jatékosok altal valasztott dobassorozat. A jaték nyertese az a jatékos,
akinek atippje sikeres volt. A fg dobasokat F, az irés dobasokat | betiivel jeldljik; tehdt most ebben a
jétékban az A jatékos valasztott sorozata iras, fej, fej; aB jatékosé fg, fg, irés.)

Eszrevehetjik, hogy amikor az A sorozat nyer, akkor a B is épp a gyézelem felé halad. Ennek az az oka,
hogy a sorozatok kozott un. &fedés van. (Atfedés: az egyik sorozat utolsd néhany eleme rendre
megegyezik a masik sorozat elsé néhany elemével.)

A konkrét példat tekintve A-t B atfedi 1 hosszisdgban, mert az A sorozat harmadik eleme megegyezik B
elsé dlemével (jeldlés: A(3) = B(1) = F). Ugyanakkor A-t B &tfedi 2 hossziisagban is, mert A masodik és
harmadik eleme megegyezik B elsé és mésodik elemével (jeldlés: A(2, 3) = B(1, 2) = FF).

Az éfedés nagysagét definicio szerint 2-hatvanyok dsszegével mérjiik: dsszeadjuk 2%t minden olyan k-
ra, amelyre van k hosszlisagu étfedés. Az A és B sorozatokra igy kiszamolt dsszeget atfedési szamnak
nevezziik, és A o B-vel jeldljiik. Az el3z6 konkrét esetben Ao B=2+ 2° = 6.

Tovabbi példak:

B o A =2 (mert csak az utolsd és elsb | atfedés: B(3) = A(1)). Ebbdl a példabdl |athatjuk, hogy altalaban
AoBl BoA.

Ao A= 2°= 8 (csak egy étfedés van, maga ateljes sorozat).

B o B = 2°= 8 wzintén.

Példaul a3.1. feladat sorozatait tekintve: FFF o FIF=2; FIFo FFF=2; FFFo FFF =2 + 22 + 2° = 14;
FIFo FIF=2+2°=10.

Megjegyzés. Az éfedés fogamat - igény szerint - esetleg érdemes gyakorolni, tovabb mélyiteni. Néhany
lehetdség (X és'Y célsorozatok):

— meghatarozhatjuk X o Y-t bonyolultabb (hosszabb) sorozatok esetén;

— kittizhetlink egyéb tipusfeladatokat (példaul van-e olyan adott hossziisagl X és Y, amelyekre X o Y =
valamely adott érték);

— megvizsgd hatjuk a miivelet egyes tulgjdonsagait (példaul igaz-e, hogy a miivel et kommutativ?);

— valamint elgondolkozhatunk azon is, hogy hogyan aakulhatott ki a fogalom: miért éppen ezt a tulgjdonsdg a
»fontos’; hogyan vehette ezt észre Conway stb.

A jaték:

Egy kaszindban érmedobésokra alapozott dupla vagy semmit lehet jatszani. Ez azt
jelenti, hogy minden érmedobas el 6tt a jatékosok bizonyos téttel fogadhatnak a dobas
eredményére. Ha ezt eltaldljak, atét duplgjat fizeti nekik a bank; ha viszont nem jdél tippelnek,
atétet elveszitik. (Maris elérebocsatjuk, hogy ez ajéték “igazsagos’: minden dobés utén,
minden ja&ékos varhaté nyereménye 0.)
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Egy térsasag tagjai elhatarozzak, hogy fejenként 1 forintot szdnnak a jétékra.
Mindannyian a FIFI tippsorozatot jatsszak, s egymas utan kapcsol ddnak be a jéatékba gy,
hogy minden dobésnal egy Uj jatékos 1ép be.

Tehdt az elso jatekos (J1) felteszi az 1 forintjat, sfejet tippel. Haaz els6 dobés iras, mér
Ki is esett; haaz elsé dobéas fej, kap 2 forintot. Ezutén J1 (ha még jatékban van) a masodik
jétékban irast tippel (FIFI(2) = 1). Bekapcsolodik a jatékba a masodik jatékos (J2), aki fejet
tippel, mert most kezdi FIFI-t. (FIFI(1) = F.) Haaméasodik dobés |, J1 4 forintot kap, J2
kiesik. Haa méasodik dobas F, J1 kiesik, J2 kap 2 forintot.

Ezutan jon a harmadik dobas. Ha J1 még jatékban van, felteszi a4 forintjat, s F-et
mond; J2 - hamég jatékban van - felteszi 2 forintjét, s I-t mond; végul bekapcsol odik 1
forinttal a harmadik jatékos (J3), aki F-et tippel ésigy tovabb.

igy folytatodik ajéték egészen addig, amig valamelyik jatékosnak ki nem jon ateljes
FIFI sorozat.

Pénzligyi mérleg:

TegyUk fel, hogy az €l6z6 jatékban a 12., 13., 14., 15. dobasra j6tt ki (el 6szor) a FIFI
sorozat. Mennyi lesz ekkor a 15 jatékos nyeresege?

Mindannyian befizettek 1 forintot, ez 6sszesen 15 forint. J12 nyeresége 16 forint, de J14
isnyert 4 forintot, mert kétszer taldt: FIFI(3, 4) = FIFI(1, 2). A j&tékosok nettd nyereménye
tehat 20 — 15 = 5 forint.

Eszrevehetjiik, hogy J12 és J14 esetében éppen a fentebb definidlt atfedésrél van szo.
Vagyis azért nyertek 4 + 16 = 20 forintot, mert FIFI o FIFI = 22 + 2% = 20.

Mi torténik akkor, ha egy hasonl¢ jéaték az N. dobés utan fejezédik be?

Ekkor isigaz, hogy az (N — 3). j&tékos 2* és az (N — 1). jatékos 22 forintot nyer, tehét az
Ossznyeremény ismét FIFI o FIFI; anetté nyeremény pedig FIFI o FIFI — N forint.

Sot, afenti gondolat altalanosithatd: tetszéleges A sorozat esetén az utolso i. jatekos
akkor kap 2' forintot, ha A-nak 6nmagéval i hosszl éfedésevan (i = 1, 2, ...). A jatékosok
netto tssznyereménye tehdt A o A— N forint, ajaték lefolyasatdl fuggetlendl. (Csak az elért
végdllapot szamit, az oda vezeto Ut nem.)

Mivel az érmedobal asos dupla vagy semmi jéaték ezzel alebonyolitédssal méltanyos
(igazsagos), a nettd nyeremény varhaté értéke 0. Emiatt ha L az A sorozat €l éréséhez
szllkséges étlagos dobasszamot jelenti, akkor Ao A—L =0, sinnenL=A0A.

Vagyis ahhoz, hogy az érmedobd asos jatékban el 6szr megkapjuk az A sorozatot,
atlagosan A o0 A dobésra van szilkség.

M egj egyzés: Modszertani szempontbdl persze helyesebb, ha a fenti kérdéseket, illetve kijelentéseket feladatként
tlizzlk ki, s engedj ik, hogy avélaszokra a tanitvanyaink j6jjenek ra.

Amikor két sorozat ver senyez:

A fogadas tovébbrais az A tippsorozattal torténik, de a dobassorozatban az A-val
versenyez eqy B sorozat is, s ajéték akkor ér véget, ha A vagy B jon ki. (Konkrét pdlda: A=
FIFI, B=IFFI.)

Ha példaul a B megjelenése vet véget ajatéknak, akkor az A-ratippel 6k kdzott [ehetnek,
akik épp nyerésben vannak, s nekik a bank - kdnnyen lathat6 - éppen B o A forintot fizet. (A
konkrét példaban B o A = 22, mert B(3, 4) = A(1, 2).)
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Mennyi ajatékosok nettd dssznyeremeénye? Haajaték N dobasig tart, akkor a nettd
Ossznyeremény vagy B o A— N (haaB sorozat jétt ki), vagy Ao A—N (haaz A sorozat
nyert).

Mennyi az étlagos nettdé nyeremény ebben ajatékban? Ha az A sorozat nyerési esélye
pa, a B sorozat nyerési esélye pg, L pedig az tlagos dobasszamot jelenti, akkor paXA 0 A +
pe>B 0 A — L az &lagos nyeremény. (Az 6sszeadasi és szorzasi szabdyt alkalmaztuk. Eszerint
vagy pa vaosziniiséggel nyer A, s ekkor anyereseg A o A; vagy pg val0sziniiséggel nyer B,
ekkor anyereség B 0 A; sakett6 stlyozott 6sszegebdl le kell vonni az &tlagosan befizetett L
forintot.) A jaték igazsagossaga miatt most ispaA 0 A+ pgBo A—L =0.

Hasonl 6 egyenletet irhatunk fel akkor is, haajatékosok B-re fogadnak: pa>A o B +
psB o B—L =0. Végil ajatékban nincs dontetlen, igy pa + ps = 1 aharmadik egyenletiink.

A hédrom ismeretlent tartalmazé egyenl etrendszer:

(1) ppAOA+peBOA=L;
(2 paAoB+peBoB=1L;
(3 patps=1.

BoB- BoA

AoA+BoB- AoB- BoA’
_ AoA>BoB- AoB>BoA

" A0A+BoB- AoB- BoA

Ennek megoldésa: p, =

. A pg val6sziniiséget megkaphatjuk 1 — pa-bdl, vagy

Ao A- AoB

felirhatjuk a pa-ra szimmetrikus képletet: = )
JUK 2 Pa ® Pe = A0A+BOB- AcB- BoA

Osszefoglalva:

Ezzel amodszerrel egyszeriien és gyorsan kiszamithatjuk az egyes gy6zelmi
val0szintiségeket és az atlagos |épésszamokat. Sot, az afedési szadm meghatarozésa kdnnyen
algoritmizalhato, igy segitségul hivhatjuk a szamitogépet. Nyolcadik osztdlyos diakjaim
Kiirattak példaul az 6sszes 4 hosszu fej-iras sorozat egymassal szembeni nyerési esélyeit, ésa
hozzajuk tartozd étlagos |épésszamokat; alejjebb kozolt téblazat-részletek is téluk
szarmaznak.

Altalanositési |ehetéségként megemlitjiik, hogy a Conway-al goritmust alkalmazhatjuk
akkor is, ha
— ketténd tobb verseng6 sorozat jatszik; valamint ha
— nem azonos hosszUiak a versengé sorozatok. (Itt csak arrakell vigyazni, hogy egyik
sorozat sem fordulhat el6 teljes egészében semelyik masikban.)

Konkrét pédak:

1. Oldjuk meg Conway mbdszerével a3.1. és 3.2. bevezeté érmedobd asos
feladatokat! Ebben A = FFF, B = FIF; keressilk az A és B gy6zelmi val észiniiségeit és
ajaték befeezésehez szilkséges atlagos | épésszamot.
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Megoldas:. Ao A =2 +4 +8 =14 AoB=2BoA=2 BoB-=2+ 8= 10. Innen
10- 2 2 | _1410-2>2 _136

PAT14+10-2-2 5 =~ 14+10-2-2 20
megegyeznek a3.1. és 3.2. eredményeivel.

=6,8. Temészetesen ezek az értékek

2. Legyenek most négy hosszuiak a versengé sorozatok; oldjuk meg példaul afenti
fogadas két sorozatéhoz kapcsol 6do feladatot! Tehét: A = FIFI, B = IFFI, s harom
kérdésre keressilk a vé aszt:

a) Mennyi aval6sziniisege annak, hogy FIFI addodik elébb?
b) Hatarozzuk meg, &lagosan hany dobasig tart a jéték!

c) Hatarozzuk meg, élagosan hany dobasbdl dl elé kulon-kulon az FIFI, illetve az
|FFI sorozat!

Megoldas: A o A =4 + 16 = 20 Ao B =2 BoA=4BoB=2+ 16 = 18. Innen
18- 4 7 20°18- 2°4 _ 352

Pp=————=—, L= = =11.

20+18- 2-4 16 20+18- 2- 4 32

a) %; b) 11; ¢) L(FIFI) = 20; L(IFFI) = 18.

8.6. feladat: Ebben ajétékban hdrom sorozat verseng egymassal: A = FIFI, B = |IFF,
C=IFIlI.

a) Mennyi az egyes sorozatok gy6zelmi val 6sziniisége?
b) Hatarozzuk meg, &lagosan hany dobasig tart a jéték!

c) Hatarozzuk meg, élagosan hany dobasbdl dl el6 kulon-kilon az FIFI, I1FF, illetve
IFIl sorozat!

Megoldas: A harom sorozat négy ismeretlen valtozdjéra négy egyenletet irhatunk fel, a korabbi egyszeriibb
esetek anal 6gigjéra:

() ppAO0OA+pgBOA+pPXCOA=L;
(2) ppA0oB+pgBoB+pxCoB=L;
B)paA0C+pgBoC+pcxCoC=L;
(3) patps+pc=1

AoA=4+16=20,BoB=16 Co C=2+ 16 = 18; ezek egyltta az egyes sorozatok &tlagos
bekdvetkezéséhez sziikséges | épésszamok.
AoB=2A0C=2+8=10,BoA=2B0oC=0,CoA=0 CoB=2+4=6. Az egyenletrendszer
szamokkal :

(1) 20pa + 2ps + Opc = L;
(2) 2pa + 16ps + 6pc = L;
(3) 10pa + Opg + 18pc = L;
() pat+pe+pc=1

336

Az a) - b) eredmények: (pa, Ps, Pc, L) = =. A ¢) kérdésre avélasz: L(FIFI) = 20, L(IIFF) = 16,

0| w
[Se}

£
181

&%

L(IFI1) = 18 alépésszamok.
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Feladatok

8.7. (kitiizott) feladat: Két jatékos egy szabalyos érmét folyamatosan dobal. Andras
akkor gy6z, haafeek szama 6-tal tobb, mint az irdsok szama; Béla pedig akkor, ha az
irésok szamalesz tobb 6-tal afgek szdmana. A jatszma egy adott pillanataban a
dobott fejek szama éppen 2-vel tébb, mint az irasoké.

a) Mekkora ebben a pillanatban Andrés nyerési esélye?
b) Atlagosan héany dobésig tart még a jéték?

c) Mekkora Andrés nyerési esélye akkor, ha a dobott fgek szdma 1-gyel, 3-mal, 4-
gyel, 5-tel tobb az irasok szamandl?

8.8. (kitiizott) feladat:

a) Atlagosan hany |épésben jutunk el az n pontu teljes gréaf egyik csticsabol egy kijelolt
masik csticsba? (A bolyongas cstcstol-csicsig torténik, az éleket minden csticsban
véletlenszeriien vdlasztva.)

b) Atlagosan hany |épésben jérjuk be az n pontu teljes graf minden csticsét?

8.9. (kitiizétt) feladat: Bizonyos értelemben a“legnehezebben” bejarhat6 grafok a
“sarkany” alakuak (l4sd [3]). Konkrétan tekintsiink egy teljes 4 pontu gréfot, és egy
hozza csatlakoz6 8 pontu lancot. Hatarozzuk meg, hogy vél etlenszerii bolyongast
végezve alanc végpontjabdl atlagosan hany |épésben érjik e

a) valamelyik el6re megadott csticsot;

b) az 6sszes cslicsot!

8.10. (kitiizott) feladat: Elemezzik Conway algoritmusét alkalmazva a kdvetkez6
érmedobal asos jatékokat (gyézelmi val 6szintiség, |épésszamok kil on-kulon és egyiitt):
a) A=IFI, B=IFF;

b) A=IFI,B=1IF;

c)A=IFF, B=IIF

d)A=IFl,B=IFF, C=IIF.

8.11. (kitiizott) feladat: Elemezzik Conway algoritmusét alkalmazva a kdvetkez
érmedobal asos jatékokat (gyézelmi val 6szintiség, |épésszamok kil on-kilon és egyiitt):
a) A=FIFI, B = FIFF,

b) A=FIFI, B =FIIF;

c) A=FIFF, B=FIIF;

d) A=FIFIl, B=FIFF, C=FIIF.
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8.12. (kitiizott) feladat: Elemezzilk Conway algoritmusét alkalmazva a kovetkezo
érmedobal asos jatékokat (gyézelmi val bszintiség, |épésszamok kil on-kilon és egyiitt):
a) A=IFl, B=FIFF;

b) A= IFIl, B = FIFFI;

c) A=IFl, B = FIFFF;

d) A=IFI, B=FIFF, C = FFIF.

8.13. (kitiizott) feladat: Conway agoritmusa (és egy kis szamitdgépes segitseg)
akalmazésaval dlitsuk el6 a kétszemélyes, 3 hosszu cél sorozatll érmedobd ésos
jétékok val 6sziniiségekre vonatkozd eredménytébl azatat!

Eredmeény: Az egyes jatékok esdlyeit tartalmazo téblézat:

FFF | FFI | FIF [FIT | IFFE [ IF [ 1E |11

FFF |- 1.1 |23 |23 [1.7 |57 |37 |11
FFl |11 |- 21 (21 |13 |53 (1.1 |73
FIF |32 |1.2 |- 1:1 |11 |11 [35 |75
FIl |32 |12 |11 |- 1:1 |11 |31 |[7:1
IFF [7:1 |31 |11 |11 |- 1:1 |1:2 |32
IFl |75 |35 |11 |11 [1:1 |— 1.2 |32
IF [7:3 |1:1 |53 [1.3 |21 |21 |- 1:1
I (11 |37 |57 |17 |23 |23 |11 |-

2
(Példaul az FFF : FIF = 2 : 3 ardny gy értend6, hogy FFF gy6zelmének a val 6szintisége g .

8.14. (kitiizott) feladat: Conway algoritmusa (és egy kis szamitdgépes segitseg)
akalmazésaval dlitsuk el6 a kétszemélyes, 3 hosszu cél sorozatll érmedobd ésos
jétékok atlagos |épésszamainak az eredménytabl azatét!

Eredmény: Az egyes jatékok |épésszamait tartal mazé téblézat:

FFFE |FFI | FIF | FII [IFFE [IFl [1IF |1l
FFF|14 |7 68 [56 |7 583 |56 |7
FFl |7 8 6 53 [65 |5 5 5,6
FIF |68 |6 10 |5 6 U 5 5,83
FIl |56 |53 |5 8 5 6 65 [7
IFF |7 65 |6 5 8 5 53 [56
IFl {583 |5 7 6 5 10 |6 6,8
IlF [56 |5 5 65 [53 |6 8 U
I 17 56 583 |7 56 |68 |7 14

8.15. (kitiizott) feladat: Vizsgdjuk meg az I111 sorozat viselkedését a tobbi 4 hosszi
célsorozat ellenében! (Példaul: FIII : 111 = 15: 1.) Milyen érdekességet vehetlink
észre és mi ennek az oka?

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu 74/97



Orosz Gyula: Markov-lancok

8.16. (kitiizott) feladat (KoM aL P.380.): Jeldlje p, annak aval0szintiségét, hogy egy
taldlomra kivalasztott (nem feltétlentl értelmes) n betiis szévegben el éfordul a
»vagyok” szb. Bizonyitsuk be, hogy I|®rQ p, =1.

K Urschak 2005?
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9. Szamitogéeppel tamogatott problémamegoldas

Ebben afegezetben - igéretiinkhdz hiven - néhany egyszerii példat mutatunk arra,
hogyan lehet a szamitogépet segédeszkdzként felhasznalni a problémamegol dés
folyamataban.

Mint a cikk bevezetéjében is emlitettik, a kovetkez6 munkafolyamatokrol lesz szo:

1. Gépi szimul&acio.

It sok-sok jaték szimuldlasa, futtatasa torténik.

2. Sejtések, becd ések, tippek megfogal mazasa.

Erdekes és tanul sgos a tippek dsszehasonlitasa; ha szilkséges, erre arészre ardnyaiban
tobb id6t is szanhatunk. (Becs ések Gsszegyiijtése, rogzitése; versenyeztetés, utdlagos
kiértékelés, tanulsagok.) Akkor is érdemes becsliltetni, ha esetleg a probléma olyan bonyolult,
hogy matematikailag mér nem tudjuk megoldani. Ekkor marad a szamitogépes szimul aciok
sokaséga; afutési eredmények atlaga j6 kozelitéssel a megoldést adja.

3. A jaék matematikai modellezése.

4. A j&ék matematikai elemzése; feladatmegol dés.

9.1. feladat: Szimuldjunk néhany egyszeri diszkrét egydimenzids bolyongést!

A modell akdvetkez6: megadjuk a h hosszu linearis pdyan bolyongd pont kezdeti
helyzetét (ez 1-t6l h-ig lehet valamelyik pozicid); majd ezutan minden |épésben
véletlenszeriien, 0,5 - 0,5 val6sziniiséggel elmozditjuk valamelyik iranyba a bolyongé
pontot. A bolyongéas egyfajtajatéknak is tekinthet6, melyben azt vizsgaljuk, hogy a
pont melyik iranyban hagyta el apdlyét. A jatéknak tehat akkor van vége, ha a pont
aktudlis poziciojaOvagy h+ 1lesz.

a) <3; 2> jaték: Szimuldjuk abolyongd pont mozgéséat a h = 3 hosszy, k= 2
kezdéhelyzetti jatékban! (A tovabbiakban ezt akiindulasi helyzetet a <3; 2>
szimbolummal jel6ljik.) Atlagosan mennyi ajéték befejezéséhez szilkséges L
|épésszam, és hanyszor hagyta el apont balrdl, illetve jobbrdl ajétékteret?

Eredmény: 100 000 futtatés alapjan L = 4,00; Ba =50 040, Jobb = 49 960. (Természetesen ez és a kdvetkezé
futtatasok csak egyetlen konkrét értékek; més szimuléciok soran mas-més eredményeket kapunk.)

\ b) Szimuldjuk az <5; 3> jatékot!

Eredmény: 100 000 futtatas alapjan L = 8,97; Bal =49 987, Jobb =50 013.

) A <7; 4> jaték 100 000 szimulé&cidja aapjan probdjunk megfogalmazni egy sejtést,
s ezt erdsitsiik meg a<9; 5>, <11; 6> és <13; 7> jatékok vizsgd atéval!

Eredmeény: A <7; 4> jatékban: L = 15,63; Bal = 50 006, Jobb = 49 994. A Bal és Jobb relativ gyakorisaga »
0,5 a j&ékokban, ezt szemléletiink el is fogadja. A |épésszdmok esetében észrevehetjilk, hogy ha a kézépsé
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mez6n alé pontnak mindkét irdnyban k lépést kell tennie, hogy elhagyja a palyét, akkor ehhez j6 kdzelitéssel »
k2 |épésre van szikség.

A szimuléci6é eredménye a<9; 5>, <11; 6> és<13; 7> jatékokban:

<9; 5>:
<11; 6>:
<13; 7>:

L =24,64; Bal =50 021, Jobb =49 979,
L =35,07; Bal =49 977, Jobb =50 023,
L =48,55; Bal =50 002, Jobb =49 998.

d) Vizsgdjunk meg néhany jatékot akkor is, haakiindulasi helyzetben nem kézépen

al abolyong6 pont!

Szimulé&cids eredmények (100 000 futtatas alapjan) 2, 3, 4, 5, 6, 10 hosszl pdyakon:

2 hosszu pdlyéan:

Pozicio L épésszam Ba Rel. gyak. Jobb Rel. gyak.
1 2,00 66756 | 0,67 33244 0,33

2 2,00 33282 |0,33 66 718 0,67

3 hosszu pdlyéan:

Pozicio L épésszam Ba Rel. gyak. Jobb Rel. gyak.
1 2,99 75037 | 0,75 24 963 0,25

2 4,00 49981 | 0,50 50 019 0,50

3 2,99 24966 | 0,25 75034 0,75

4 hosszu palyan:

Pozicié L épésszém Ba Rel. gyak. Jobb Rel. gyak.
1 3,99 79989 | 0,80 20011 0,20

2 5,95 60037 | 0,60 39 963 0,40

3 5,96 39949 | 040 60 051 0,60

4 3,99 20013 | 0,20 79987 0,80

5 hosszu pdyéan:

Pozicié L épésszém Ba Rel. gyak. Jobb Rel. gyak.
1 4,99 83335 0,83 16 665 0,17

2 7,74 66699 | 0,67 33301 0,33

3 8,97 50007 | 0,50 49993 0,50

4 7,74 33347 10,33 66 653 0,67

5 4,99 16650 | 0,17 83 350 0,83

6 hosszt pdlyéan:

Pozicio L épésszam Bal Rel. gyak. Jobb Rel. gyak.
1 5,95 85687 | 0,86 14 313 0,14

2 10,02 71468 | 0,71 28532 0,29

3 11,96 57131 | 057 42 869 0,43

4 11,96 42855 | 043 57 145 0,57

5 10.01 28573 | 0,29 71427 0,71

6 5,95 14250 | 0,14 85 750 0,86

10 hosszu pdyan:

Pozicio L épésszam Bal Rel. gyak. Jobb Rel. gyak.
1 9,97 90893 | 091 9107 0,09
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2 17,70 81827 | 0,82 18173 0,18
3 24,03 72715 | 0,73 27 285 0,27
4 27,64 63636 | 0,64 36 364 0,36
5 30,10 54543 | 0,55 45 457 0,45
6 30,09 45457 | 045 54 543 0,55
7 27,65 36364 | 0,36 63 636 0,64
8 24,02 27270 | 027 72730 0,73
9 17,71 18201 | 0,18 81 799 0,82
10 9,96 9089 0,09 90911 0,91

\ e) A fenti eredmények alapjan fogalmazzunk meg sejtéseket!

Sejtések: Ugy tiinik, hogy a h hosszisagu palyan a k. kezdohelyrsl indul 6 pont
1. habardl pvalésziniiséggel hagyja el ajétékteret, akkor (1 — p) valdszintiséggel hagyja el jobbrdl;

k
2. 1 val6szintiséggel hagyja el balrdl ajéatékteret;

3. &tlagosan ugyanannyi lépést végez, mint a (h + 1 — k). helyrél indul6 pont;
4. &lagos |épésszdma k(h + 1 —K).

(Ez utobbi sejtést érdemes tovébbi példakkal megerdsiteni. Egyébként mint véletlen egészen fantasztikus a 10
hosszli pdlya4 - 7., illetve 5 - 6. kezddmezékhoz tartozd | épésszamainak egyezése.)

9.2. (kitiizott) feladat: Bizonyitsuk be az €l6z6 feladatban kapott 1 - 4. (igaz)
sejtéseket!

Utmutatas: Az 5. és 6. fejezetben taldhatok a hasonl 6 ferdefoci-problémak bizonyitésai.
Golyémodell-szimulaciok

Képzeljik e, hogy egy 10 tagu tarsasag tagjai kozul sorsolassal vdasztjaki avezetojét.
A sorsolast Ugy végzik el, hogy atagok egymés utén feldobnak egy dobdkockét, és az lesz a
vezeto, aki el6szor dob 6-0st.

Ezt a sorsolést egyfajta golyomodellként is felfoghatjuk. Példaul egy urnaba betesziink
5 kék és 1 piros (egyforma méretii) golyot, s koziltik ajeldltek sorban kihlznak egyet-egyet
Ugy, hogy haa golyé szine kék, akkor visszateszik. (Piros golyo6 hlizésa esetén vége a
sorsolasnak.)

Ezekben a modellekben a golydk szerepe minimalis, akét szin megoszl asa csak azt
befolyasolja, hogy a soron kdvetkezé hlzassal mekkora val 6szintiséggel ér véget a sorsolés.
(Ilyen problémék egyszeriibb eseteit vizsgdtunk a 2. fejezetben.)

Ebben afeezetben tovabbi golydmodelleket vizsgdlunk meg; ezek ajatékok altaldban
bonyolultabbak lesznek. A modell barmelyik paraméterén vatoztathatunk: a szinek, a golydk
vagy akihlzott golyok szamén; ahlizasi technikan (a kihGzott golyét nem szilkségképpen
tesszik vissza), illetve ennek stratégidjan (példaul ha egy kék és egy zold golyot hazunk ki,
visszatesziink egy pirosat); killonb6z6 végallapotok esetén érhet véget egy-egy jaték ésigy
tovabb. Bér alkalmanként nem hagyjuk €l amodellek matematikai vizsgalatét sem, a
hangsulyt elsésorban ajatékok szimul&cidjéra, illetve ezek eredményeinek vizsgélatabol a
megfogalmazhatd sejtésekre hel yezzik.

M egj egyzés: Mbdszertani szempontbdl — most és a késébbiekben is—
érdemes el 6szor azt megvizsgani, hogy a konkrét feladat hogyan modellezhet6;
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ezutan ratérni arra, hogy mit is varunk, hogyan , viselkedik” a modell;

majd végiil ez alapjan hogyan célszerii , helyezkedni” a sorsol asban résztvevéknek.

Nagyon érdekes példaul, hogy az elsd 6-0s dobast altalaban a 3-4. helyre vérjak a diakok; de amikor a kérdést
atfogalmazzuk, és azt kérdezzik, hogy hogyan érdemes helyezkedni, akkor a véleménylk megvdltozik, és
inkdbb kezdeni szeretnének. Az (eltérd) tippek Utkoztetésére is szanjunk idoét; izgalmas Gsszehasonlitani a
kilonb6z6 érvel éseket.

Sor solasi modellek

9.3. feladat: A fenti bevezeté sorsolés (10 jatékos, visszatevéses hizas % nyerési

eséllyel) alegegyszeriibb feladatok kozé tartozik, de néhany érdekes kérdést felvet.

a) Havalaki elndk akar lenni, akkor hogyan érdemes , helyezkednie” ? Igyekezzen
hamar huzni, vagy inkébb késébb? (A kérdés matematikai megfogalmazasa: n jétékos
esetén melyik helyen legval 6sziniibb az €ls6 piros hilizas?)

b) Atlagosan hény hiizésig tart ajéték?

c) Hogyan vatoznak afenti eredmények, ha megvaltoztatjuk a golyok

szinmegoszl asat?

d) Es hatobbfée golyoval végezzik a hlizésokat? (Példaul 7 kék, 1 piros és 2 sarga
golydval jatszunk; aki el6szor hliz sarga golyot, a térsasag jegyzéje lesz.)

Megoldas: A szimuléciés program 100 000 futas eredménye alapjan az étlagos dobasszam 6,01, az egyes
nyerések szama pedig:

személy 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

nyerés 19876 | 16556 |13693 |11562 |9636 | 7945 |6616 |5653 |4682 | 3781

rel. gyak. | 0,20 0,17 0,14 0,12 010 008 (007 |006 [005 |004

Ugy tiinik, érdemes mind hamarabb hizni (» 20% eséllyel az elsének hlizéé lesz a piros golyo), az étlagos
hizésszam pedig » 6.

A bizonyitast altalanos esetben végezzilk €l. Legyen atérsasag n tagy, és p annak a valsziniisége, hogy a soron
kovetkezo jatékos piros golyot huz. Ekkor annak valoszintisege, hogy az i. hiizasra huzunk el8szor piros golyat,
(1-p) ™.

Az 1. jatékosez dapjan P,=p+ (1—p)'%p + (1-p)*>p + ... val6sziniiséggel nyer;

amésodik P,=(1-ppp+(1—-p)p+(1-p)™p+ ... = (1—p)Pr-gye;

aharmadik P;=(1-p)»p+ (1-p)?p+ (1-p)p + ... = (1—p)>Pr-gyel;

... az i.pedig Pi=(1-p)™p+(1-p)"p+ (1 -p)"Dp+... = (1-p)P-oyed,

sezek az értékek i ndvekedtével valdban csokkennek.

1 1-p
A V, den sorok osszege: P = X—, P. = X—,
= R P e T P e
1- p)° . 1 .
Py = DXW Konkrétan p = E értékekkel P; = 0,198 768964; P, = 0,165 640 803;

P;=0,138 034 003; P,=0,115 028 336 sth., elég j6 egyezést kapunk a szimulacids eredményekkel .

A hizésok étlagos szamét tobbféleképpen is meghatarozhatjuk. (Lasd példaul 2.6. feladat.)

Alkalmazhatjuk a véarhat6 érték definicidja: H=pa + (1-pppR+ (1 —p)>pB+ ...+ (1—p)"Spn+ ..., sezta
végtelen Osszeget mértani sorok dsszegekeént allithatjuk elé.

Egy mésk lehetéseg a ,logikai rekurzios’ gondolat: H = pd + (1 — p)(1 + H). Ezt az egyenletet a
kovetkez6képpen értelmezhetjik: Vagy p valosziniiseggel Osszesen 1-et hizunk (egy pirosat), vagy (1 — p)
valoszintiséggel hizunk 1-et (egy kéket), plusz még annyit, amennyi a tovabbi jaték soran szilkséges. Mivel a
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tovabbi jaték ekvivalens a kezdetivel (a kék golydt visszatettiik), ebbdl az allapotbdl is H a héatralévé huzésok
atlagos szama.

Az egyenletbél H = 6.

Ezzel skerllt az a) - c) feladatokat megvélaszolnunk, s a d) feladat is hasonléan vizsgdhato. (Példaul
gondoljunk arra, hogy a piros golyo szempontjébdl a sérga és kék golyok egyenértékiiek.)

9.4. (kitiizott) feladat: Léattuk, hogy a hlizasok étlagos szdma 6. Magyarazzuk meg, ez
miért nem jelenti azt, hogy leggyakrabban a 6. jel6lt hlizza a piros gol yot!

9.5. feladat: Egy dobozban n (egyforma méretit) golyd van, kozul ik 1 piros, atébbi
kék. Véetlenszeriien, ezlttal visszatevés nélkil hizzuk ki a golydkat. Mi annak a
val6szintisége, hogy az i. huzas piros? (Az €l6z6 feladatbeli modellt tehat annyiban
vétoztattuk meg, hogy a kihtzott golyét most nem tesszilk vissza. igy sorsolték ki
Mikszéth: A fekete véros c. regényenek egyik filmfeldolgozasdban Lécse véros
fébirgat.)

M egoldas: Hasonl6 feladatokat vizsgéltunk a 4. fejezetben, ez volt a visszatevés nélkili sorsolasi modell.

Egy tipikus didkokoskodas szerint a kihizott golydk n hosszii sorozaténak elején - a kék golyok kezdeti
thlstlydnak megfeleléen - inkdbb kék golydk szerepelnek, igy talan érdemesebb késébbi idépontban hizni, ha
célunk a piros golyd megszerzése. (Az emlitett filmben az utoljéra hizd tanécstagnak maradt a piros.) Nézzik,
mit mutat a gyakorlat!

100 000 szimul&ciés futtatas eredmeénye a kdvetkezo:

Haagolyok szaman = 6 (1 piros, 5 kék), a piros golyd étlagos hizasszama 3,50:

személy 1 2 3 4 5 6
nyerés 16 734 16 738 16 427 16 680 16 649 16 772
rel. gyak. |0,17 0,17 0,16 0,17 0,17 0,17

Haagolyok szaman = 10 (1 piros, 9 kék), a piros golyo atlagos hlizasszama 5,50:

személy 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

nyerés 10037 | 10058 | 9907 | 10036 | 9928 | 10029 | 9944 | 10009 | 10100 | 9952

rel. gyak. 0,10 0,10 0,10 | 0,10 0,10 | 0,10 0,10 | 0,10 0,10 0,10

Az eredmény elég egyértelmii: sgjthetd, hogy mindegyik helyen ugyanakkora a piros golyd huzas
1 n- 1

valoszintisége. Az elsb helyen ez a valdsziniisdg — , a masodik helyen —X—l ..,az i.heyen(1<i £
n n n-

n-1 n-2 n-3 n+1-i 1 1 : » 5
% X X.. % - X% - = — val6ban; az emlitett didkokoskodas tehat hibas.
n n-1n-2 n+2-1 n+l1l-i n

9.6. feladat: Vizsgaljuk meg az €l 6z6 feladatot, ha a golyok kezdeti el oszlasa 3 piros
és 7 kék! Készitsiink a kihtzott golydkbdl egy 10 hosszisagu sorozatot, és allapitsuk
meg, hogy

a) melyik helyen legval 6sziniibb az elsé piros hizés;

b) melyik helyen legval 6sziniibb a piros hiizés;

c) melyik sorozat hlizésa alegval 6szintibb?
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Megoldas: Az el6z6 feladat megoldasa alapjan ismét azt sejthetjik, hogy mindegyik helyen egyforma az elsé
piros golyé hizési valésziniisége. A szimuléacié eredménye:

Haa golyok szaman = 10 (3 piros, 7 kék), az elsb piros golyo atlagos hlizasszdma 2,76:

személy 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

nyerés 29882 | 23057 |17612 |12746 |8321 4975 | 2559 | 848 0

o

rel. gyak. | 0,30 0,23 0,18 0,13 0,08 0,05 003 |001 |O 0

Varatlan eredményt kaptunk; mi lehet ennek az oka?

3
a) Annak valdszintisége, hogy az elsé hizés piros, p; = E; hogy masodszorra hizunk elészor pirosat, p, =

T8 2 3. oy pametike, p = 20 = Sl hog e @< i 8 p =
109 109 ¥ = 1098 1098 ¥ - P

7 65 9- | 3 3 76 9- i , . .
— X X=X X—— X—— = X—X%— X, . X——  seszorzat i ndvekedtével valdban monoton csokken.

1098 "12-i 11-i 10 9 8 T 11-i

b) Tehd az elss piros golyot nagyobb valdszintiséggel hizzuk a sorozat elgjén, mint késdbb. Kovetkezik-e
ebbdl, hogy a sorozat €l ején nagyobb val dszintiséggel hizunk piros golyot?

73 32 3
Hat nem kovetkezik. Annak valszintisége, hogy a 2. hiizés piros, P, = — %-+—X%- = —  Hogy a 3. piros:
1009 10 9 10

763 732 3 72 321 3

— XXt XXt — XX+ — XX = — (jitt rendre a kkp, kpp, pkp, ppp eseteket

10 98 109 8 10 98 10 98 10

) 7 6 5 3, 7632 733201 3

szamoltuk). P, = — X=X X—+ 3+ X3 = — (az esetek: kkkp, (kkp)p 3-szor,
10 9 8 7 10X08x7 1098 %7 10

Ps

3
(kpp)p 3-szor); innen mé&r sejthetd, hogy barmelyik helyen E valosziniiséggel hdzunk piros golyot. Ennek
bizonyitédsara gondoljuk meg, hogy ha a sorozatban egy kivalasztott i. helyen piros golyé szerepel, akkor a

80
maradék 9 helyen gzi-féleképpen fordulhat el6 a két piros golyd, s szimmetriaokok miatt ez minden
a

290
- B
kivalasztott i helyre igaz. Annak val0szintisege tehét, hogy az i. helyen piros golyé van, &—O = E
0

i35
A gondolatmenet 3 és 7 helyett tetszéleges golydszamok esetén is alkal mazhato.

c) A sorozatok egyforman val sziniiek.

Vegyes feladatok

9.7. (kitiizott) feladat: Oldjuk meg az € 6z6 feladatot, ha a golyok kezdeti megoszlésa
a) 1 piros, 3 sarga, 6 kék;

b) 3 piros, 2 kék és5 sargal
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9.8. (kitiizott) feladat: A 9.6. feladatban szimul&cids eredményil azt kaptuk, hogy ha
kezdetben a piros és kék golyok szama 3, illetve 6, akkor az elsé piros golyot
atlagosan 2,76. hlzasra kapjuk meg. Mennyire val6s ez az eredmény? Mi a pontos
matematikal érték?

9.9. (kitiizott) feladat: Az 9.6. feladat szimuléaciojakent diakjainktol kétféle
algoritmust kaptunk. Mindkét algoritmus kezdetben a g[1..10] vektorban taroljaa
golydk szinét.

Az egyik: Az 1- 10 kozdtti | véletlenszama g[i] golyét a g[1]-gyel megeserdi; ezutan a
2 - 10 kozotti i véletlenszama g[i] goly6t a g[2]-vel megeserdli és igy tovabb. Az algoritmus
eredmeényeképp g[]-ben a keresett sorozatot kapjuk.

Amasik: Az 1- 10 kozotti i véletlenszdmu g[i] golyét eltéroljah[1]-ben, i-t megjegyzi;
ezutan addig generd 1 - 10 kozotti véletlenszamot, mig olyan goly6t nem taldl, amelyiket
meég nem jegyzett meg, s ezt térolja el h[2]-ben és igy tovabb. Eredményil h[]-ban kapjuk a
keresett sorozatot.

Azonos eredményt ad mindkét eljaras? Atlagosan hanyszor generdlunk véletlenszamot
az egyik, illetve amasik eljarasban? (A masodik eljards modszerét alkalmaztuk 4.4.-ben.)

Dinamikus golyémodellek

A kovetkezo jatékokban a kihuzott golydk szinétél fliggo szabdy szerint valtoztatjuk a
golyok szinét vagy szamét. A jatékok osztdlyozasét tobb szempontbdl is elvégezhetjik, mint
ezt a4. fgjezet elgén lattuk. Ismétlésként: szempont lehet

—akezdeti szinek szdma: 2, 3 vagy tobb (ezeket az eseteket a2, 3, ... kddokkal
szimbolizajuk);

—akihtzott golyok szama: 1, 2 vagy tobb (kodok: 1, 2, ...);

—agolyoszam vatozas modja: csokkend, dlando, ndvekvo (kodok: —1, O, 1) stb.

A [szinek szama, huzott golydk szama, golyoszdm vatozésa] szamhérmassal a jatékok
egy-egy osztalyat jellemezhetjik. Példaul a9.3. feladat [2, 1, 0], a9.5. feladat [2, 1, 1], a9.7.
pedig [3, 1, —1] tipusa valt.

A jatékokkal kapcsolatban tobb érdekes kérdésis felvetheté. Példaul:

a) Lehetséges-e, hogy csak egyfajta golyé marad ajaték végen?

b) Haigen, ez milyen kezdéhelyzetekre érhet6 el ?

c) Lehetséges-e, hogy csak egyetlen goly6d marad ajaték végen? (A kérdésnek nyilvan
csak csokkend golyoszam esetén van értelme.)

d) Mennyi az invarians helyzet el éréséhez szilkséges étlagos | épésszam?

A fejezetben vizsgalt golyémodellek sokféleképp atalanosithatok. Csak egyetlen példa:
ahuzésokkal kapcsolatban geometriai korlatozast, egyfajtafeltételt adhatunk, ha a golyokat
linedris palya vagy kor mentén, esetleg egy téblézatban rendezzik e, s a szabaly a geometriai
szomszédsagtol fugg. (Ilyen golyémodellek azok a sejtautomaték is, amel yekben az egyes
cellakat véletlenszertien vélasztjuk ki.)

Harom klasszikus feladat
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Ezeket afeladatokat mér kordbban példaként emlitettik a 4. fejezet elgjén.

9.10. feladat: Egy dobozban p darab piros szinii és k darab kék golyd van. A dobozbdl
kiveszlink két golyét. Ha ezek kilénbdzé szintiek, akkor a piros golyét visszatesszilk,
ha egyforma sziniiek, akkor egy kék golyot tesziink vissza. Ezt az eljérast addig
ismételjik, mig egyetlen goly6 marad a dobozban. Mi a val 6sziniisége annak, hogy ez
agolyo piros?

Megoldas: A jéék kédja[2, 2, —1]. Kulonbdzé p és k értékekre futtatva a szimul &cidkat, észrevehetjik, hogy a
végeredmény - rogzitett p és k értékekre - mindig egyértelmii; nem fiigg az eredmény attdl, hogy milyen
golyokat, melyik sorrendben hiizzuk, csak attél, hogy milyen p és k megoszlasa. Az aldbbi tablazatban p és k
|ehetséges valtozasait tiintettik fel:

hiizés P, P p, k k, k
p -2 0 0
k +1 -1 -1

Innen kiolvashat6, hogy a piros golyok szaménak paritasa allandd. A golyok szama hiizasonkeént 1-gyel csokken,
igy az utolso golyo piros, ha p paratlan, és kék, ha p paros.

M egj egyzés. Ez afeladat tehat nem is val 6szintiségszamitasi, hanem kombinatorikai jellegii.

9.11. feladat: Egy tablérafelirtunk 1996 darab 1-est, 1997 darab 2-est és 1998 darab
3-ast. Barmely két szamjegyet |etordl hetjik, ha helyette a harmadik szamjegyet
egyszer felirjuk atébléara. Igaz-e, hogy ezt az eljarast ismételve elérhetjiik, hogy a)
csak egyfajta; b) csak egyetlen szdm marad? Haigen, melyik lehet ez a szam?

M egoldas: A szamjegyek szamanak lehetséges vatozasai:

torlés 1,2 1,3 2,3
1 -1 -1 +1
2 -1 +1 -1
3 +1 -1 -1

a) Egy 2-es és 3-astorlése utdn az (1997, 1996, 1997) harmashdl elérheté a csupa 2-es helyzet. Egy-egy |épéshen
mindegyik szdmjegy paritasa megvaltozik, a szamjegyek kozotti paritésok killonbdzésége a jéték folyaman végig
megmarad. Méasfajta végallapot tehat nem lehetséges, mert a 2-esek szdménak kezdeti paritésa eltér a masik két
szam paritasatol, és a végallapotban az 1-esek és 3-asok szamanak paritésa meg kell, hogy egyezzen.

b) Ciklikusan szimmetrikus csokkentés utén elérheté a (0, 1, 2) helyzet, innen (1, O, 1)-et, majd (0, 1, 0)-t
kapjuk.

(Més megoldasi lehetéségek: 1, 2 torlésével elérhets (0, 1, 3994), innen ® (1, 0,3993) ® (0, 1,3992) ® ... ®
(1,0,1)® (0,1, 0).)

Megjegyzések: A jaték felfoghatd egy olyan golydmodellnek, amelyben az 1-es, 2-es és 3-as szamjegyek a
piros, kék, srga golyoknak feleltetheték meg. Ha nem irdnyitott, hanem véletlenszerii folyamatot akarunk, akkor
annyiban maédositjuk a visszatevési szabalyt, hogy ha két egyforma goly6t hizunk (szamjegyet vaasztunk),
akkor mindkettdt visszatesszikk. igy a jaték kodja [3, 2, —1], a golydszdm (nem szigorGan monoton maédon)
csokkené.

9.12. (kitiizott) feladat: Annak szikséges feltétele, hogy a végallapotban a harom
szamjegy kozil barmelyik megmaradhasson, az, hogy a hdrom szamjegy
darabszamanak azonos legyen a paritasa. Ez afeltétel vajon elégségesis?
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9.13. feladat: Egy szigeten 13 sziirke, 15 barna és 17 zold kaméeon €. Ha két
kl6nb6z6 szinti kaméleon taldkozik, megijednek egymastdl, mindketten a harmadik
szinre vatoztatjak a bériket. Két azonos szini talalkozasakor nem valtoztatjak meg a
szinuket. Lehetséges-e, hogy egy idé mulva minden kamé eon ugyanolyan szinivé
vaik?

M egoldés: A j&téknak megfelelé golyomodell kddja[3, 2, 0]. Az s, b, z szinii kaméleonok szadménak |ehetséges
véltozasai:

torlés s b S Z b, z
S -1 -1 +2
b -1 +2 -1
y4 +2 -1 -1

Eszrevehetjilk, hogy a jéték folyaman (s — b), (s — 2) és (b — 2) 3-as maradéka dlando. A végallapotban kétfajta
kaméleonnak 3-mal osztva azonos maradékinak (t.i. 0-nak) kellene lennie. Mivel kezdetben a szamuk 1, 0, 2
(mod 3), igy nem |ehetséges, hogy csak egyfajta kaméleon maradjon.

Masik megoldasi lehetéség: Kaddoljuk rendre az egyes fajtgi kaméleonokat 1, 2, 3 szamokkal! Kezdetben a
szamok Osszege 94, s mivel az Osszeg |épésenként O, + 3, —3-mal valtozhat, a 3-mal oszthaté végallapot nem
dlhat €l6.

9.14. (kitiizott) feladat: Annak sziikséges feltétele, hogy a végallapotban a harom
kozll barmelyik szint kamé eon megmaradhasson, az, hogy a hdrom szin darabszédma
(mod 3) azonos maradékot adjon. Ez afeltétel vajon elégségesis?

Konform- éskontrastratégiak

9.15. feladat: Egy urndban tiz golyo van, kezdetben mind kék. Minden |épésben
véletlenszertien kivaasztunk egy golyot. A hizas szabdy a kovetkezo: Haa
kivalasztott golyo kék, pirosra cseréljik ki, hapiros, akkor valtoztatés nélkdil
visszatesszilk. A jatéknak akkor van vége, amikor minden golyo piros. Atlagosan héany
|épésig tart egy jaték?

Megoldas: Ebben a[2, 1, Q] tipust jatékban a piros golyok szama csak néhet, a szabdly a piros szint tamogatja
(piros konform stratégia). Tobbféle megoldasi gondolatmenet lehetséges, amelyeket mas golyomodellek
vizsgdatakor is gyakran sikerrel alkalmazhatunk. Ezeket részletesen elemeztilk a 4.1. feladat kapcsan, most csak
az eredményt kozoljik: 1000 szimulécié eredményekeént 29,2-es étlagot kaptunk.

Megjegyzés. Eszrevehetjik, hogy a 9.9. feladat masodik agoritmusa éppen ennek a konform stratégigu
golydmodellnek feleltetheté meg.

9.16. feladat: Hatédrozzuk meg a 9.13. feladat kaméleon-problémégjanak s=1, b =3,
z=4kiindulas adatokhoz tartozo varhato |épésszamét! (Emlékeztetoil: ha két
egyforma szinii kaméleon taldlkozik, nem torténik semmi; killonb6z6 sziniiek a
harmadik szinre valtoztatjak a szinlket; ajatéknak akkor van vége, ha minden
kaméleon azonos szinii; avarhatd |épésszam pedig a végallapot eléréséig a
taldkozésok étlagos szamét jelenti.)
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M egoldas. Korabban megdllapitottuk, hogy a végéllapotban minden kaméleon barna szinii lesz. A |épésszamok
szempontjab6l  tehd példaul az {s, b, Z = {1, 3, 4 é {s b Z =
{4, 3, 1} alapotok ekvivalensek, ezeket nem érdemes megkillonboztetniink egyméastol. A jaték folyamén - a
szinektdl flggetlenll - a kdvetkezd allapotok lehetségesek:

A=1{1 3 4; B={0 2 6, C={0, 3 5; D={2 3 3, E={1 2 5; F={2 2 4,

a80
G={0,17; H={4 40, | ={1, 1, 6}. A modellt tekintve 8 golyd kozil 2-t gzi = 28-féleképpen
a

X
vélaszthatunk ki; az egyes dlapotok kozotti ameneti val szintiségek tehdt % alakuak lesznek. Jeldljik a, b,

..., iI-vel afolyamat befejezéséig varhato |épésszamot, haajéték az A, B, ..., | dlapotokban van; ekkor példéaul
az A dlapothoz tartozo &tlagos lépésszamot az a= 1+ < b+ 4 C+12d + S a egyenlet adja meg. (A
Z z S =1+ —b+—C+—d+— . (Az

28 28 28 28 oo™

A dlapotbdl 1>8 = 3-féleképpen jutunk a B dlapotba; 14 = 4-féleképpen C-be; 34 = 12 esetben D-be; végll 3
3
+ 6 = 9 esetben A-ba. Az egyenlet értelmezése: az A alapotbdl 1éplink 1-€f, plusz % valOszintiseggel atjutunk

a B dllapotba, ésinnen atlagosan tovébbi b |épés szilkséges stb.; a korabbi jatékokhoz hasonl6 eljarassal.)
Az dlapotok kozotti kapcsolatokat tehat az alabbi egyenletrendszerrel adhatjuk meg:

3 4 12 9

a=1+—b+—c+—d+—a, vagyis 19a — 3b —4c — 12d =28;
28 28 28 28
b:1+£e+1—6b, 12b—12e =28;
28
15 13
c=1+—=f +—c¢, 15c — 15f =28;
28 28
d :1+Ee+if +ld, 21d — 12e— of =28:
28 28 28
10 2 5 11
e=l+—a+—g+—h+—¢ —10a + 17e—2g—5h =28;
28 28 28 28
16 4. 8 :
f=1+—a+—i+—f, —16a+20f—4i =28;
28 28 28
7 21
=1+ —b+—g, —Tb+7 =28;
977 %6" " 28Y °
h:1+Ed +1—2h, —16d + 16h =28;
28 28
i:1+Ec+i>0+Ei, —12¢ + 13i =28.
28 28 28

1
(Ez utébbi egyenletben az 2_8 X0 tag avégdlapothoz tartozo 0 |épésszamot jelzi.)

Az egyenletrendszer elég bonyolult, a megol dast szamitogéppel érdemes meghataroznunk.

Eredmény:
(a; b; c; d; e f; g; h; i) = (647,9; 653,1; 640,2; 646,8; 650,8; 638,3; 657,1; 648,5; 593,1).

9.17. feladat: Egy dobozban 3 piros, 2 sarga és 4 kék golyd van. A statisztikus
golyomodell szabalyait megadhatjuk az alabbi matrixszal:
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| [s] [
| [p] K
| [s] [
k] k] el

e

Itt ap sor éssoszlop p eleme azt a szabdyt jelenti, hogy ha elsének egy piros, majd
mésodiknak egy sarga golyot hiizunk, akkor egy piros golyot tesziink visszaa
dobozba.

Elemezzik ajatékot! Mekkora val 6sziniiseggel marad egyetlen piros, sarga, illetve
kék golyo6 a dobozban?

Megoldas: A tablazat szimmetrikus a f6étléra, vagyis a két kihlzott golyd sorrendjétsl nem fligg a visszateveési
szabaly. A jaték csbkkend golydszam, [3, 2, —1] tipusu; a végallapotban egyetlen golyé marad, 8 [épés utén. Az
s sor elemei rendre p, s, k; vagyis ha egy hlzasban szerepel sérga golyo, akkor a sérga golyok darabszama
csokken.

Sérga goly6 csak az (s, s) dlapot utdn maradhatna; ez pedig csak akkor fordulhatna €l6, ha az els 6 hlzéas
egyikében sem lenne sérga golyd. Ez nem lehetséges, hiszen legkéssbb a 6. hizéasban biztosan hizunk sarga
golyct.

El6bb-utdbb teh& minden sarga golyo elfogy. A piros és kék golyok szempontjabdl pedig ajéték az 5.7. jatékkal
analdg; ha a sarga golydkat tartalmazd hizasokat figyelmen kivil hagyjuk, akkor a kék golydk szdmanak
paritasa dlando, tehat a végdllapotban csak piros golyd maradhat.

Vegyes feladatok

9.18. (kitiizott) feladat: Egy dobozban 3 piros és 3 kék golyo van. Minden |épésben
véletlenszeriien (visszatevéssal) kihlzunk egy goly6t, s aszinét feljegyezzik. A
jatéknak akkor van vége, ha a hlizott piros és kék golyok szamanak kil dnbsége el éri az
5-6t. Atlagosan hény hlizésig tart a jéaték?

M egjegyzés: A piros és kék golydkat csak a fejezetcim kedvéért haszndtuk; a célnak ugyanigy megfelelt volna
példaul egy szabalyos érmeis.

9.19. (kitiizott) feladat: Egy urndban 8 golyd van, kezdetben 4 piros és 4 kék. Minden
| épésben véletlenszeriien kivalasztunk egy golydt, és ellenkezé sziniire cserdljik ki. A
jatéknak akkor van vége, ha minden goly6 szine egyforma. Atlagosan hany 1épésig tart
ez a2, 1, Q] tipusu jatek? (A jaték mindkét szinben kontrastratégigju.)

(Eredmeény: 149,3.)

9.20. (kitiizott) feladat: Az el6z6 feladatot annyiban modositjuk, hogy ajatéknak
akkor van vége, haminden golyd piros. Atlagosan hany Iépésigtart ez a[2, 1, Q]
tipusa jétek?

(Eredmény: 305,4.)
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9.21. (kitiizott) feladat: Egy dobozban négy kilonbdzé szini golyo van.
Véletlenszeriien kivélasztunk kettét, majd az elsé golyot olyan szinire festjuk, mint
amilyen amésodik. (A jaték tipusa[4, 2, 0].) Vérhatéan hany hizas kell ahhoz, hogy
minden golyd egyszinii legyen?

(Eredmeény: 9.)

9.22. (kitiizott) feladat: Egy kémcsdbe egy amébét helyeziink el. Az améba
szaporodés stratégigja a kdvetkezs: minden perc végén

- vagy meghal;

- vagy kettéosztodik;

- vagy hédromfelé osztodik;

- vagy Ul tovabb, mintha mi sem tdrtént volna

Mi annak aval6szintisége, hogy el 6bb-utébb elpusztul az sszes améba, hamind a

négy allapotvatozés % val 6szintiséggel kdvetkezik be?

(Eredmény: /2 —1» 0,414.)

9.23. (kitiizott) feladat: Egy dobozban kezdetben 3 piros, 2 sérga és 4 kék golyé van.
Elemezzik az alabbi a) - d) jatékokat!

a) b) c) d)

K]
5]
b

[o]|[=]|[=]|[=]
[o]|[=]|[=]|[=]

= {fe]) =l ]
[=1|[]}|[=]|[]
= {fe]) =l ]
=1 fal| =[]
elll=]lle]] =]

s

(Itt ssés pp azt jelenti, hogy a dobozba két sérga, illetve két piros golyot tesziink
vissza.)

9.24. (kitiizott) feladat (egyiranyu bolyongas): [12]-b6l szarmazik a kovetkezd
feladat:

Mindenki ismeri a, Ki nevet avégén” jatékot, ahol pontosan a célmezére kell 1épni a
gy6zelemhez. Ha a cél pontosan a 100. mezé és egy dobokockéval jatszunk, akkor
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eltekintve a kilitéstél vagy egyéb trikkoktsl, mekkora eséllyel fogunk pontosan a 100-

o o o102 1
as mezdre |épni avégén: 57 vagy E?

Jelentse p; annak a val 6sziniiségét, hogy a jatékban az i-edik mezére |épink.
frjunk egy programot, amellyel elvégezhetjik ajéték nagyszamu szimulé&ciojét, s
allapitsuk meg, hogy a harom szamérték kozil melyik a helyes!

-1

Igazoljuk, hogy p :%%%g ,hai=1,2, ... ,6.

. 1 1 1 1 1 1
IgaZOIJUk! hOgy pn _E pn—l +€ pn—2 +€ pn—3 +€ pn—4 +E pn—5 +€ pn—G'

irjunk egy programot, amellyel kiszamoljuk pioo értékét afenti rekurziv formula
segitségével.

rp L 7

Véeményem szerint ajatékra harom szinten van lehetéség.

Az dapszint az |ehet, amikor atémakort el 6készitjuk; vagyis mindenfajta el méleti
targyalas nékil, adiakok jozan értékitél etére hagyatkozva példaul becsl éseket végeztetiink
velUk. Egyik ilyen lehetdség ajatékok szimulacidja. A 9.3. jatekot véletlen k, p
paraméterekkel futtatva, adiakok tippelhetnek a gyéztes személyére és a hlizasok véarhato
szaméra. Lehet egyéni vagy csapatversenyt isrendezni (példaul 13 + 1-estoto).

A 9.5. jaték szabalyait is megvaltoztathatjuk: lehetséges, hogy az A jatékosnak x darab,
aB jétékosnak y darab piros (vagy kék) golyot kell agyézelmeéhez kihtznia; jatszhatunk
killonbozé szinti golyokkal (ekkor egyes szinek esetleg semlegesek); lehet tobb jatékos stb.

Gyakoroltassuk aforditott iranyu jatékot is: amikor példaul ajatékszabaly (jatékosok
szama, a gy6zelem definicidja) ismertetése utan megadjuk a piros golyok szamét, s kérdés az,
hogy az igazsagos jatékhoz hany kék golyot tegylink az urndba; vagy adott az 6sszes golyo
szama, s akérdés a piros és kék golydk aranya.

S persze szamtalan |ehetéseg képzelheto el; érdemes meghallgatnunk atanul ok oOtleteit
is.

A jétékok masodik szintje amatematikai alapozas utén képzelhet6 el. Ekkor az
egyszeriibb, kis paraméterti feladatok val6sziniiségei konkrétan kiszamithatdk; a szamitdgépes
jéték mintegy "elenérzi" akapott eredményt. (Itt kidertlhet, mi is az a véletlen; valamint
felvetddhetnek a gépi véletlenszamokkal kapcsolatos problémék is.)

A harmadik szint az lehet, amikor tetszélegesen paraméterezett feladatot is meg tudunk
oldani a szamitogéppel; vagyis amikor a didkok a programozasha is bekapcsol ddnak.

10. Er dekességek, par adoxonok
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10.1. feladat (a véletlen szamok , kiegyenlitédési hajlama”): A [6] konyvben
olvashatunk egy Ujsagcikkrél: ,, Hafeldobunk egytrillio tizfillérest, rendkivil furcsa
eredmeényt kapunk: néhany pénzdarab eltéréssel fdtrillio fg lesz ésféltrillio irés.”
Atlagosan mennyi ez az (jjség dta emlitett , néhany pénzdarabnyi eltérés’ ?

M egoldas: Hajlamosak vagyunk azt hinni, hogy nagyszamui (példaul 10%) dobés esetén a fejek és irasok szama
megkozelitéleg egyenl6 lesz. Ez nem igy van.

Ez a probléma |ényegében egy ,fe vagy irés’-tipusi érmedobdasi vagy bolyongéasi feladat, ilyen volt példaul
3.6. 65 6.3. Ezeknél afeladatokndl is jeleztik, hogy az egyensilyi helyzettél val 6 eltérés ez esetben a dobésszam
gyokével aranyos. J6 kozelitéssel mondhatjuk, hogy egytrillionyi (10%) dobés esetén a , néhany pénzdarabnyi
eltérés’ kb. 10° nagysagrendii, vagyis egymilliardnyi érmét jelent. (Annak ellenére, hogy a legval 6szintibb
dobassorozat az, amelyikben a fejek és irasok szdma megegyezik!) Ez pedig azt jelenti, hogy csak a relativ
eltérés tart nulldhoz (10% dobés esetén ez kozelitéleg 107), az abszol (it eltérés tetszdlegesen nagy |ehet.

M egjegyzés: Emlékeztet6ll: ha példaul 2N dobés esetén F fejet dobunk, akkor a fejek szdménak az egyensilyi
helyzett6l val6 abszol it eltérése i F — NI, arelativ eltérés pedig az abszol (it eltérés és az 6sszes dobas hdnyadosa:
F-N

2N

Tekintsilk a kovetkezé, gyakran elhangzd kijelentést: , Szabdlyos érme esetén a fejek szdménak relativ
gyakorisdga 0,5-hez tart.” A fenti példank mutatja, hogy milyen nehézségekkel taldkozunk a valészintiség
fogamanak a definidldsakor; hiszen itt a ,tart” sz0 egydtaan nem a hagyomanyos, az anaizisben mar
megszokott konvergencia-fogalmat jelenti.

Kibe szerelmes a kirélylany?

10.2. feladat: Harom herceg, A, B és C egyarant szerelmes Bergengdcia kirdylanyaba.
Elhatarozzak, hogy egyetlen pisztolyparbajban eldontik, melyikik legyen a kérd.
Egyszerre korbedllnak és barmelyikik 16het barmelyikikre. Tudjék egymésrdl, hogy
hal6, A1, B 0,8 ésC 0,5 vaosziniiseggel taldl, ezért abban élapodnak meg, hogy
el6szor 16 C, uténa (ha életben van) B, végul A. Hanincs vége a parbajnak, akkor még
egy kort |6nek azonos sorrendben.

Mikor a kiralylany meghallotta a feltételeket, a parbaj e 6tti este titokban kicserélte C
elsé golygjat vaktoltényre.

a) Kibe szerelmes a kiraylany?

b) Hogyan vatoznak meg a parbg val 6sziniiségei, hamost afelek nemcsak ketto,
hanem tetsz6leges szamu |6veést adhatnak 1€?

(A kirdlylany most is csak az elsé golyot cserdli ki vaktoltényre.)

M egoldas:
Jeldljik A, B, C gy6zelmi esélyét a, b, c-vel, a dontetlen val 6sziniiségét D-vel.

1. eset: Nézzik azt az esetet, amikor megtortént a csere, tehét C elsé golyoja vaktoltény. Az elss 16véshsl C nem
taldl, B kdvetkezik. O nyilvan A-ralé (mert ha C-re l6ne, és 6t véletlenil eltaldng, akkor A kovetkezik; A lel6vi
B-t és nyert). Ha B eltaldja A-t, akkor a jaték "kétszemélyes' lesz B és C kozott; mig ha B nem taldja € A,
akkor A kovetkezik lovésre. O a két |ehetséges ellenfele koziil nyilvan a veszélyesebb B-re 16, akit el istaldl, igy
ismét "kétszemélyes jatékot" kaptunk A és C kozott. A teljesjaték folyamatabrgja:
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B16
/N
A+, Cl6 Alb
RN N\
BIS B+, C nyer B+ Clé
/ N\ /N
B,C C +, B nyer A+, Cnyer Ald

N\

C+, Anyer

Mekkora val 6szintiséggel gyéznek az egyes parbajozok?
11 1 = = =
P(Anyer)= a = — - = — (afolyamatot jel6lhetjik példaul C XB xAXC XA mabdon is);

52 10
P(B nyer) = LN (afolyamat: C xB>C xB).
525 25
B éve marad tovabbi % esdllyel, ez a B-C dontetlen parbaj eredménye: CxB>CxB.
41 11 1 . = —
P(Cnyer) = C=—X-+—%- =— (afolyamat jeldlése: C XB XC vagy C xB xA>C).
52 52 2
2

C élve marad tovéabbi e eséllyel, a dontetlen miatt.

2. eset: Vizsgéljuk most meg azt a helyzetet, amikor C elsd |6vése nem vaktoltény!

Els5 l6vésével C nyilvan A-ra 16; ha nem taldja €, el6all az elsé eset, mig ha taldl, akkor B és C kozétt egy
kétszemélyes parbajt kapunk (amely meglehetésen el6nyds B-nek, hiszen 6 16 elészor, nagyobb val 6szintiseggel
taldl, éskét 16vési lehetésege van, mig C-nek csak egy). A folyamatébra:

Clé
/ N\
Els6 eset A+ BI6
/ N\
C+, Bnyer Clo
7\
B+, C nyer Bl6
/N
C+, Bnyer B,C
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P(A nyer):azziaizi, 2:1b1+£xﬂ+i)&x1xﬂ:§, szlcl+i)&x1:i,
2 20 2 25 2525 5 2 252 10
valamint B és C egyarant élve marad a dontetlen lehetdsége miatt d, =ld1 +1><1><1><1 :i esdllyel
2 2525 20

Nos, kibe szerelmes a kirdlylany?
Az eredmények alapjan barmily meglepd, de Ugy tiinik, hogy C-be, hiszen gy6zelmi esélye 20 %-kal megnét.
De az is elképzel hets, hogy A-ba, hiszen neki a beavatkozas utan kétszeresre nétt a nyerési esélye.

Vizsgéljuk meg azt az esetet is, amikor B €ls6 golydjét cserélné ki a kirdlylany! (Erre azért van szilkség, mert
elképzelhets, hogy ekkor A vagy C nyerési esélye jobban megnéne, mint az el6z6 esetben. )
Ekkor afolyamatabra a kdvetkezo:

Cl8
/ \
B16, Alé A+ BIl6,C16
/ N
B+ CIl6 B+, C nyer B8
N / N\
A+, Cnyer Als, C+, Anyer C+, Bnyer B,C

Az egyes parbajozok nyerési esélyei:

P(A nyer) = %x% = % (afolyamat C XB XA>C XA):

P(B nyer) = Doboir 5 (afolyamat: C xB >C xB).
225 20 5
) . 111 1 = = =
P(dontetlen B, C kozott) = — = %= = — (afolyamat: C XB xC xB).
225 20
1 11 1 =y =
P(C nyer) = C:§X§+§X— :E (afolyamat jelolése: C xB XAXC vagy C xB>C).

Foglaljuk tablazatba az eredményeket:

Az egyes jétékosok | Gybzelmi valdsziniiségek | Gy6zelmi valdsziniisegek | Gyézelmi  val 6szintiségek
(a=1,b=0,8,¢c=05) | Cvaktoltényével B vaktoltényével éles toltényekkel

A 10 % 25 % 5%

B 32% 20 % 60 %

C 50 % 50 % 30 %

dontetlen B és C kozott | 8 % 5% 5%

A kirdlyné tehét biztos, hogy C-be szerelmes. (Ha A-balenne szerelmes, akkor B toltényét cserélnéki.)

M egj egyzések:
1. Az dltaldnos eset folyamatdbrgja a, b, ¢ valésziniisegekkel, ha C elsé golydja vaktoltény:
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B8
/N
A+ Cls Al
SN N\
BIS B+, C nyer B+ Cls
1-2/ NJ‘ c/ \1—0
B,C C +, B nyer A+, Cnyer Ald

Ennek alapjan, ha C elsé golydja vaktdltény, a nyerési esdlyek az aldbbiak:
Anyer:a; = (1-b)(1-c);

B nyer: b, = b1 —o);

Cnyer: c; =¢;

D (dontetlen): d; = b(1 —b)(1 - c).

Hogyan néz ki afolyamatabra akkor, ha az els6 golyé nem vaktdltény?

Cl6
1—C/ \C
Els5 eset B16
b/ \1—b
B nyer Cls
s N\
Cnyer B16
b/ \1—b
B nyer B,C

Ha C dso |ovésével A-t veszi célba, és golydja nem vaktoltény, akkor az aldbbi gydzelmi val észintiségeket
kapjuk:

Anyer: (1-c)a;

B nyer: (1-c)b; +bc + bc(1—b)(1-c);

Cnyer: (1-c)c, +cX(1-b);

D: (1-c)d; + c(1-c)(1-b)2

Pé daképpen nézzilk meg, hogyan valtoznak a val észintiségek b és ¢ csokkentésével:

Az egyes jatékosok | A gybézelmi  valésziniségek | A gyézelmi valdsziniisegek éles
(a=1;b=0,5;c=0,3) vaktolténnyel tolténnyel
A 35 % 24,5 %
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B 17,5 % 32,5%

C 30 % 25,5 %

dontetlen B és C kozott 17,5% 17,5%

Az egyes jatékosok | A gybézelmi  valdsziniségek | A gyézelmi valdsziniisegek éles
(a=1;b=0,8;c=0,3) vaktolténnyel tolténnyel

A 14 % 9,8 %

B 44,8 % 58,7 %

C 30 % 22,8 %

dontetlen B és C kozott 11,2% 8,7 %

2. A megoldas folyaman feltételeztiik, hogy a kirdlylany hasznalni tudja a matematikai folyamatabrakat. HaC is
elég j6 matematikus, akkor az egész csere-tranzakcio feleseges, mert C elsd 16vésével Ugyis szandékosan a
levegbbe 16.

3. Nem vizsgéltuk meg azt az esetet, ha a kirdylany A elsé golydjéat cseréli ki. Ekkor ugyanis A elsd |6vésekor
kiderilne a turpissag.

Az osztozk odas-par adoxon

10.3. feladat (osztozk odas-paradoxon): Két jatékos egy szabalyos érmével jatszik.
Andras akkor gy6z, ha - nem szilkségképpen egymés utan - ¢t fe jon ki, Béla pedig
akkor, ha 6t iras. A jatszmanégy fe, két iras dlasna véglegesen félbeszakad. Hogyan
osztozzanak ajéatékosok az 1600 Ft-os téten?

Az aédbbiakban felsorolunk néhany gondolatmenetet, amelyek kil 6nbdzé
megfontol &sokon a apulnak.

Elsé gondolatmenet: Az Osszeget 4 : 2 aranyban kell felosztaniuk, hiszen ennyi a
dobott fejek ésirdsok aranya.

Masodik gondolatmenet: Az dsszeget 3 : 1 aranyban kell felosztaniuk, hiszen ennyi
fe, illetve iras dobés hianyzik ajatékosok gy6zel méhez.

Harmadik gondolatmenet: Még nincs vége a jatéknak, vagy Andrés nyer, vagy Béla.
Az arany legyen 1: 1, igy igazsagos.

Negyedik gondolatmenet (Niccolo Tartaglia (1499 - 1557) olasz matematikus): Andras
2 ja&ékkal nyert tobbet, mint Béla, ezért meg kell kapnia az dsszes tét % részét, a maradekot
pedig fele-fele ardnyban kell elosztani. Az arany 7 : 3.

a0
&8 15 :
Otodik gondolatmenet: A 4 fg, 2 irés valoszinisége o6 = o Ennyivel volt

szerencsésebb Andrés, ezért ajavasolt osztozkodasi arany 49 : 15.

Hatodik gondolatmenet: Csak az egyenldnek szamit0 "2 fej - 2 iraés" alashoz képest
tortént valtozast vizsga juk. Andras el 6nydsebb helyzetben van 2 fg dobassal. A 2
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1
tobbletdobas kimenetele 4-féle lehet, a 2 fej dobés 2 val 6szintiségii. Ennek megfeleléen a

helyes osztozkodéas arany 3: 1.

M egj egyzések:
1. A fenti megol dasok tobbségét didkjaim isjavasoltak, de egyik sem jo.
2. A helyes gondolatmenet kivalasztasat érdemes feladatként kitiizni.

Megoldas: A feladat megoldésakor az a helyes kiinduldsi aap, ha azt vizsgdjuk meg, hogy a jatékot tovébb
folytatva, a jaték befejezéséig mekkora val 6sziniiséggel nyerne Andrés, illetve Béla. Ugyanis Béla csak akkor

1
nyerhetne, ha a kovetkez6 hdrom dobas mindegyike irés lenne, ennek valdsziniisége pedig § Minden més

esetben Andrés nyer, az igazsagos osztozkodasi arany tehat 7: 1.

A hasonl6 tipust bonyolultabb feladatok (mas kezdéhelyzet, més végéllapot) a Markov-lancok segitsegével
térgya hatok; most erre nem volt sziikséguink.

3. Egy kis matematikatorténet:

Mar 1380-as és 1494-es kéziratokban is taldkozunk a paradoxonnal (persze a korabeli megoldok még nem
ben Pascal és Fermat egyméstdl fliggetleniil megoldotta a problémat, s ez akkoriban olyan komoly felfedezésnek
szémitott, hogy sokan mais ettdl az idéponttdl szamitjak a val dszintiségszamitas megszull etését. Végul 1657-ben
Huygens hérom jétékos esetére is dtaldnositotta a probl émét.

10.4. (kitiizott) feladat: A 10.3. dapfeladatban Andras 5 fej, Béla s iras esetén nyert
(nem szilksegképpen egymés utani dobasokkal); s ajéték Andrés 4:2-es vezetésekor
szakadt félbe. Vizsgaljunk meg egyéb félbeszakadt jatékokat is. példaul ha Andras
vezet

a) 4:1,
b) 3:2;
c) 3:1 aranyban.

Mekkora val 6sziniiséggel nyer ekkor Andrés?

10.5. (kitizott) feladat: Egyéb dtalanositasi lehetésegek is elképzelhetk. Példaul:
Andrésnak 6 fejet, Bélanak 4 irést kell elérnie, s Andrés 2:1-re vezet. Most mekkora
val 6szintiséggel nyer Andras?

10.6. (kitiizott) feladat: Két jatékos egy szabdlyos érmét fol yamatosan dobd. Andras
akkor gy6z, haafeek szama 5-tel tobb, mint az irdsok szama; Béla pedig akkor, ha az
irasok szédmalesz tobb 5-tel afeek szamanal. Amikor ajatszma véglegesen
félbeszakad, a dobott fejek szama éppen 2-vel tébb, mint az irdsoké. Hogyan
osztozzanak ajéatékosok az 1600 Ft-os téten?

10.7. (kitizott) feladat: Az osztozkodas alapfeladatot hdrom jatékosra dtal anositjuk.

Andras akkor gy6z, ha - nem szilkségképpen egymés utén - 6t fgj jon ki; Béla akkor,
ha 6t irds; Csaba pedig akkor, ha hérom fg és harom iras.

a) Melyik jatékosnak mekkora kezdetben a nyerési esélye?
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b) Atlagosan hény dobésig tart egy jaték?

c) A jatszmakét fej, egy irés dlasna véglegesen félbeszakad. Hogyan osztozzanak a
jétékosok amindannyiuk altal befizetett 1600 Ft-os téten?

Ermedobélas paradoxonok

Csak néhany példét sorolunk fel; tovabbi példék béségesen taldhatok [9]-ben.

10.8. (kitiizott) feladat: Harom jatékos, A, B, C jatékdban harom hosszi érmedobés-
sorozatot vizsgalunk. Egy szabalyos érmét folyamatosan dobdlnak a jatékosok gy,
hogy ajaték szempontjabdl mindig csak az utolsd harom dobés eredmeényét veszik
figyelembe. (Egy lehetséges jaték lenne példaul a kbvetkezs: A nyer, haaz utolso 3
dobés az FFF célsorozat, B nyer, halll, C nyer, halFl.) A szabdly ebben ajétékban a
kovetkezo:

El6szér az A jatékos vl aszt egy harom hosszsagu sorozatot, ez lesz az 6 célsorozata;
ezutén B valaszt egy célsorozatot Ugy, hogy A-val szemben ez alehet6 legjobb legyen
szamara; majd C valasztja azt, amelyik szdméra B-vel szemben aleheté

legel 6nyosebb. A jatékosok altal befizetett tét jatékonkent és fejenkeént 12 egység. Ez a
jéték A szaméra nagyon elénytelennek tiinik, ezért ha B vagy C nyer ajatékban, akkor
f§dalomdijkent a 36 egyseg nyeremeénybdl 3 egységet atad A-nak.

Kinek legelonytsebb igy ez ajatek? Hogyan kezdjen A?
(Tapasztalunk valami érdekeset?)

Utmutatds: A 8.13. feladatban megadtuk a kétszemélyes, haromdobésos érmedobédési jatékok esdlyeit
tartalmazo téblazatot, ezt most is kdzoljik:

FFF|FFI | FIF [FII [IFF IR [HFE |1

FFF | - 1:1 |23 |23 |17 |57 |37 |11
FF |11 |- 21 |21 |1.3 (53 |11 |73
FIF [3:2 |1:2 |- 1:1 |11 |11 (|35 |75
Fll {32 |12 |11 |- 1.1 |11 |31 |71
IFF [7:1 |31 |11 |11 |- 1:1 |1:2 |32
IFl {75 |35 |11 |11 (1.1 |- 1.2 |32
INF [7:3 |11 |53 [1.3 |21 |21 |- 1.1
i {11 {37 |57 |17 |23 |23 |11 |-

(Itt példaul az IFF sor FFF oszlopédban 1évé 7:1 arany azt jelenti, hogy az érmét folyamatosan dobalva annak

1
val 6szintisége, hogy elébb jon ki FFF, mint IFF, g mig annak a val6sziniisége, hogy hamarabb kapunk | FF-et,

Ly
=

10.9. feladat: Ha akétszemélyes ,fg vagy irés’ jaékokban az A és B célsorozatok
egyméssal szemben ugyanakkora val 6szintiséggel nyernek, a jatékot ,,igazsagosnak”
nevezzik. Mutassuk meg, hogy az ,,igazsagossag” nem tranzitiv rel&ciol
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M egoldéas: Megfelelé példaul a 3.5. feladat hdrom sorozata: A = FF, B = |1, C = IF. Ugyanis a gy6zelmi arényok
A:B=1:1,B:C=1:1,deC:A=3:1.

10.10. (kitiizott) feladat: Ha a kétszemélyes , fej vagy irés’ jatékokban az A és B
célsorozatok egymas ellen jatszanak, és A nagyobb val 6szintiséggel nyer, mint B,
akkor az A sorozatot ,,jobb”-nak nevezzik. Mutassuk meg, hogy a,,jobb” nem
tranzitiv rel&cid!

Utmutatéas: Véasszuk ki a FFI, IFF, IIF, FIl sorozatokat; s hasonlitsuk éssze 6ket abbdl a szempontbdl, hogy
melyiknek van nagyobb esélye arra, hogy korabban eléforduljon. Legyen a sorrend FFI — IFF, IFF — IIF, IIF —
FIl, FIl — FFI (I4sd el6z6 téblazat). Milyen érdekességet tapasztalunk?

10.11. (kitizott) feladat: Probdjuk az el6z6 feladat eredményel alapjan megbecstilni,
hogy ,fg vagy iréas’ jaték esetén az FFI, IFF, I1F, FII sorozatokat (kilon-kilon)
atlagosan hany dobas utéan kapjuk meg! Szamoljuk is ki ezeket az értékeket.

10.12. feladat: Szabdlyos érmét sokszor ismételten feldobunk, mig vagy szomszédos
FIFI, vagy szomszédos IFIl sorozatokat kapunk. Andras akkor nyer, haaz FIFI sorozat
jon ki hamarabb, mig Csaba akkor, ha az |FIl sorozat.

a) Melyik jatékosnak elényos ez ajaték?

b) Atlagosan hény dobést kell végezniink, mig megkapjuk az egyik, illetve améasik
sorozatot?

c) Nincsitt valamilyen ellentmondés?

9
M egoldés: a) Az elsj sorozat ﬂ val6szintiséggel hamarabb fordul el6, ajaték Andrésnak elényos.

b) Az els$ sorozathoz &tlagosan 20, a mésodikhoz &tlagosan 18 dobés szilkséges.

c) Azt kaptuk, hogy az els6 esemény (FIFI) bekdvetkezésének nagyobb a val észintisege, mégis atlagban késsbb
kovetkezik be, mint IFIl. Ennek az az oka, hogy ha IFIl nyer, akkor dtal&ban ez gyorsan (és kis val észintiséggel)
torténik; mig ha FIFI nyer, az gyakrabban eléfordul, de alkalmanként sok |épést igényel het.

10.13. (kitizott) feladat: Adottak IFF, [1F, FII, FFI. Két jatékos jatszik; el6szor A
vélaszt egy sorozatot, majd egy ettdl kilonbozoét B. ,, Mennyire” elényds a kordbban
vélasztd A szamara ez ajaték? Hajatékonként 100 Ft atét, mennyi az étlagos
nyereménye?

Utmutatéas: 10.10. alapjan a sorozatok “korbeverik” egymast, tehét hidba vélaszthat elsonek A, az 6 sorozatandl
mindig fog jobbat taldlni B. Tehat A atlagos nyereménye negativ lesz.

10.14. (kitizott) feladat: A kétszemélyes, fg vagy iras’ jatékban a célsorozatok: A =
IFF, B = FFIl. Az el6dlasukhoz szilkséges atlagos |épésszam egyforma: L(A) = 8, L(B)
= 8; mégisagyézelmi arany A: B = 3: 1. Hogyan |ehetséges ez?

Utmutatas: Lasd a10.12. ¢) feladat megoldését.
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10.15. feladat: A 8.6. feladatban (ami a10.12. , kibévitése”) hdrom jatekos jatszott
egymas ellen. Andrés akkor nyert, ha az FIFI sorozat j6tt ki hamarabb, Béla akkor, ha
az |IFF sorozat, mig Csaba akkor, ha az IFll sorozat. Elemezziik a kapott
eredmeényeket! Milyen érdekességeket vehetlink észre?

a) Haaz A=FIFI, B =IIFF, C = IFII sorozatok ,,6ndllan” vesznek részt ajatékban, akkor a bekovetkezésikhdz
szikséges atlagos |épésszamokra az L(FIFI) = 20, L(IIFF) = 16, L(IFIl) = 18 értékeket kaptuk. Atlagban
legkéssbb tehdt az A, legkorabban pedig a B sorozat jon ki. De ebbdl nem kovetkezik, hogy alegel6nydsebb az A

3 24
sorozat vélasztésa, hiszen a nyerési valosziniiségekre kapott értékek (pa, ps, Pc) = &§ —, —9. (Hasonl6 a

8’8 8y
helyzet, mint a10.12. és 10.14. feladatokban.)
Vagyis atlaghan C veszit, A és B k6z6tt pedig igazsagosnak tekintheté a jaték.

b) Ha a leggyengébb Csaba kiesik a versenybdl (példaul elfogy a pénze), akkor A és B kozétt folytatodik az

elvileg igazsagos jaték. De itt vératlan dolog torténik, ez a kétszemélyes jaték mér B-nek elényds: A: B=7:9.C

kiesésével tehdt megvaltoztak az A és B kozotti nyerési esélyek.

Az igazolds Conway agoritmusaval a legegyszeribb. A o A = 4 + 16 = 20; A o B = 2
16- 2 7

BoA=2,BoB=16;innen P, =——————— =—.

20+16- 2- 2 16

c) Mekkorék aB és C kozétti jatékban a gy6zelmi val 6szintiségek?

Conway modszerét alkalmazzuk. BoB=16;BoC=0;CoB=2+4=6; Co C=2 + 16 = 18. Innen

CoC-CoB 3 ) L o 5

pg = = —, akétszemélyes jaték mér C-nek elényds: B : C = 3 : 4. Tehédt
CoC+BoB-CoB- BoC 7

vératlan eredményt kaptunk: A kivdlasaval megvéltoztak a B és C kozotti nyerési esélyek, a kordbban

leggyengébb C most erésebb lett B-nél.

d) Mekkorék az A és C kozdtti jatekban a gyézelmi val 6sziniiségek?
Eredmény: A: C=9:5(10.12. feladat).

€) Ez az ,igazsag pillanata’: a kétszemélyes jatékokban A legydzi C-t, C legydzi B-t, és B legyézi A-t. Ugy is
fogalmazhatunk, hogy az A, B, C sorozatok ,, kdrbeverik” egymast.

Korébban is lattuk mar (a 10.10. feladatban), hogy a ,jobb” vagy a ,legy6zi” nem tranzitiv rel&cio; az ott adott
FFI, IFF, IIF, FIl hdrom hosszlisdgu célsorozatok korbeverték egymast. De most - a négy hosszUsagu
célsorozatok korében - a kdrbeverés példdjahoz méar elég volt hdrom sorozatot megadnunk.

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu 97/97



