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AAzz 1( ) ( )f x f x− =   ttííppuussúú  eeggyyeennlleetteekkrrőőll,,    
aavvaaggyy  aazz  íírráássttuuddóókk  ffeelleellőőssssééggee  ééss  eeggyyéébb  éérrddeekkeessssééggeekk  

  
 
AAzz  aalláábbbbii  cciikkkk  aa  22001100..  éévvii  RRááttzz  LLáásszzllóó  VVáánnddoorrggyyűűlléésseenn  eellhhaannggzzootttt  eellőőaaddáássoomm  aallaappjjáánn  kkéésszzüülltt..    
IImmmmáárr  1188  éévvee  ttaannííttookk  aa  sszzeeggeeddii  RRaaddnnóóttii  MMiikkllóóss  KKíísséérrlleettii  GGiimmnnáázziiuumm  mmaatteemmaattiikkaa  ttaaggoozzaattáánn..  AA  
ttaaggoozzaattuunnkk  ffőőffeellaaddaattaa  aa  tteehheettssééggggoonnddoozzááss,,  aa  mmaatteemmaattiikkaa  vveerrsseennyyeekkrree  ttöörrttéénnőő  ffeellkkéésszzííttééss..  EEnnnneekk  
nnaaggyyoonn  ffoonnttooss  rréésszzéétt  kkééppeezzii,,  hhooggyy  oollyyaann  mmóóddsszzeerreekkeett,,  ööttlleetteekkeett,,  ffooggáássookkaatt  aaddjjuunnkk  áátt  aa  ddiiáákkookknnaakk,,  
mmeellyyeekkeett  hhaattéékkoonnyyaann  ttuuddnnaakk  hhaasszznnáállnnii  aa  mmuunnkkáájjuukk  ssoorráánn..  EEzzeekkeett  mmii  iiss  hhoosssszzúú  éévveekk  aallaatttt  
ssaajjááttííttoottttuukk  eell  ssookk  ttaannuulláássssaall,,  ffeellaaddaattmmeeggoollddáássssaall..  AA  mmii  ffeelleellőőssssééggüünnkk  ttööbbbbeekk  kköözzöötttt  aabbbbaann  áállll,,  
hhooggyy  aazz  áállttaalluunnkk  kköözzrreeaaddootttt  mmeeggoollddáássookk  pprreeccíízzeekk  lleeggyyeenneekk,,  aa  ffeellhhaasszznnáálltt  ttéétteelleekkeett  ppoonnttoossaann  
ffooggaallmmaazzzzuukk  mmeegg,,  hhooggyy  aazzookk  aallkkaallmmaazzáássaa  nneehhooggyy  hhiibbááss,,  vvaaggyy  hhiiáánnyyooss  mmeeggoollddáássrraa  vveezzeesssseenn..  
EEnnnneekk  kkaappccssáánn  sszzeerreettnnéékk  sszzóóllnnii  aazz  1( ) ( )f x f x− =  típusú egyenletekről, melyekkel jjóó  nnééhháánnyysszzoorr  
ttaalláállkkoozzhhaattttuunnkk  mmáárr  mmaatteemmaattiikkaa  vveerrsseennyyeekkeenn..      
AAzz  eellssőő  kkéétt  ffeellaaddaatt  iiss  vveerrsseennyyffeellaaddaatt  vvoolltt..  AAzz  iitttt  kköözzöölltt  mmeeggoollddáássuukk  sszzóó  sszzeerriinntt  aazz  úúggyynneevveezzeetttt  
hhiivvaattaallooss  mmeeggoollddááss..  EEzzeekkbbeenn  kkiieemmeelltteemm  aazzookkaatt  aa  rréésszzeekkeett,,  mmeellyyeekkkkeell  aa  cciikkkk  ssoorráánn  rréésszzlleetteesseenn  
ffooggllaallkkoozzoomm..  
 
11..  ffeellaaddaatt::    

OOllddjjuukk  mmeegg  aa  vvaallóóss  sszzáámmookk  hhaallmmaazzáánn  aa    
2

2

1 11 66
11 6

x x
x x
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+ −
eeggyyeennlleetteett!!        

((KKööMMaaLL  FF..  22883300..,,  NNMMMMVV  22000033..,,  KKööMMaaLL  BB..  44002277..))  
 
 
Megoldás: (NMMV 2003. hivatalos megoldása) 

§§  NNéézzzzüükk  aa  jjoobbbboollddaallii  ffüüggggvvéénnyytt,,  eennnneekk  eeggyyeennlleettee::  
11 6

6
xy

x
−

=
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§§  EEzztt  xx--rree  rreennddeezzvvee  
2

2

16
11

yx
y

+
=

+
 aaddóóddiikk..  

§§  LLáátthhaattóó  tteehháátt,,  hhaa  aazz  eeggyyiikk  oollddaalltt  aazz  xx  ffüüggggvvéénnyyéénneekk  tteekkiinnttjjüükk,,  aakkkkoorr  aa  mmáássiikk  oollddaall  aazz  eellőőbbbbii  
iinnvveerrzz  ffüüggggvvéénnyyee..  

§§  AA  kkéétt  ffüüggggvvéénnyy  kkééppee  eeggyymmááss  ttüükköörrkkééppee  aazz  yy==xx  eeggyyeenneessrree  nnéézzvvee,,  eezzéérrtt  mmeettsszzééssppoonnttjjaaiikk  aazz  yy==xx  
eeggyyeenneesseenn  vvaannnnaakk..  

§§  ÍÍggyy  eelleeggeennddőő  aazz  
2

2

6( 1)
11

xx
x

+
=

+
  eeggyyeennlleetteett  mmeeggoollddaannii..  

§§  AA  rreennddeezzééss  uuttáánnii  3 26 11 6 0x x x− + − =   eeggyyeennlleett  bbaalloollddaalláánnaakk  sszzoorrzzaattaallaakkjjaa  ((xx--11))  ((xx--22))  ((xx--33))==00..    
  
§§  EEzz  aallaappjjáánn  aazz  eeggyyeennlleett  mmeeggoollddáássaaii  aazz  11,,  22,,  33  sszzáámmookk..  MMeellyyeekk  iiggaazzzzáá  iiss  tteesszziikk  aazz  eerreeddeettii  

eeggyyeennllőőssééggeett..  
                                                                       ** 
                                                            
Ezzel a hivatalos megoldás végére értünk.  
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AA  lleellkkiiiissmmeerreettüünnkk  mmeeggnnyyuuggttaattáássaa  vvééggeetttt  áábbrráázzoolljjuukk  aazz  
2

2

1: ; ( ) 6
11

xf f x
x

+
→ =

+
   ééss  aa    

6 11 6: ;6 ; ( )
11 6

xg g x
x

− → =  − 
 ffüüggggvvéénnyytt!!  

 
 

 
 
 
Az ábra alapján az alábbi megállapításokat tehetjük: 
 
§§  AA  kkéétt  ffüüggggvvéénnyy  ggrraaffiikkoonnjjaa  aazz  yy==xx  eeggyyeenneesseenn  mmeettsszzii  eeggyymmáásstt,,  tteehháátt  aa  mmeeggoollddááss  eezzeenn  rréésszzee  

llááttsszzóóllaagg  rreennddbbeenn  vvaann..  
§§  AA  ffiiggyyeellmmeess  sszzeemmllééllőő  sszzáámmáárraa  lláátthhaattóó  aazz  ff  ffüüggggvvéénnyy  ggrraaffiikkoonnjjáánn,,  hhooggyy  aa  ffüüggggvvéénnyy  nneemm  

kkööllccssöönnöösseenn  eeggyyéérrtteellmműű..  EErrrree  aazz  aallaappjjáánn  iiss  ffeellffiiggyyeellhheettüünnkk,,  hhooggyy  aazz  ff  ffüüggggvvéénnyy  ppáárrooss,,  hhiisszz  

mmiinnddeenn  fx D∈  esetén fx D− ∈ is teljesül és 
2 2

2 2

( ) 1 1( ) 6 6 ( )
( ) 11 11

x xf x f x
x x

− + +
− = = =

− + +
.  

TTeehháátt  kkéézzeennffeekkvvőő  aazz  aalláábbbbii  kkéérrddééss..  
KKoorrrreekktt  vvoolltt  aazz  iinnvveerrzz  kkaappccssoollaatt  eemmllííttééssee??    
Mielőtt a kérdéssel behatóbban foglalkoznánk, nézzünk meg egy másik versenyfeladatot, melyet 
2003-ban tűztek ki a Nemzetközi Magyar Matematika Versenyen! 
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22..  ffeellaaddaatt::  
OOllddjjuukk  mmeegg  aa  vvaallóóss  sszzáámmookk    hhaallmmaazzáánn  aa    3 2log (2 5) log (3 5)x x+ = − eeggyyeennlleetteett!!  ((NNMMMMVV  22000033..))  
((AA  hhiivvaattaallooss  mmeeggoollddááss  aazz  aalláábbbbii  vvoolltt..))  
 
Megoldás: 
§§  VViizzssggáálljjuukk  aazz  aalláábbbbii  kkéétt  ffüüggggvvéénnyytt!!  

] [ ( )
] [ ( )

3 3

3 2

: log 5; ; ( ) log 2 5

: log 5; ; ( ) log 3 5

x

x

f f x

g g x

→ ∞ = +

∞ → = −




 

§§  MMiivveell  aa  kkéétt  ffüüggggvvéénnyy  eeggyymmááss  iinnvveerrzzee,,  eezzéérrtt  aa  ggrraaffiikkoonnjjuukk  aazz  yy==xx  eeggyyeenneessrree  nnéézzvvee  
sszziimmmmeettrriikkuuss,,  ííggyy  ggrraaffiikkoonnjjaaiikk  ccssaakk  eezzeenn  aazz  eeggyyeenneesseenn  mmeettsszzhheettiikk  eeggyymmáásstt..    

§§  EEzzéérrtt  aazz  eeggyyeennlleettnneekk  ccssaakk  oollyyaann  xx  sszzáámm  aa  mmeeggoollddáássaa,,  mmeellyyrree  3 2log (2 5) log (3 5)x xx+ = = −       
          vvaaggyyiiss  2 5 3x x+ =   ..  EEbbbbőőll  aazz    5 3 2x x= −  eeggyyeennlleetthheezz  jjuuttuunnkk,,  aammiinneekk  ccssaakk  aa  ppoozziittíívv  sszzáámmookk  

hhaallmmaazzáánn  lleehheett  mmeeggoollddáássaa,,  hhiisszz  aa  nneemmppoozziittíívv  sszzáámmookk  hhaallmmaazzáánn  aa  jjoobbbb  oollddaallii  kkiiffeejjeezzééss  eellssőő  
ttaaggjjaa  nneemm  nnaaggyyoobbbb  aa  mmáássooddiikk  ttaaggjjáánnááll..  

§§    AAzz  xx==22  mmeeggoollddááss,,  ttööbbbb  mmeeggoollddááss  ppeeddiigg  aazzéérrtt  nniinnccss,,  mmeerrtt  aa  3 2x x− ffüüggggvvéénnyy  aa  ppoozziittíívv  
sszzáámmookk  hhaallmmaazzáánn  sszziiggoorrúúaann  mmoonnoottoonn  nnöövveekkvvőő..  

                                                                                                                                                                  ****    
ÉÉrrddeemmeess  mmeeggjjeeggyyeezznnii,,  hhooggyy  uuttoollssóó  mmeeggáállllaappííttááss  mmiinnddeennkkééppppeenn  bbiizzoonnyyííttáásstt  iiggéénnyyeell..  AAzz  

: ; 3xf x+ →  a   és a : ; 2xg x+ →  a  függvény is szigorúan monoton növekvő, és két 
szigorúan monoton növekvő függvény különbsége nem feltétlenül szigorúan monoton növekvő. 

Ebben az esetben viszont igen, hiszen 33 2 2 1
2

x
x x x   − = −  

   
, valamint minden x +∈  esetén 

32 0, 1 0
2

x
x  > − > 

 
 és mindkét tényező szigorúan monoton növekvő.  

  
ÁÁbbrráázzoolljjuukk  aazz    
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        ffüüggggvvéénnyyeekkeett!!  
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A grafikon újfent megerősíteni látszik azt a gondolatot, mely szerint, ha egy invertálható 
függvény és inverzének a grafikonja metszi egymást, akkor a metszéspontnak az y=x 
egyenesen kell lennie. 
A továbbiakban alkalmazzuk a hivatalos megoldásokban látott gondolatmeneteket, módszereket!  
 
33..ffeellaaddaatt::  
HHaattáárroozzzzuukk  mmeegg  aa  kköövveettkkeezzőő  eeggyyeennlleett  vvaallóóss  mmeeggoollddáássaaiitt!!  

                2 62 6
2

xx −
+ =  

(Alkalmazzuk szó szerint az 1. feladatra közölt hivatalos megoldást!) 
 
Megoldás: 
§§  NNéézzzzüükk  aa  bbaalloollddaallii  ffüüggggvvéénnyytt,,  eennnneekk  eeggyyeennlleettee::  2 6y x= +   

§§  EEzztt  xx--rree  rreennddeezzvvee    
2 6
2

yx −
=  aaddóóddiikk..  

§§  LLáátthhaattóó  tteehháátt,,  hhooggyy  hhaa  aazz  eeggyyiikk  oollddaalltt  aazz  xx  ffüüggggvvéénnyyéénneekk  tteekkiinnttjjüükk,,  aakkkkoorr  aa    
          mmáássiikk  oollddaall  aazz  eellőőbbbbii  iinnvveerrzz  ffüüggggvvéénnyyee..  
§§  AA  kkéétt  ffüüggggvvéénnyy  kkééppee  eeggyymmááss  ttüükköörrkkééppee  aazz  yy==xx  eeggyyeenneessrree  nnéézzvvee,,  eezzéérrtt    
        mmeettsszzééssppoonnttjjaaiikk  aazz  yy==xx  eeggyyeenneesseenn  vvaannnnaakk..  

§§  ÍÍggyy  eelleeggeennddőő  aazz    
2 6
2

xx −
=   eeggyyeennlleetteett  mmeeggoollddaannii..  

          EEnnnneekk  mmeeggoollddáássaaii::  1 21 7; 1 7x x= + = −   
§§  EElllleennőőrrzzéésssseell  mmeeggggyyőőzzőőddhheettüünnkk  aarrrróóll,,  hhooggyy  aa  mmáássooddiikk  sszzáámm  nneemm  mmeeggoollddáássaa  aazz  eeggyyeennlleettnneekk,,  

mmeerrtt  aa  bbaalloollddaall  ppoozziittíívv,,  aa  jjoobbbboollddaall  nneeggaattíívv  éérrttéékkűű..  AAzz  eellssőő  vviisszzoonntt  kkiieellééggííttii  aazz  eeggyyeennlleetteett..  
                                                                                                                                            ****  
NNyyuuggttaassssuukk  mmeegg  aa  lleellkkiiiissmmeerreettüünnkkeett  ééss  áábbrráázzoolljjuukk  aazz  [ [: 3; ; ( ) 2 6f f x x− ∞ → = + , vvaallaammiinntt  

aa  
2 6: ; ( )
2

xg g x −
→ =    ffüüggggvvéénnyytt!!  

  
A grafikonok két pontban metszik egymást. Eszerint az 
egyenletnek két valós megoldása van, szemben azzal, 
amit előző megoldásban kaptunk.  
 
Hol a hiba a korábbi gondolatmenetben? Miért 
veszítettünk megoldást az előző feladatban? 
 
- Az egyik hibát ott követtük el, hogy az inverz 
kapcsolat vizsgálata esetén csak formális algebrai 
átalakításokat végeztünk és nem foglalkoztunk az e 

mögött rejlő matematikai tartalommal.  
AAddjjuukk  mmeegg  aa  ffeellaaddaatthhoozz  kkaappccssoollóóddóó  kkéétt  kkööllccssöönnöösseenn  eeggyyéérrtteellmműű  ffüüggggvvéénnyytt,,  mmeellyyeekk  

eeggyymmááss  iinnvveerrzzeeii..  EEzzeekk  aazz  [ [ 0: 3; ; 2 6f x x+− ∞ → + a  és a [ [
2

0
6: 3; ;

2
xg x+ −

→ − ∞ a  
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függvények. Ha az egyenletet a 0f gD D +∩ =   halmazon oldjuk meg, akkor az egyetlen 

megoldás tényleg az 1 1 7x = +  szám. De a 
2 62 6
2

xx −
+ =  egyenlet értelmezési tartománya 

nem az 0
+ , hanem a 3; 6 6;   − − ∪ ∞     halmaz. Ezen a halmazon viszont két megoldása van. 

AAddjjuunnkk  aa  ffeellaaddaattrraa  kkoorrrreekktt  mmeeggoollddáásstt!!  
 
11..  mmeeggoollddááss::  
A 3; 6 6;   − − ∪ ∞    halmazon az egyenlet mindkét oldala nemnegatív értékű, így négyzetre 

emeléssel az eredetivel ekvivalens egyenlethez jutunk. Végezzük el a négyzetre emelést és 
redukáljunk nullára! 

4 212 8 12 0x x x− − + =  

MMiivveell  aazz  ff  ééss  gg  ffüüggggvvéénnyy  ggrraaffiikkoonnjjaa  aazz  yy==xx  eeggyyeenneesseenn  mmeettsszzii  eeggyymmáásstt,,  eezzéérrtt  aazz  
2 6
2

xx −
=   

eeggyyeennlleett  mmeeggoollddáássaaii  ggyyöökkeeii  lleehheettnneekk  aazz  eellőőzzőő  nneeggyyeeddffookkúú  eeggyyeennlleettnneekk  iiss..  
ÍÍggyy  aazztt  vváárrjjuukk,,  hhooggyy  (( 2 2 6x x− − ) | ( 4 212 8 12x x x− − + ) .                                                                                                                                                  
AA  ppoolliinnoommoosszzttáásstt  eellvvééggeezzvvee  kkaappjjuukk,,  hhooggyy  ( )( )4 2 2 212 8 12 2 6 2 2x x x x x x x− − − = − − + − . ÍÍggyy  aazz  

eerreeddeettii  eeggyyeennlleett  mmeeggoollddáássaaii,,  aazz    2 2 6 0x x− − =   ééss  aazz    2 2 2 0x x+ − =  mmáássooddffookkúú  eeggyyeennlleetteekk  
mmeeggoollddáássaaii  kköözzüüll  kkeerrüüllnneekk  kkii,,  mmeellyyeekk  aazz    1 7; 1 7; 1 3; 1 3+ − − + − −  sszzáámmookk..  
EEzzeekk  kköözzüüll  aazz  éérrtteellmmeezzééssii  ttaarrttoommáánnyynnaakk  ccssaakk  aazz  1 7; 1 3+ − −  sszzáámmookk  aazz  eelleemmeeii..                                                                
 
22..  mmeeggoollddááss::  

AA  3; 6 6;   − − ∪ ∞      hhaallmmaazzoonn  kkeerreessssüükk  aazz 2 6y x= +  ééss  aazz  
2 6
2

xy −
=   eeggyyeennlleettűű  ggöörrbbéékk  

mmeettsszzééssppoonnttjjaaiinnaakk  eellssőő  kkoooorrddiinnááttáájjáátt..  EEmmeelljjüükk  nnééggyyzzeettrree  aazz  eellssőő  eeggyyeennlleetteett,,  mmaajjdd  aaddjjuukk  hhoozzzzáá  aa  
mmáássooddiikk  kkééttsszzeerreesséétt!!    EEkkkkoorr  aazz  2 22 2y y x x+ = +   kkééttiissmmeerreettlleenneess  eeggyyeennlleetthheezz  jjuuttuunnkk,,  mmeellyyeett  

kköönnnnyyeenn  sszzoorrzzaattttáá  aallaakkíítthhaattuunnkk::  ( )( )2 0y x y x− + + = . EEbbbbőőll  kkaappjjuukk,,  hhooggyy    yy==xx  vvaaggyy  yy==--xx--22..  

EEzztt  vviisssszzaahheellyyeetttteessííttvvee  aa  mmáássooddiikk  eeggyyeennlleettbbee  aazz    
2 6
2

xx −
=   ééss  aa  

2 62
2

xx −
− − =   eeggyyeennlleetteekkhheezz  

jjuuttuunnkk..  IInnnneenn  ppeeddiigg  mmeeggkkaapphhaattjjuukk  mmeeggoollddáássookkaatt..  
                                                                             ** 
KKöönnnnyyeenn  ggyyáárrtthhaattuunnkk  aazz  eellőőzzőőhhöözz  hhaassoonnllóó  eeggyyeennlleetteekkeett!!  AAzz  aalláábbbbiiaakkbbaann  oollddjjuunnkk  mmeegg  mméégg  eeggyy  
iillyyeenn  ttííppuussúútt!!  
  
44..  ffeellaaddaatt::  
OOllddjjuukk  mmeegg  aa  vvaallóóss  sszzáámmookk  hhaallmmaazzáánn  aa    33 2 2x x− = −  eeggyyeennlleetteett!!  
 
MMeeggoollddááss::    
AAzz  3: ; ( ) 2f f x x→ = −  ffüüggggvvéénnyy  nnyyiillvváánn  kkööllccssöönnöösseenn  eeggyyéérrtteellmműű,,  ííggyy  lléétteezziikk  iinnvveerrzzee..  
KKöönnnnyyeenn  lláátthhaattóó,,  hhooggyy  eezz  aa  3: ; ( ) 2g g x x→ = −  ffüüggggvvéénnyy,,  hhiisszz  ,g f g fD R R D= = vvaallaammiinntt  
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( )( ) ( )3
32 2 2 (2 )f g x x x x= − − = − − = . Az eddig jól működő gondolatmenet alapján az f és g 

függvény grafikonja csak az y=x egyenesen metszheti egymást, így a 32 x x− =  egyenlethez 
jutunk. Ezt átrendezve és szorzattá alakítva kapjuk az ( )( )21 2 0x x x− + + =  egyenletet, melynek 
csak az x=1 a megoldása. 
                                                                          ** 
Ábrázoljuk az f és g függvényeket! 

                                                                   
ÚÚggyy  ttűűnniikk,,  aa  ggrraaffiikkoonn  ttoovváábbbbrraa  iiss  iiggaazzoolljjaa  aa  mmeeggoollddáássbbaann  
aallkkaallmmaazzootttt  ggoonnddoollaattmmeenneetteett..  
 
AAzz  eellőőzzőő  ffeellaaddaattbbaann  sszzeerreeppllőő  ff  ffüüggggvvéénnyybbőőll  kkiiiinndduullvvaa  
ffooggllaallkkoozzzzuunnkk  aazz  3: ; 2 ( )cf x x c→ − −  a  ffüüggggvvéénnnnyyeell,,  aahhooll  
cc  nneemmnneeggaattíívv  vvaallóóss  ppaarraamméétteerr!!  MMiivveell  cf bbáárrmmeellyy  cc  eesseettéénn  
kkööllccssöönnöösseenn  eeggyyéérrtteellmműű,,  eezzéérrtt  lléétteezziikk  iinnvveerrzzee..      
AAddjjuukk  mmeegg  eezztt  aazz  iinnvveerrzz  ffüüggggvvéénnyytt!!    
FFeejjeezzzzüükk  kkii  aazz  32 ( )y x c= − −  eeggyyeennlleettbbőőll  aazz  xx--eett!!  EEkkkkoorr  aazz  

3 2x c y= + −   eeggyyeennlleetthheezz  jjuuttuunnkk..  HHaa  ffeellccsseerréélljjüükk  xx--eett  ééss  yy--tt,,  aakkkkoorr  mmeeggkkaappjjuukk  cf   ffüüggggvvéénnyy  

iinnvveerrzzéénneekk  hhoozzzzáárreennddeellééssii  sszzaabbáállyyáátt..  TTeehháátt  cf   iinnvveerrzzee  aazz  1 3: ; 2cf x c x− → + −  a ffüüggggvvéénnyy..        
ÁÁbbrráázzoolljjuukk  nnééhháánnyy  cc  éérrttéékk  eesseettéénn  aazz  cf ffüüggggvvéénnyytt  ééss  iinnvveerrzzéétt!!    
A c=0 esetet már láttuk, legyen c=0,5!                    c=0,8 

           
cc==11  
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AA  ggrraaffiikkoonn  aallaappjjáánn  kkiijjeelleenntthheettjjüükk,,  hhooggyy  aazz  ( )3 31 2 1 2x x− + = + −   eeggyyeennlleettnneekk  öött  vvaallóóss  
mmeeggoollddáássaa  vvaann,,  mmeellyyeekk  kköözzüüll  nnééggyyhheezz  ttaarrttoozzóó  mmeettsszzééssppoonntt  nniinnccss  rraajjttaa  aazz  yy==xx  eeggyyeenneesseenn..    
 
TTeehháátt  hhiibbááss  aazz  aazz  áállllííttááss,,  hhooggyy  hhaa  eeggyy  iinnvveerrttáállhhaattóó  ffüüggggvvéénnyy  ééss  iinnvveerrzzéénneekk  aa  kkééppee  mmeettsszzii  
eeggyymmáásstt,,  aakkkkoorr  aa  mmeettsszzééssppoonntt  aazz  yy==xx  eeggyyeenneesseenn  vvaann!!  
 
OOllddjjuukk  mmeegg  aazz  eellőőzzőő  eeggyyeennlleetteett!!  
MMeeggoollddááss::  
LLeeggyyeenn  yy==11--xx!!  EEkkkkoorr  aazz  3 31 1y y+ = +   eeggyyeennlleetteett  kkaappjjuukk,,  mmeellyyeett  kkööbbrree  eemmeellvvee  ééss  rreennddeezzvvee  aazz  

9 6 33 3 0y y y y+ + − =  eeggyyeennlleetthheezz  jjuuttuunnkk..    EEnnnneekk  aazz  yy==00,,  ííggyy  aazz  eerreeddeettiinneekk  aazz  xx==11  mmeeggoollddáássaa,,  
aahhooggyy  aazztt  aa  ggrraaffiikkoonnrróóll  iiss  lleeoollvvaasshhaattttuukk..  AAzz  yy  kkiieemmeelléésséévveell  kkaappootttt  8 5 23 3 1y y y+ + −   nnyyoollccaaddffookkúú  
ppoolliinnoommnnaakk  aazz  yy==--11  ggyyöökkee,,  hhiisszz  aazz  eeggyyüütttthhaattóókk  vváállttaakkoozzóó  eellőőjjeellűű  öösssszzeeggee  00  ((aa  hhiiáánnyyzzóó  ttaaggookk  
eeggyyüütttthhaattóójjaa  00  ééss  eezztt  ffiiggyyeelleemmbbee  kkeellll  vveennnnii))..  EEbbbbőőll  kkaappjjuukk  aazz  eerreeddeettii  eeggyyeennlleett  ggrraaffiikkoonnrróóll  iiss  
lleeoollvvaasshhaattóó  mmáássiikk  eeggéésszz  ggyyöökkéétt,,  aazz  xx==22--tt..    
AAzz  eellőőzzőőeekk  aallaappjjáánn  ((yy++11))  ||  (( 8 5 23 3 1y y y+ + − ), aa  hháánnyyaaddoossppoolliinnoommoott  aa  HHoorrnneerr--ffééllee  eellrreennddeezzééss  
(([[33..]]  228844..  oollddaall))  sseeggííttssééggéévveell  kköönnnnyyeeddéénn  mmeegghhaattáárroozzhhaattjjuukk..  ÍÍggyy  kkaappjjuukk,,  hhooggyy  

8 5 2 7 6 5 4 3 23 3 1 ( 1)( 2 2 2 1)y y y y y y y y y y y+ + − = + − + + − + + −                                                                                                                                               
Mivel a két grafikon metszi egymást az y=x egyenesen, ezért az 3(1 ) 2x x= − +  egyenlet valós 
gyöke, megoldása az eredeti egyenletnek is. Áttérve yy--rraa  aazztt  kkaappjjuukk,,  hhooggyy  aazz  3 1 0y y+ + =   
eeggyyeennlleett  vvaallóóss  mmeeggoollddáássaa,,  ggyyöökkee  aa  7 6 5 4 3 22 2 2 1y y y y y y y− + + − + + −   hheetteeddffookkúú  ppoolliinnoommnnaakk  

iiss..  EEzz  aallaappjjáánn  aazztt  vváárrjjuukk,,  hhooggyy  (( 3 1y y+ + ) ||  ((  7 6 5 4 3 22 2 2 1y y y y y y y− + + − + + −   )),,  aammii  tteelljjeessüüll  
iiss,,  mmiinntt  aarrrróóll  ppoolliinnoommoosszzttáássssaall  mmeeggggyyőőzzőőddhheettüünnkk,,  hhiisszz  4 3 2 1y y y− + −  a hháánnyyaaddoossppoolliinnoomm..  
TTeehháátt  aa  ffeellaaddaattoott  vviisssszzaavveezzeettttüükk  aazz  3 1 0y y+ + = ééss  aazz  4 3 2 1 0y y y− + − =   eeggyyeennlleetteekk  
mmeeggoollddáássáárraa..  EEbbbbőőll  mmeegghhaattáárroozzhhaattjjuukk  aa  mméégg  hhiiáánnyyzzóó  hháárroomm  vvaallóóss  ggyyöökköött..  ((LLáássdd  [[33..]]  332211--333322..  
oollddaall!!))  
                                                                                                                                                ****  
AA  ttoovváábbbbiiaakkbbaann  ffooggllaallkkoozzzzuunnkk  aa  kköözzééppiisskkoolláábbóóll  jjóóll  iissmmeerrtt  kkllaasssszziikkuuss  iinnvveerrzz  kkaappccssoollaattttaall!!  
 
55..  ffeellaaddaatt::  
MMeellyy  eeggyyttőőll  kküüllöönnbböözzőő  ppoozziittíívv  vvaallóóss  aa  eesseettéénn  vvaann  lleeggaalláábbbb  eeggyy  vvaallóóss  mmeeggoollddáássaa  aazz    logx

aa x=   
eeggyyeennlleettnneekk??  
MMeeggoollddááss::  
LLáátthhaattóó,,  hhooggyy  aa  ffeellaaddaatt  eekkvviivvaalleennss  aazzzzaall  aa  kkéérrddéésssseell,,  hhooggyy  mmeellyy  eeggyyttőőll  kküüllöönnbböözzőő  ppoozziittíívv  vvaallóóss  aa  
eesseettéénn  vvaann  lleeggaalláábbbb  eeggyy  kköözzööss  ppoonnttjjaa  aazz  : ; xf x a+→  a   ééss  aa  : ; logag x x+ →  a  
füüggggvvéénnyy  ggrraaffiikkoonnjjáánnaakk..    
AAzz  eeddddiiggiieekk  aallaappjjáánn  ccssaakk  aannnnyyiitt  áállllíítthhaattuunnkk,,  hhooggyy  hhaa  vvaann  kköözzööss  ppoonnttjjuukk,,  aakkkkoorr  aazzookk  kköözzöötttt  
bbiizzttoossaann  ttaalláállhhaattóó  oollyyaann,,  aammeellyyiikk  eelleemmee  aazz  yy==xx  eeggyyeenneessnneekk,,  hhiisszz  aazz  ff  ééss  gg  ffüüggggvvéénnyy  ffoollyyttoonnooss  aazz  
éérrtteellmmeezzééssii  ttaarrttoommáánnyyáánn..  
AAzz  eeddddiiggii  iissmmeerreetteeiinnkk  aallaappjjáánn  aazz  nnyyiillvváánn  vvaallóó,,  hhooggyy  hhaa  00<<aa<<11,,  aakkkkoorr  aa  kkéétt  ggrraaffiikkoonn  mmeettsszzii  
eeggyymmáásstt..    
LLeeggyyeenn  aa>>11!!    
ÁÁbbrráázzoolljjuukk  aa==1100  iilllleettvvee  aa==11,,33  eesseettéénn  aa  ffüüggggvvéénnyyeekkeett!!  
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AAzz  yy==xx  eeggyyeenneess  eellvváállaasszzttjjaa  aa                                                                                      AAzz  yy==xx  eeggyyeenneess  bbeelleemmeettsszz  aa                                                  
kkéétt  ggrraaffiikkoonntt  aa==1100  eesseettéénn..                                                                                                ggrraaffiikkoonnookkbbaa  aa==11,,33  eesseettéénn..  

                         
 
MMiivveell  aa  gg  ffüüggggvvéénnyy  sszziiggoorrúúaann  kkoonnkkáávv,,  aa  kköövveettkkeezzőőtt  áállllíítthhaattjjuukk..  
    
AAzz  ff  ééss  gg  ffüüggggvvéénnyy  ggrraaffiikkoonnjjáánnaakk  aa>>11  eesseettéénn  aakkkkoorr  ééss  ccssaakk  aakkkkoorr  vvaann  kköözzööss  ppoonnttjjaa,,  hhaa  aa  gg  
ggrraaffiikkoonnjjáánnaakk  aazz  yy==xx  eeggyyeenneesssseell  ppáárrhhuuzzaammooss  éérriinnttőőjjee  aazz  yy  tteennggeellyytt  aa  nneemmnneeggaattíívv  ttaarrttoommáánnyybbaann  
mmeettsszzii..    
  
HHaattáárroozzzzuukk  mmeegg  aazz  éérriinnttőő  eeggyyeennlleettéétt!!  

Mivel az érintő meredeksége 1 és  1`( )
ln

g x
x a

=
⋅

, ezért az érintési pont x koordinátája 1
ln

x
a

= . 

Tehát az érintési pont az 1 1;log
ln lnaE

a a
 
 
 

 pont. Az y koordinátából látszik, hogy ez a pont csak 

a>1 esetén létezik. AAzz  éérriinnttőő  eeggyyeennlleettee::
1 1log

ln lnay x
a a

= − + . Azz  ff  ééss  gg  ggrraaffiikkoonnjjáánnaakk  aakkkkoorr  ééss  

ccssaakk  aakkkkoorr  vvaann  kköözzööss  ppoonnttjjaa,,  hhaa    
( )ln ln1 1log log ln

ln ln lna a

a
a

a a a
≤ = − = − . EEzztt  vvééggiiggsszzoorroozzvvaa  aa  

nneeggaattíívv    ––llnnaa  --vvaall    aa    ( )1 ln ln a≥  eeggyyeennllőőttlleennsséégghheezz  jjuuttuunnkk..  HHaasszznnáálljjuukk  ffeell,,  hhooggyy  ee>>11!!  

                               

( )

1

1 ln ln

1 ln

e

a

a
e

e a

≥

≥

≥

c

c

  

Tehát a vizsgált paraméteres egyenletnek akkor és csak 

akkor van valós megoldása, ha 0<a<1  vagy 
1

1 ea e< ≤ .  
                                                           ** 

1
ea e=  
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AAzz  eellőőzzőő  ffeellaaddaatt  uuttáánn  kkéézzeennffeekkvvőő  aazz  aalláábbbbii  kkéérrddééss..  
 
66..  ffeellaaddaatt::    
AAzz  55..  ffeellaaddaattbbaann  sszzeerreeppllőő  eeggyyeennlleettnneekk  aazz  aa  ppaarraamméétteerr  mmeellyy  éérrttéékkeeiinnééll  vvaann  11,,  iilllleettvvee  22  vvaallóóss  
mmeeggoollddáássaa??  VVaann--ee  oollyyaann  aa  éérrttéékk,,  aammeellyy  eesseettéénn  aazz  eeggyyeennlleettnneekk  kkeettttőőnnééll  ttööbbbb  vvaallóóss  mmeeggoollddáássaa  
vvaann??  

MMeeggoollddááss::  AAzz  eellőőzzőő  ffeellaaddaattbbaann  llááttttuukk,,  hhooggyy  hhaa  
1

1 ea e< < ,,  aakkkkoorr  aazz  eeggyyeennlleettnneekk  kkéétt  mmeeggoollddáássaa  

vvaann,,  hhaa  
1
ea e= ,,  aakkkkoorr  eeggyy..  VViizzssggáálljjuukk  mmeegg  aa  00<<aa<<11  eesseetteett!!  KKéésszzííttssüünnkk  nnééhháánnyy  áábbrráátt!!  

aa==00,,55                                                                                                                                                                    aa==00,,2255  

                       
 
aa==00,,112255                                                                                                                                                        aa==00,,0044  

                    
VViizzssggáálljjuukk  mmeegg,,  hhooggyy  mmiillyyeenn  ffeellttéétteelleekk  mmeelllleetttt  vvaann  hháárroomm  mmeettsszzééssppoonnttjjaa  aa  kkéétt  ggöörrbbéénneekk!!  
HHúúzzzzuukk  bbee  mmiinnddkkéétt  ggöörrbbee  éérriinnttőőjjéétt  aazz  yy==xx  eeggyyeenneessrree  eessőő  PP(( 0x ;; 0x ))  ppoonnttbbaa!!  
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LLeehheett--ee  oollyyaann  eesseett,,  hhooggyy  aa  kkéétt  ggöörrbbee  éérriinnttőőjjee  mmeeggeeggyyeezziikk??  
MMiivveell  aa  kkéétt  ggöörrbbee  eeggyymmááss  ttüükköörrkkééppee  aazz  yy==xx  eeggyyeenneessrree  nnéézzvvee,,  eezzéérrtt  aa  PP  ppoonnttbbaa  hhúúzzootttt  éérriinnttőőiikk  iiss  
eeggyymmááss  ttüükköörrkkééppeeii  eerrrree  aazz  eeggyyeenneessrree  nnéézzvvee..  TTeehháátt  aa  kkéétt  éérriinnttőő  ccssaakk  úúggyy  eesshheett  eeggyybbee,,  hhaa  
mmeerrőőlleeggeess  aazz  yy==xx  eeggyyeenneessrree,,  ííggyy  iirráánnyyttaannggeennssee  --11,,  aazzaazz  iirráánnyysszzööggee  --4455°°..  
HHaasszznnáálljjuukk    ffeell,,  hhooggyy  0

0
xa x= ééss  aazz  eexxppoonneenncciiáálliiss  ffüüggggvvéénnyy  ddeerriivváállttjjaa  aazz  0x  ppoonnttbbaann  --11,,  tteehháátt  

0 ln 1xa a⋅ = − . Így 1 e

a
e

 =  
 

.    

1 e

a
e

 =  
 

 

 

HHaa  
1 e

a
e

  < 
 

<1,,  aakkkkoorr  aazz  eexxppoonneenncciiáálliiss  ffüüggggvvéénnyy    PP(( 0x ;; 0x ))  

ppoonnttjjáábbaa  hhúúzzootttt  éérriinnttőőjjéénneekk  aa  mmeerreeddeekkssééggee  nneeggaattíívv,,  ddee  
nnaaggyyoobbbb  --11--nnééll..  ÍÍggyy  aa  PP  ppoonnttbbaa  hhúúzzootttt  éérriinnttőő  iirráánnyysszzööggéénneekk  

aabbsszzoollúútt  éérrttéékkee  kkiisseebbbb  4455°°--nnááll,,  aa  llooggaarriittmmuuss  ffüüggggvvéénnyyéé  nnaaggyyoobbbb..  EEzzéérrtt  aazz  0x --nnaakk  vvaann  oollyyaann  
jjoobbbboollddaallii  kköörrnnyyeezzeettee,,  aammeellyybbee  eessőő  xx--eekk  eesseettéénn  aa  llooggaarriittmmuuss  ffüüggggvvéénnyy  ggrraaffiikkoonnjjaa  aazz  
eexxppoonneenncciiáálliiss  ffüüggggvvéénnyyhheezz  hhúúzzootttt  éérriinnttőő  aallaatttt  hhaallaadd,,  mmíígg  aazz  eexxppoonneenncciiáálliiss  ffüüggggvvéénnyy  ggrraaffiikkoonnjjaa  aazz  
éérriinnttőő  ffööllöötttt..  AAzz  aa<<11    aallaappúú  llooggaarriittmmuuss  ffüüggggvvéénnyy  0x <<xx    aabbsszzcciisssszzáájjúú  ppoonnttjjaaiibbaa  hhúúzzootttt  éérriinnttőőiinneekk  aa  
mmeerreeddeekkssééggee  kkiisseebbbb,,  mmiinntt  aazz  iinnvveerrzzee  uuggyyaanniillyyeenn  aabbsszzcciisssszzáájjúú  ppoonnttjjáábbaa  hhúúzzootttt  éérriinnttőőjjéénneekk  
mmeerreeddeekkssééggee..  ÍÍggyy  aa  kkéétt  ggrraaffiikkoonn  ccssaakk  aa  PP  ppoonnttbbaann  mmeettsszzii  eeggyymmáásstt..      
 

HHaa  
10

e

a
e

 < <  
 

,,  aakkkkoorr  aazz  eexxppoonneenncciiáálliiss  ffüüggggvvéénnyy  PP--

bbeellii  éérriinnttőőjjéénneekk  aazz  iirráánnyysszzööggee  aa  nnaaggyyoobbbb  aabbsszzoollúútt  
éérrttéékkűű..  ÍÍggyy  aa  PP  aabbsszzcciisssszzáájjáánnaakk  vvaann  oollyyaann  bbaalloollddaallii  
kköörrnnyyeezzeettee,,  aahhooll  aa  llooggaarriittmmuuss  ffüüggggvvéénnyy  ggrraaffiikkoonnjjaa  aazz  
eexxppoonneenncciiáálliiss  ffüüggggvvéénnyy  ggrraaffiikkoonnjjaa  aallaatttt  hhaallaadd  ((lláássdd  aazz  
aalláábbbbii  áábbrráátt))..  VVaallaahhooll  vviisszzoonntt  bbeellee  kkeellll  mmeettsszzeenniiee,,  mmeerrtt  
aazz  eexxppoonneenncciiáálliiss  ffüüggggvvéénnyy  ggrraaffiikkoonnjjaa  mmeettsszzii  aazz  yy  
tteennggeellyytt,,  aa  llooggaarriittmmuuss  ffüüggggvvéénnyyéé  nneemm..  TTööbbbb  
mmeettsszzééssppoonntt  ppeeddiigg  nneemm  jjöönn  llééttrree,,  mmeerrtt  aa  tteennggeellyyeekk  
eellvváállaasszzttjjáákk  aa  ggrraaffiikkoonnookkaatt..    

 
ÖÖsssszzeeggzzééss  
AAzz  logx

aa x=  ((00<<aa,,  aa  ≠ 11  ))  eeggyyeennlleettnneekk::      

  --  nniinnccss  vvaallóóss  mmeeggoollddáássaa,,  hhaa  
1
ee a<   

  --  eeggyy  vvaallóóss  mmeeggoollddáássaa  vvaann,,  hhaa  
1
ea e= vvaaggyy  

1 1
e

a
e

  ≤ < 
 

  

--  kkéétt  vvaallóóss  mmeeggoollddáássaa  vvaann,,  hhaa  
1

1 ea e< <   
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--  hháárroomm  vvaallóóss  mmeeggoollddáássaa  vvaann,,  hhaa  
10

e

a
e

 < <  
 

      

                                                             ** 
TTéérrjjüünnkk  vviisssszzaa  aazz  11..,,  mmaajjdd  aa  22..  ffeellaaddaattrraa!!  EEllőősszzöörr  aaddjjuunnkk  aazz  11..--rree  eeggyy  oollyyaann  mmeeggoollddáásstt,,  aammeellyy  
eellkkeerrüüllii  aa  kkéétt  oollddaall  kköözzööttttii  iinnvveerrzz  kkaappccssoollaatt  ffeellhhaasszznnáálláássáátt!!  
 

1. feladat: Oldjuk meg a valós számok halmazán a 
2

2

1 11 66
11 6

x x
x x

+ −
=

+ −
 egyenletet!  

Megoldás: (Ezzel a megoldással lényegében azonos a B. 4027-es feladatra adott, KöMaL  
honlapon szereplő megoldás.) 

Az egyenlet értelmezési tartománya 6 ;6
11

 
  

 intervallum. Emeljük négyzetre az egyenletet, majd 

redukáljunk nullára. Ekkor a 5 4 3 247 222 314 564 1367 942 0x x x x x− + − + − =  eeggyyeennlleetthheezz  jjuuttuunnkk..  
MMiivveell  aazz  eeggyyüütttthhaattóókk  öösssszzeeggee  00,,  eezzéérrtt  aazz  xx==11  ggyyöökkee  aazz  eeggyyeennlleettnneekk,,  tteehháátt  

( )5 4 3 2( 1) | 47 222 314 564 1367 942x x x x x x− − + − + − .  

HHoorrnneerr--eellrreennddeezzéésssseell  mmeegghhaattáárroozzhhaattjjuukk  aa  hháánnyyaaddoosstt,,  aammeellyy  aa  4 3 247 175 139 425 942x x x x− + − +  
ppoolliinnoomm..  HHaa  eennnneekk  vvaann  eeggéésszz  ggyyöökkee,,  aakkkkoorr  aazz  ccssaakk  aa  kkoonnssttaannss  ttaagg  oosszzttóóii  kköözzüüll  kkeerrüüllhheett  kkii..  
KKöönnnnyyeenn  mmeeggggyyőőzzőőddhheettüünnkk  aarrrróóll,,  hhooggyy  aazz  xx==  22  ggyyöökk..  ÍÍggyy  

( )4 3 2( 2) | 47 175 139 425 942x x x x x− − + − +   aa  hháánnyyaaddooss  mmeeggiinntt  mmeegghhaattáárroozzhhaattóó  HHoorrnneerr--

eellrreennddeezzéésssseell,,  aammeellyy  aa  3 247 81 23 471x x x− − −  ppoolliinnoomm..  EEnnnneekk  aazz  xx==33  ggyyöökkee,,  ííggyy  oosszztthhaattóó  xx--33--
mmaall..  AA  hháánnyyaaddooss  aa  247 60 157x x+ +  mmeellyynneekk  nniinnccss  vvaallóóss  ggyyöökkee,,  mmeerrtt  aa  ddiisszzkkrriimmiinnáánnssaa  nneeggaattíívv..    
TTeehháátt  aazz  eeggyyeennlleett  mmeeggoollddáássaaii  aazz  11,,  22,,  33  sszzáámmookk..    
                                                                     ** 
AA  22..  ffeellaaddaatt  kkaappccssáánn,,  aazz  áábbrraa  aallaappjjáánn  mmáárr  mmeeggggyyőőzzőőddttüünnkk  aarrrróóll,,  hhooggyy  aazz  

] [ ( )
] [ ( )

3 3

3 2

: log 5; ; ( ) log 2 5

: log 5; ; ( ) log 3 5

x

x

f f x

g g x

→ ∞ = +

∞ → = −




  

ffüüggggvvéénnyyeekk  ggrraaffiikkoonnjjaa  ccssaakk  aazz  yy==xx  eeggyyeenneesseenn  mmeettsszzii  eeggyymmáásstt..  EEzztt  mmoosstt  bbiizzoonnyyííttssuukk  iiss  bbee!!    
AAzztt  mmáárr  bbeebbiizzoonnyyííttoottttuukk,,  hhooggyy  aazz    

] [ ( )
] [ ( )

3 3

3 2

: log 5; ; ( ) log 2 5

: log 5; ; ( ) log 3 5

x

x

f f x

g g x

→ ∞ = +

∞ → = −




  

ffüüggggvvéénnyyeekk  ggrraaffiikkoonnjjáánnaakk  aazz  yy==xx  eeggyyeenneesseenn  ccssaakk  aazz  xx==22  hheellyyeenn  vvaann  mmeettsszzééssppoonnttjjaa,,  mmeerrtt  aa  
3 2log (2 5) log (3 5)x xx+ = = −   eeggyyeennlleettnneekk  ccssaakk  aazz  xx==22  aa  mmeeggoollddáássaa..  

BBiizzoonnyyííttssuukk  bbee,,  hhooggyy  aazz  ff  ffüüggggvvéénnyy  aazz  éérrtteellmmeezzééssii  ttaarrttoommáánnyyáánn  sszziiggoorrúúaann  kkoonnvveexx,,  aa  gg  ppeeddiigg  
sszziiggoorrúúaann  kkoonnkkáávv!!  

AAzz  ff  eellssőő  ddeerriivváállttjjaa  ( )3
ln 2 2'( ) log (2 5) '

ln 3 (2 5)

x
x

xf x ⋅
= + =

⋅ +
,,  eezz  aallaappjjáánn  aa  mmáássooddiikk  ddeerriivváálltt  

' 2

2

ln 2 2 ln 2 2 5''( )
ln 3 (2 5) ln 3 (2 5)

x x

x xf x
 ⋅ ⋅

= = ⋅ + + 
,  aammii  bbáárrmmeellyy  vvaallóóss  xx  eesseettéénn  ppoozziittíívv,,  tteehháátt  ff  
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sszziiggoorrúúaann  kkoonnvveexx  ffüüggggvvéénnyy..  AA  gg    ffüüggggvvéénnyy  eellssőő  ddeerriivváállttjjaa ( )2
ln 3 3'( ) log (3 5) '

ln 2 (3 5)

x
x

xg x ⋅
= − =

⋅ −
.  

AA  mmáássooddiikk  ddeerriivváállttjjaa  
, 2

2

ln 3 3 ln 3 3 5''( )
ln 2 (3 5) ln 2 (3 5)

x x

x xg x
 ⋅ ⋅ −

= = ⋅ − − 
  aammii  aa  gg  éérrtteellmmeezzééssii  

ttaarrttoommáánnyyáánnaakk  bbáárrmmeellyy  xx  éérrttéékkéérree  nneeggaattíívv,,  ííggyy  aa  gg  aazz  éérrtteellmmeezzééssii  ttaarrttoommáánnyyáánn  sszziiggoorrúúaann  kkoonnkkáávv..  
AAzz  eeddddiiggiieekkbbőőll  kköövveettkkeezziikk,,  hhooggyy  aa  22--nnééll  kkiisseebbbb  hheellyyeekkeenn  aazz  ff  ffüüggggvvéénnyy  ggrraaffiikkoonnjjáánnaakk  mmiinnddeenn  
ppoonnttjjaa  aazz  yy==xx  eeggyyeenneess  ffeelleetttt,,  aa  gg  ffüüggggvvéénnyyéé  ppeeddiigg  aazz  aallaatttt  hheellyyeezzkkeeddiikk  eell,,  tteehháátt  iitttt  nneemm  mmeettsszzhheettiikk  
eeggyymmáásstt,,  mmíígg  aa  22--nnééll  nnaaggyyoobbbb  hheellyyeekkeenn  ffoorrddííttootttt  aa  hheellyyzzeett,,  ííggyy  ootttt  sseemm  mmeettsszzhheettiikk  eeggyymmáásstt..  EEzzzzeell  
iiggaazzoollttuukk,,  hhooggyy  aa  kkéétt  ggrraaffiikkoonnnnaakk  ccssaakk  aazz  xx==22  hheellyyeenn  vvaann  kköözzööss  ppoonnttjjaa..    
                                                                    ** 
KKoonnkkllúúzziióó::  
§§  NNaaggyyoonn  ffoonnttooss,,  hhooggyy  kkéétt  ffüüggggvvéénnyy  kköözzööttttii  iinnvveerrzz  kkaappccssoollaatt  bbiizzoonnyyííttáássaa  nnee  ccssaakk  ffoorrmmáálliiss  

aallggeebbrraaii  ááttaallaakkííttááss  lleeggyyeenn,,  hhaanneemm  eennnnééll  mmééllyyeebbbb  mmeeggffoonnttoollááss!!  
  
§§  AAzz    1( ) ( )f x f x− =   ttííppuussúú  eeggyyeennlleetteekknnééll  aakkkkoorr  ééss  ccssaakk  aakkkkoorr  hhiivvaattkkoozzhhaattuunnkk  aarrrraa,,  hhooggyy  aa  

ffüüggggvvéénnyy  ééss  iinnvveerrzzéénneekk  aa  ggrraaffiikkoonnjjaa  ccssaakk  aazz  yy==xx  eeggyyeenneesseenn  mmeettsszzii  eeggyymmáásstt,,  hhaa  eezztt  aazz  aaddootttt  
eeggyyeennlleett  kkaappccssáánn  bbiizzoonnyyííttoottttuukk..  

 
LLéétteezziikk--ee  oollyyaann  ttéétteell,,  aammeellyy  sseeggííttssééggeett  nnyyúújjtt  aa  bbiizzoonnyyííttáásshhoozz??  
Mielőtt erre rátérnénk, oldjuk meg az alábbi feladatot! 
 
77..  ffeellddaattaa::  OOllddjjuukk  mmeegg  aa  vvaallóóss  sszzáámmookk  hhaallmmaazzáánn  aazz  aalláábbbbii  eeggyyeennlleetteett!!  

                    
3

3 34 3
4

xx +
− =  

MMeeggoollddááss::  AAzz  kköönnnnyyeenn  lláátthhaattóó,,  hhooggyy  eezz  aazz  eeggyyeennlleett  iiss  aazz  1( ) ( )f x f x− =  ttííppuussúú  eeggyyeennlleetteekk  kköözzéé  

ttaarrttoozziikk,,  hhiisszz  aazz  3: ; 4 3f x x→ −  a   ééss  aa  
3 3: ;
4

xg x +
→  a  függvvéénnyyeekk  eeggyymmááss  

iinnvveerrzzeeii,,  aahhooll  mmiinnddkkéétt  ffüüggggvvéénnyy  sszziiggoorrúúaann  mmoonnoottoonn  nnöövveekkvvőő..  ÁÁttrreennddeezzééss  uuttáánn  aazz  eerreeddeettiivveell  

eekkvviivvaalleennss    3 34 4 3 3x x⋅ − − =  eeggyyeennlleetteett  kkaappjjuukk,,  mmeellyy  aazz  ff  ffüüggggvvéénnnnyyeell  kkiiffeejjeezzvvee  aa  kköövveettkkeezzőő  
aallaakkbbaann  íírrhhaattóó  ffeell  ::    ff((ff((xx))))==xx..  
AAzz  aalláábbbbiiaakkbbaann  bbeebbiizzoonnyyííttjjuukk,,  hhooggyy  mmiivveell  aazz  ff  ffüüggggvvéénnyy  sszziiggoorrúúaann  mmoonnoottoonn  nnöövveekkeeddőő,,  eezzéérrtt  aazz  
ff((ff((xx))))==xx  eeggyyeennlleett  mmeeggoollddáásshhaallmmaazzaa  mmeeggeeggyyeezziikk  aazz  ff((xx))==xx  eeggyyeennlleett  mmeeggoollddááss  hhaallmmaazzáávvaall..  
LLeeggyyeenn  zz  mmeeggoollddáássaa  aazz  ff((xx))==xx  eeggyyeennlleettnneekk!!  EEkkkkoorr  ff((zz))==zz,,  ííggyy  ff((ff((zz))))==ff((zz)),,  tteehháátt  ff((ff((zz))))==zz..    
LLeeggyyeenn  rr  mmeeggoollddáássaa  aazz  ff((ff((xx))))==xx  eeggyyeennlleettnneekk,,  aazzaazz  tteelljjeessüüll,,  hhooggyy  ff((ff((rr))))==rr  !!  TTeeggyyüükk  ffeell,,  hhooggyy  
rr<<ff((rr))!!  MMiivveell  aazz  ff  ffüüggggvvéénnyy  sszziiggoorrúúaann  mmoonnoottoonn  nnöövveekkvvőő,,  eezzéérrtt  ff((rr))<<ff((ff((rr)))),,  tteehháátt  rr<<ff((rr))<<ff((ff((rr)))),,  
aammii  eelllleennttmmoonnddááss..  HHaassoonnllóóaann  bbee  lleehheett  llááttnnii,,  hhooggyy  ff((rr))<<rr  nneemm  lleehheettssééggeess,,  tteehháátt  sszzüükkssééggkkééppppeenn  
rr==ff((rr))..  ÍÍggyy  aa  kkéétt  eeggyyeennlleett  mmeeggoollddáásshhaallmmaazzaa  eeggyyeennllőő..    
TTeehháátt  aazz  eerreeddeettii  eeggyyeennlleett  eekkvviivvaalleennss  aazz  3 4 3x x− =  eeggyyeennlleetttteell..  KKööbbrree  eemmeellééss  ééss  ááttrreennddeezzééss  uuttáánn  
aazz  3 4 3 0x x− + = . EEnnnneekk  aa  mmeeggoollddáássaaii  aazz  eeddddiigg  aallkkaallmmaazzootttt  mmóóddsszzeerreekk  ffeellhhaasszznnáálláássáávvaall  mmáárr  

kköönnnnyyeenn  mmeegghhaattáárroozzhhaattóókk,,  mmeellyyeekk  aazz  
1 13 1 131, ,

2 2
− − − +  sszzáámmookk..  

                                                                   ** 
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AA  ffeellaaddaattnnaakk  kkéétt  nnaaggyyoonn  ffoonnttooss  hhoozzaaddéékkaa  aa  kköövveettkkeezzőő..  
 
11..  hhoozzaaddéékk::  
AAddootttt  aazz  1( ) ( )f x f x− =  eeggyyeennlleett,,  aahhooll  : ; ( )f ff D R x f x→ a  sszziiggoorrúúaann  mmoonnoottoonn  nnöövveekkvvőő  

ffüüggggvvéénnyy..  EEbbbbőőll  kköövveettkkeezziikk,,  hhooggyy  1( )f x−  is szigorúan monoton növekvő. (Lásd [1.] 151. oldal!) 
AAzz  eeggyyeennlleett  kkéétt  oollddaalláárraa  aallkkaallmmaazzvvaa  aa  sszziiggoorrúúaann  mmoonnoottoonn  ff  ffüüggggvvéénnyytt  kkaappjjuukk,,  hhooggyy    

                                                                                  

1( ( )) ( ( ))

( ( ))

f f x f f x

x f f x

− =

=
c  

Azt pedig az előbb beláttuk, hogy az utolsó egyenlet megoldáshalmaza megegyezik az f(x)=x 
egyenlet megoldáshalmazával, mivel f szigorúan monoton növekvő. Így az 1( ) ( )f x f x− =  
egyenlet megoldáshalmaza megegyezik az f(x)=x egyenlet megoldáshalmazával, ha f szigorúan 
monoton növekvő. Így megfogalmazhatjuk az alábbi tételt. 
  
TTéétteell::  
HHaa  aazz    : ; ( )f ff D R x f x→ a  ffüüggggvvéénnyy  sszziiggoorrúúaann  mmoonnoottoonn  nnöövveekkvvőő,,  aakkkkoorr  aa  f fD R∩  
hhaallmmaazzoonn  aazz  1( ) ( )f x f x− =   eeggyyeennlleett  mmeeggoollddáásshhaallmmaazzaa  mmeeggeeggyyeezziikk  aazz  ff((xx))==xx  eeggyyeennlleett  
mmeeggoollddáásshhaallmmaazzáávvaall..    
 
MMeeggjjeeggyyzzééss::  AAzz  11..  ééss  aa  22..  ffeellaaddaattrraa  aaddootttt  eellssőő  mmeeggoollddáásstt  úúggyy  tteehheettjjüükk  tteelljjeesseenn  kkoorrrreekkttéé,,  hhaa  
bbeellááttjjuukk,,  hhooggyy  aazz  iinnvveerrzz  kkaappccssoollaattbbaann  sszzeerreeppllőő  ffüüggggvvéénnyyeekk  sszziiggoorrúúaann  mmoonnoottoonn  nnöövveekkvvőőkk..  EEzztt  aazz  
oollvvaassóórraa  bbíízzzzuukk..  
        
22..  hhoozzaaddéékk  
§§  HHaa  aazz  : ; ( )f ff D R x f x→ a ffüüggggvvéénnyy  sszziiggoorrúúaann  mmoonnoottoonn  nnöövveekkvvőő,,  aakkkkoorr  aazz  

((ff((……((ff((xx))))……))))==xx    eeggyyeennlleett  mmeeggoollddáásshhaallmmaazzaa  mmeeggeeggyyeezziikk  aazz      ff((xx))==xx    eeggyyeennlleett  
mmeeggoollddáásshhaallmmaazzáávvaall..  
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Végül nézzünk néhány feladatot, melynek megoldását az olvasóra bízzuk! 
 
OOllddjjuukk  mmeegg  aa  vvaallóóss  sszzáámmookk  hhaallmmaazzáánn!!  

( ) ] [
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2

2

2
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5. 3 1 log 1
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7. 3 4 3 4 3 4

x

x x
xx

x x x
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x

x x

x x

+ = −

−
+ =

+ + = +

+ − + = ∈ − ∞

 
− = + 

 

− = + +

= − + − + − +
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