Kubatov Antal: Parosan szép az élet ...

Pérosan szép az élet...
Kubatov Antal, Kaposvar

Tetszik ez a cim. Nemcsak azért, mert én talalteenrk az eladasra (bar mar ez is
elegend indok lenne), hanem azért is, mert nem arul ebhsek ebadas témajat
illetéen, s esetleg jobban felcsigdzza az érikidt.

Nem tetszik ez a cim. Nem arul el sokat d@meés témajat illéen, $t talan félre-
vezeb is kicsit.

Elbizonytalanodtam.

Parosan szép az élet, de gyakran bejelentkezettheggnadik” feladat, itt-ott egy
negyedik is, ... & n-edik is. Es nem tudtam allandéan ellenallni.

Olyan feladatokat igyekeztem valasztani, amelyatdsnak vélek megismertetni a
versenydnek szant tanuldval, s mellé egy (vagy tébb) oligdadatot, ahol haszno-
sulhat is az etsvel szerzett ismeret. A feladatok egy része pecsa& azért kerilt
be, mert szép, mert tetszik, s szeretném, ha masnékdmet okozna”. J6 szoérako-
zast! Q

Nem pont erre gondoltam...

1. Legyen n egynél nagyobb természetes szam. Mutasguyihogy ekkor:

n®-1+yn® =27+ .+ n*~(n- ])2 < 0,87

Megoldas:

Vn? =1+n? =22 + . +yn*~(n- :I)2 < 0,87

n>1: nON

n sugard negyedkor

A baloldali 6sszeg a ,beirt téglalapok” terilete-

inek 0sszege, mely biztosan kisebb a negyedkor
n tertileténél.

S — 2 =12 +4n2 =27+ . +\In?-(n-1° <

2
<M<O,8’]2
4
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Kistérséqgi tehetséggondozas

2. A pozitiv x, y, z valés szamok eleget tesznelabbiatgyenleteknek:

2
X* + xy+y? =25

2
y_+22:9

22+ zx+ ¥ =16

Hatarozd meg axy+ 2 yz+ 3 z> értékét!

Megoldas:
1
Xy+2yz+3zx [F—
yrey 43
y B13 y
3 xB= zO0=
3 V3 2+—\/§’+
50 2 2
1205 \/,
x +zD<Gl—[-l—3=£4
2 2
| 4
Xy+2yz+3zx 24/ 3
Yy
V3

3. a) Az ABM, BCN és CDP egyénbldali haromszdgekAB=a BC= h és
CD=c. Az A,B,C,D pontok, ebben a sorrendben, egy dnegga vannak

és az M,N,P a d-nek ugyanazon az oldalan. Igataldy teljesul a kovet-
ke egyendtlenség:

Ja?-ab+ B +V - ber é2+ &+ B+ é+ ab ae L

b) Bizonyitsd be, hay, a,...,g, > 0 valdés szdmok, akkor

n_lJaE—aKamﬁ +12\/a§+ fﬁ{f @J - ga+( 8+ %)i 3.

k= k=1
Longaver Lajos (Nagybanya)
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Megoldas:

a) A megadott jeldléseket haszndlva a koszinusztdtgdjéan (MNB illetve
NPC haromszégben) irhatjuk, hogy

MN =+ a° - ab+ I,
NP=+E* - bet ¢

MP = J(a+ b ~(a+ §( b+ §+( br ¥,

Az utols6 egyeriiséget az MQP haromszogl kapjuk, ahol
{Q} =BMn CP.

és

Masrészt
(a+b)®-(a+ b (b+ 9+(br §°= &+ B+ &+ ab be ¢

tehat a2V, N ésP pontok segitségével feliIN + NP> MP egyenétlen-
ség épp a bizonyitand6 egyétienség.

b) Az ebz6 abrédhoz hasonléan elkészitunk egy abrat, amelyeA 4,,B.,
egyenb oldalt haromszogel® A,; oldalai egymés meghosszabbitasaban
vannak, aB,,...,B, pontok az AjA, egyenes egyik oldalan helyezkednek
el (lasd a mellékelt abrat)
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AA, =3, minden0<i<n esetén.

B

1

A, 4, A, A A, A

igy a koszinusztétel alapjaB B, = &, — a_,Ca+ &, hal<i<n és
ha Q-val jeldljuk a B,A és B,,;A, metszéspontjat, akkor &B B,
haromszdgbl a koszinusztétel alapjan

n n-1

a\2 _
%%+1=\/a%+aﬁ+[ aKJ -aa+(a* ) a.
k=1 k=1
n
igy mivel Za B., 2 BLB,,, épp a bizonyitandé egyétienséget kap-
i=1

juk.
Erint 6négyszogek

1. Bizonyitsuk be, hogy az ABCD (nem trapéz) négyakégr és csak akkor
érinténégyszog, haEB+ BF= ED+ DF! (E az AB és DC meghosszabbita-
sainak metszéspontja, F pedig a masik két oldahoesyabbitasainak metszés-

pontja.).
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Megoldas:
1) HaABCD érintbnégyszog, akkoEB+ BF = ED+ DF (lasd 1. 4bra).

EB+ BF= EX- XB+ B+ YE E£ FV¥¢
=EZ+ 7ZD- ZD+ FD+ DV= ED+ DE

2) Ha EB+ BF= ED+ DF, akkorABCD érintbnégyszdg.
Indirekt: Ha ABCD nem érinbnégyszdg, akkor tekintsik a¥D harom-
sz0g beirt korét és hizzuk mEepsl az érindt e korhdz (lasd 2. abra). 1)
miatt:
EB*+B* F= ED+ DF,

feltétel: EB+ BF = ED+ DF. EB= EB*+ B B.
Az el6z6 harom egyenlet): B* F = B* B+ BF.
Ez viszont ellentmond a haromsz6g-egydahségnek.

MegjeqgyzésAz ellipszis két tetsdleges pontjanak radiuszait meghosszab-
bitva — ha azok négyszéget hataroznak meg —, akkérinbnégyszog.

Egy konvex négyszog szemkozti oldalai meghossashibiik metszéspontjain
keresztll hizzunk egy-egy egyenest, melyek azienédgszoget négy kisebb
négyszogre vagjak. Bizonyitsuk be, hogy ha kotdriralamely két szemkozti
kis négyszogbe, akkor az eredeti négyszog isfaégyszog.

Megoldas:

1. eset (lasd 3. &bra).: A szinezés és & dkladat allitasa értelmében trivialis.
2. eset (lasd 4. abra).: A feladat bizonyitasalegédtételt hasznalunk:
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Tétel:
ABCD érintbnégyszég= EA- AF= EC- CF (lasd 5. abra).

Bizonyités:
Visszavezetjik az &t6 feladatra:

?
EA- AF= EC- CF=
?
= EB+ x—( DF+ t)= ED- z-( BF- y=
?
= EB+ BF+ x+ z= ED+ DF+ w t

Ebbkdl x+z=y+t- ha ABCD
érintbnégyszog, tehat

EB+ BF= ED+ DF = ABCLC

érinthnégyszog.

5. dbra

Megoldas folytatasa:
Az el6z6 segédtételtl és a szinezésbmar kdvetkezik az allitas.

Nyilvanvaloan az is igaz, hogy ha a két szemkdks”,négyszog és a ,nagy”
négyszog kozil valamelyik kétérintbnégyszdog, akkor a harmadik is az. (*)

Most tekintsiink egy négyszoget, ennek szemkoztl@dyeneseinek metszés-
pontjat jeldljeP illetve Q (abra). AP ponton atmefh n—1 egyenes, illetve &

ponton atmeth n-1 egyenes a négyszogef ,kis” négyszogre osztjaAz
elozo tételek alapjan trividlis, hogyha valamely &atloban 1éw ,kis”
négyszogeld tudjuk, hogy érinbnégyszégek, akkor a ,nagy” négyszdg is az.
Felmeril a kérdés, hogy ha csak azt tudjuk, hogynvalyan n darabos
kivalasztas, mely minden sorbdl és oszlopbdl poatoegy ,kis” négyszdget
tartalmaz, s ezeld tudjuk, hogy érinbhégyszégek, vajon ekkor is kovetke
zik-e, hogy a ,nagy” négyszog is ériiégysz6g?

Erre az igertl valasztTéth Bence —egykori 12.C osztalyos fazekasos -didita
meg.

A bizonyitas lényege, hogy ,kicserélhetiink” két smzédos sorban/oszlopban
levo kis” érinténégyszoget anélkil, hogy az dbra tdbbi részénatatiwank.
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Kovetkezzék:
Tekintsiik azA1A4P haromszdget.

P

Ebben tudjuk, hogy fA,B,B; ésB3B,D,D; érintbnégyszogek, é€; et ugy
valasztjuk meg, hogyC,C,D,D; érintbtnégyszdg legyen. Ekkor Aallitjuk
AACLCs is az lesz!

Vélasszuk meg; et Ugy, hogyA AE E, érintbnégyszog legyen!

Ekkor, mivelA;A:B,B; ésAAELE; érintbnégyszigek, igB.B4E4E is az.
B,B,4E4E; ésB3B,D4D5 érintonégyszogek, ezéD,DsE3E, is az lesz.(a fenti (*)
megjegyzés alapjan)

Anal6g madon: miveC,C,D,D; ésD,DsEzE; érinthnégyszogek, elith kbvetke-
z6en C,C3EsE; is érintnégyszog. Tovabb&,CsEsE; és AjAELE; érintbnégy-
szogségéll kovetkezik, hogyAA,C,Csis az.

Azaz ,sort cseréltek” az egymassal szomszédos bamkéw AAB,B; és a
BsB,D4D; érintbnégyszdgek, mikbzben a nem hasznalt sorok és adzépn-
tetlenek maradtak.

Ilyen ,lépések” alkalmazasaval elérbehogy két ,kis” érinbnégyszog ,csucs-
szomszédos” helyzetbe keriljon, s ezaltal ,0sszsaitva” csdkkenthét a
,Kis” érinténégyszdgek szama, mignem egyetlen &niégyszdget nem kapunk.

Adott az ABG,, s annak AB oldalan két bélpont, K, és K, (A K;,K,,B).
Tekintsuk azAK,C és K,BC haromszdgekbe irt korok kozos Kliéintsit;
ezek metszéspontjat jelljie O. Mutassuk meg, hagyls,C ésa BK,C

haromszodgekbe irt kdrok — AB oldaltol kilorndézkiilss érintsje illeszkedik az
O pontra.
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Megoldas:

0

27. dbra

Messe aCK; illetve CK, szakaszokat a méasik kélérint aP ill. Q pontban
(lasd 27. abra). Tekintsiik @PQx -be irt kért, s hizzuk me@-bdl e kdrhéz a
masik érintt is (I). A létrejowy metszéspontok legyenek Y, Z, V. Ekkor a
13-as szamu feladat allitAsanak értelmélef,ZX és K,BVY négyszogek
érintbnégyszogek, s ez, az allitas teljesilését jelenti.

Geometria 1

1. Az ABC,-be irt kérhoz huzzunk a haromszdg a,b,c oldalapddhuzamos
érintdket. Ezeknek a haromszégbes exakaszai legyenek rendm, by, ;.

Bizonyitsuk be, hogyai+ﬁ+& =1.
a b c

Megoldas:

Vegyik észre, hogy a beirt kor
a ,kis haromszogeknek” a
hozzairt kére, valamint, hogy
a hozzairt kor érintési pontja
félkerlletnyire van a tavolabbi
csucstol.

CI p—

c s

C

S—C

A c B I'gy
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Analég
a'_s—-a
2 s
b' s-b
b s
Z;E+E+£ s—ats b s ¢
a b c S

2. Az ABC, beirt kbréhez hizzunk a haromszog oldalaival p&amas érinfket.

Ezen érindk és a haromszog oldalainak metszéspontjai egyzdgtssicsai.
Mutassuk meg, hogy ennek a hatszégnek a kerulptdatet nagyobb, mint a
h&aromszdg kerileténék-a!

Megoldas:
C K<<(2s /[—%

B

A kis” hdromszdgek és az eredeti hAromszdg hasagiébal:

?

’2
Tagc — (T + T+ T3)S§ Tasc
Tapc <3(+ T+ )

2= (s B (s ¥

Tasc 2 T asc
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irjuk fel az (s—a);(s- B;( s- ¢ mennyiségek szamtani és négyzetes kozepe
kozti 6sszefliggést:

(s-a)+(s-§+(s ach( s F+(s B+(s)8

3 3
¢ (s (s (s ¥
9 3

Ez pedig ekvivalens a bizonyitand6 allitas utols@javal.

3. Egy haromszog belsejében helyezziink el harom &enamelyek érintik a
haromszodg két-két oldalat, tovabba kivlilérintik a haromszdg beirt korét.
Bizonyitsuk be, hogy e harom kor sugaranak dssmege kisebb a beirt kor
sugaranal!

Megoldas:

Jelélje pl.r; a beirt kérc-vel parhu-
zamos érirdje altal lemetszett ha-
romszdg beirhaté kdrének sugarat.
(analég 1, és r,..). Nyilvanvald,
hogy ry 2r;. Ugyanis azr, sugard
kor nem feltétlen érinti a beirt kort,

azt nagyitani kellhet az érintéshez.
Méasrészt ismert (kdnnyen belathato),

hogy

ror, r, a, b, c
A 424383 2Tl
r r r a b ¢

* *

*
H ]

3 =1. Atrendezver, +r, +ry>r .
r r
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Invariancia

Egy iskolaban a gyerekek mindezic?iz, n0{1,2,3,...,4028 alaku szamot fe-
n

lirtak a tablara. Ezutan két x és y szamot lettepla 2xy— x— y+1 szamot

irjak fel helyettik. A 4022. 1épés utan csak egynsmaradt a tablan. Melyik ez
a szam?

Megoldas:

XY - 2Xy— x— W1
Vegyiik észre, hogy2x-1)(2y-1 = A Xy- x- y+ }- L Azaz, ha a tablan
szerepd p szamok helyett 2p-1 szamokat tekintjuk, akkor ezek szorzata a

Iépés soran nem valtozik meg.
Kezdetben a szorzat:

(2 012_1J(2 201g_g[l 2012 gz 4023 4022 1
1 2 4023 1 2 74023

igy, ha utoljara az A szam marad a tablan, akka isrteljesiinie kell a kovet-
kez feltételnek:2A-1=1. A=1. Tehét utoljara a tdblan az 1 szdm marad.

Adottak az 1,2,3,...2012 szamok. Kivalasztunk ko##tily és x szamot, és a

z:ﬁ szammal helyettesitjik. Igazoljuk, hogy akarmilgen) part
T+ o4+ =
X Yy xy

valasztunk, a 2011. Iépés utan mindig ugyanaztdanet kapjuk. Melyik ez a
szam?

Megoldas:
] _ 1
XY- 25711
Xy xy
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Vegyik észre, hogy

l+:|_:E+—1+—1+:|_:(—1+:]_j —1+1 ,
4 X y Xxy X y

azaz ha tekintjik a tablan szereglzdmok helyett a reciprokaik 1-gyel novelt
értékét, akkor ezek szorzata a Iépés soran neorikdineg.

Kezdetben:
Lo e o) oL+ 1) = 2284 22018 50:
1 2 3 2012 123 2012

igy az utoljara maradk szé\mra:1 +1=2013, melyksl A= 1 .
A 2012

Az AA..A (n=3) konvex sokszog cslcsaba 1-et, a tobbi cstcsba 0-t
irtunk. A csucsokba irt szamok a kdvetkezabaly szerint valtoztathatok: ha az
A cslcsban 1 all, és a&_;, A, A, csucsokban &ll6 szdmokat rendre a, b, ¢
jeléli, akkor ezek a szamok egyiflepg rendre azl-a,1-b,1- ¢ szdmokra

cserélhefk. Elérhet-e véges sok ilyen lépéssel, hogy mindegyik csac8ba
alljon, ha a,n=2004; b, n=2005?

Megoldas:

A feladat szbvegében ugyanis nincs benne, de teetesen A = A és

A1+1:Al'

a) Belatjuk, hogy han =3k, akkor a kivant elrendezés nem ééhek véges
sok |épésben.
Allitasunkkal ellentétben tegyiik fel, hogy végek $épében elérhéta
.csupa 0” allapot. Jelblje, az A cslccsal mint kdzépponttal végrehajtott

véltoztatasok szémé(i :1,2,...n). Mivel minden egyes valtoztatas az
l-esek szamat paratlan szammal (1-gyel vagy 3-wétpztatja meg, és

kezdetben egy darab 1-es volt, a végén pedig diresvolt, a végén pedig
nincs l-es, azért az

S= agtat+..+aq
Osszeg paratlan.
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b)

CsoportositsulS tagjait a kovetkaiképpen:
S=(a+a+a)+(a+ a+ g+.+( 3.+ 3.+ @)

a +a,+a az A -beli 0-1 cserék szdma, és mivAJ-ben kezdetben is és

a végén is 0 all, ezért ez az 6sszeg paros. UgygaezazS minden egyes
harom tagbol allé egységére is, ami ellentmond laninagy S paratlan. Ez
az ellentmondas bizonyitja allitasunkat.

Belatjuk, hogy han=3k+1, akkor véges sok |épésben elééhat,csupa
0" allapot. Hajtsuk végre rendre a&, A, A,...,A_, pontokkal mint
kdzéppontokkal a transzformaciot. A kdvetkedlapotot kapjuk:

A A A A AL AL A
1 1 1 1 0 11 1)

Ezutank darab, 1-eseki &ll6 harmas csoportra egymas utan végrehajtva a
transzformaciot, kapjuk, hogy

A A A A AL AL A
1 1 1 1 1 00 )

(2)-bsl egymast kovet, csak 1l-eseket tartalmazo harmas csoportokat val-

toztatva elérhét hogy nem marad 1-es, azaz 3k + 2 esetén is megvalo-
sithatd a kivant allapot.
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FUGGETLENUL

Mutassuk meg, hogy az
(x=a)(x=B+(x=g(x ¢+(x B x p=0
egyenlet gydkei mindig valésak.

I. Megoldas:

A zarojelek felbontasa és az 6sszevonasok utanethex) alakot nyerjuk:
3%’ - 2(a+b+ ¢ x+ ab+ be- c& 0

Akkor és csak akkor van valés gydke, Ba=0.

D =4(a+b+ ¢’ ~12( ab+ ber cj= 0
2a? + 27 + 20 - 2ab- 2be- 2ca (
(a=b) +(b- g +(c- 9720
ez pedig trividlisan igaz.
Il. Megoldas:

Olyan esetben, amikor a feladat csak a valds ggtéz&sének bizonyitasat
igényli, célszeif a 0-ra redukalt alak nem nulla oldalat figgvénytedinteni, s
megmutatni, hogy van pozitiv és negativ helyetssiérték is, s ez (folytonos
fliggvény esetén) biztositja a zérushely, azaz gerdet valds gyokének létezé-
sét. Az altalanossag megszoritasa nélkil feléeleigy a< b< c.

tO)=(x-a)(x-B+( H( e y+(e } x

f(a)=(a-b)(a-9=0,
f (b)=(b-¢)(b-a<0,
f(c)=(c-a)(c-b=0.

igy
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Ha valamelyiknél az egyeigég all fenn, akkor maris van zérushely, azaz gyok.
Amennyiben mindharom esetben szigort egyttatiség all fenn, Ugw ésb
kozott is, éd ésc kdzott is van valds gyok.

Bizonyitsd be, hogy ha a, b és ¢ egy haromszddealdikor a
b2x2+(b2+ - az) Xt =0
egyenletnek nem lehet valds gyoke.

Megoldas:

Egy masodfoku egyenletnek pontosan akkor nincssvgi@ke, ha diszkrimi-
nansa negativ.

D=(b2+cz—a2)2—4b2c2
D=(b*+c*-a) —(2bg" =( B+ é- d+2bY B+ & &2 Ho=
=[(b+ef -a|[(b-9'-d|=(brc ¥ B & H b ¢ K b < )x0,

mert a haromszég-egyétlenség szerint az éharom tények pozitiv, mig az
utolsé negativ.

Bizonyitsd be, hogy ha a<b<c<d, akkor az
(x=a)(x- g+ K x §(*x ¢=0
egyenlet gyokei tetdlegesk 0 R esetén valdsak.

A legtbbb esetben az aldbbi megoldast kapjuk ald&tdl, holott a feladatbeli
kitliz6je segit a megadott alakkal.

I. Megoldas:

Végezzik el a zarojelek felbontasat és hozzukazbahlakra:

(k+1) % —(a+ c+ kb+ kg % ae Kbe 0.
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k=-1esetén(b-a+d-c) x= bd- ac.
A feltétel szerini egyitthatdja pozitiv, igy pontosan egy valos gyék.
Ha k # -1, akkor az egyenlet masodfoku, s igy a valés ggidzEsének szik-
séges és elégséges feltétele a diszkriminans ngatineolta.
D =(a+c+kb+ kd’ —4( k+1)( ac kb=
=(b-d)* K +2(ab+ ad+ be- cd-2 ae2 byl k( & )¢
azaz a diszkriminank-nak masodfokd minimumos fliggvénye. Ez akkor lesz
tetsdleges valdk-ra nem negativ, ha a# giszkriminansa” nem pozitiv.
D* =4 (ab+ ad+ be+ cd-2 ae2 bif —4( b }( & )¢=
=4[ (ab+ ad+ bor cd-2 ac-2 bif ~( ab ad be $i|=
=4(ab+ad+ ber cd-2 ae2 bd ab ad be ¢d

[fab+ ad+ bct cd-2 ac-2 ba- ab adl be (e
=16(ab+ cd- ac- bd( adr be ae bo=16 b )¢ -a )il d)(c -a)

ez pedig — a feltételek szerint negativ. Ezzelll@Ast belattuk.

Il. Megoldas:

Az egyenlet baloldala barmely valds eseténx-nek folytonos fliggvénye.
Tekintsik a kdvetkezhelyettesitési értékeket:

A feltételek szerintf (b)<0; f(d)>0, igy van valés zérushely, azaz az
egyenletnek van valos gyoke.

(k elsjele szerinti vizsgalodassal azt is megallapithatjoogy mely értékek
k6zé esnek a zérushelyek.)
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Tekintsiik a kovetkémasodfokl fliggvénycsaladot:

frn(X) = mx¥X —(4m-3) x 4 5, ahol mO R\{0} .

a) Mi a parabolak csucspontjainak mértani helye?

b)

Igazold, hogy a parabolak atmennek egy régzii@tton.

Megoldas:

a)

b)

Hozzuk abrazolhat6 alakra:

~ ( 4m—3)2 44m- 9
fo(X)=m x- +
2m 4m

Kikiisz6bdlve a paramétert ad0d|k::Eu+8, azaz a csucspontok illesz-

kednek azy = g X+8 egyenesre.

Megmutatjuk, hogy a(2;1]) pont kivételével ki is toltik azt. Legyen

P(xo;gx)+8) tetstleges — a(2;11) ponttdl kiilbnb6s — pontja az

egyenesnek. Kdnnyen lathaté, hogy eznaz paraméter értékhez

tartoz6 parabolanak a csucspontja.

I. Megoldas:

Tekintsik pl. azm=1 illetve m=2 paraméter értékekhez tartozé parabo-
lakat, hatarozzuk meg ezek metszéspontjat

y=x - x+9
y=2x-5x+13

189



Kistérséqgi tehetséggondozas

190

Ezekl: x*-4x+4=0, x=2= y=11, azaz ha van ilyen pont, akkor
az csak 6(2;11) pont lehet. Meg kell még mutatnunk, hogy erre sszés
parabola illeszkedik:

f.(2) = m&-(4m- 2+ 4m+ 5= 1,

azaz azn valos paraméter értékéfiiggetlentl a grafikonok illeszkednek a
(2:11) pontra.

Il. Megoldas:

Az alapgondolat a kovetkéz megnézzik, hogy hogyan fuggtél, s mi
annak a feltétele, hogy ne fiiggjdihet

fo(x)=m( X -4x+4)+3% 5

x> —4x+4=0 esetén, azax =2 esetén a fuggvény helyettesitési értéke
nem flggm-tol.
Ez utdbbi feladat rdmutat a feladat készitéséntlkrdde.

Tekintsiik a kovetkémasodfokl fliggvénycsaladot:
f.(xX)=mxX —( m+2) %12 m- 1, ahol mO R\{C} .

Igazold, hogy van két rogzitett pont, amelyre alababsszes parabolaja
illeszkedik!

Megoldas:

Lasd a 4. feladat megoldasat.
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6. Egy n x n-es tablazatba beirjuk sorbanla2, ...n°* szamokat:

1 2 n
n+1 n+2 n
nP-n+l n*-n+2 n?

Minden sorbdl kivalasztunk egy-egy szamot gy, Isegyelyik ket ne legyen
ugyanabban az oszlopban.
Mik a kivalasztott szamok 6sszegének lehetségdeitt

Megoldas:

A szamtablazata-adik soranak b-edik eleme (a-1)Ch+b-vel egyend
(lcasnlsbsn).
Ha minden sorbdl kivalasztunk egy szamot, akkoeé&ssnn darabot vesziink

ki, és mivel ezek kodziil semelyik kéthem lehet ugyanabban az oszlopban, igy

minden sorbdl és oszlopbdl pontosan egy elemetsztitunk. Ha az-edik
sorban ab -edik elemet valasztjuk ki, akkor a kivalaszto#rakk 6sszege

Oh+h +1Ch+ b+ 200 Q+ ..+ ( - J0n p=
(n-1)h
() =>— —M+h+b+.+h.
: . - ] . nin+1)
Tudjuk, hogyl< b < n, és minden érték szerepel, ezért az §ssz .
Eszerint (*) értéke:

(n—l)DhDh+ nifn+t) _d(n3+rfnd n+n
2 2 2 2

és ez az 6sszeg fliggetlen a megvaltozott szamoktdl.
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Legyen az n pozitiv paros szam. irjuk fel B2,..n* szamokat egy nxn-e
tablazat medibe Ggy, hogy a tablazat k-adik sordban az elenadkdb jobbra
olvasva rendrek —1) n+1;,( k- 1) n+ 2;...{ k= 3 n+ rlegyenekKk=1,2,...n).

Szinezzik ki az igy kitoltott tablazat diebord6é és sarga szinnel ugy, hogy
minden sorban és minden oszlopban adkdele bordd, a masik fele pedig
sarga legyen. (pl. sakktabla). Bizonyitsuk be, hogyden ilyen szinezésre a
bordé és a sarga mékon le szamok 6sszege egyenl

Megoldas:

Az n* darabszam mindegyikgn+ m alakban szerepel ahanhD{l;Z;...;r} és

qD{O;l;...;n—:}. Nevezzilk az elstagot azn-es résznek, a masikat pedig

maradéknak. A feladat allitasat gy igazoljuk, hogggmutatjuk, a sarga s#in
n-es részek dsszege egyealbordé sziihn-es részek tsszegével. A kétféle tag
megkllonbdztetését az indokolja, hogy barmelyikbaaor az n-es tagok
egyenbek. igy, a sarga szim-es tagokat soronként 6sszegezve lathatjuk, hogy
minden sorban az 6sszegik az ugyanazon sorbarbtédo szifi n-es tagok
Osszegével egyehlhiszen a tagok mind egyéerk és a feladat feltételei szerint
ugyanannyian vannak. Ugyanezt mondhatjuk el a nék@ddl is, amelyeket
viszont oszloponként dsszegziink: egy oszlopbatb egyerth maradék van,
ezek fele sarga, fele pedig bordé $iziezért 6sszegik az oszlopon belil — tehat
az egész tablazatban is — egyenl

Adott egy koron hat kilonbépont. Kivalasztunk a pontok kdzil harmat, és az
ezek altal meghatarozott haromszdg magassagpoigarekotjlk a masik
harom pont altal meghatarozott haromszég sulypeatjaMutassuk meg, hogy
az ,ilyen tipusli” egyenesek egy pontban metsziknégy!

Megoldas:

Legyen a kor kozéppontja a vonatkoztaté
pont, s a megfelélhelyvektorokat jeldljuk a
megfeleb k kis betikkel. Ekkor pl. az
ADF, magassagpontjaba mutaté helyvekt

m=a+d+ f. A BCE, sulypontjaba muta-

+c+
to helyvektor§=p g £

Tekintsik az MS Shez kozelebb és
negyedel-pontjat, legyen eP.
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ez pedig csak a hat adott ponttdl fligg, azaz enddgtrvalasztas esetén S
negyeda pontja, vagyis az ,ilyen tipusl” egyenesek ezenmtizoilleszkednek.

Egy konvex négyszdg minden oldalat osszuk fel enégyészre, majd a
megfeled osztopontjait kossiik ossze. Az igy kelétk&z db négyszog kozil
kivalasztunk n darabot ugy, hogy minden ,oszlopbéE minden ,sorbol”

pontosan egyet vesziink. Mutassuk meg, hogy a &n@lh négyszogek
terlileteinek 6sszege az eredeti négyszog terlletéme-ed része.

Megoldas:

a) Megmutatjuk, hogy a kézbidl®sztépontoln-edeb pontok.

b) Megmutatjuk, hogy miden sorban, illetve mindeselopban a teruletek
ugyanakkora differencigji szamtani sorozatot alkotriValasszuk vonat-
koztatasi pontnak-t.

Ekkor: c
a G
e= ab D
Py
(. ye+db ’
— y+o 0
.ac+pBd N
=2 a + ﬂ y 7
h:y_g E
Y

£ B
Azt mutatjuk meg, hogy ekkor &G ésHF szakaszok isy:d illetve

a: [ aranyban osztjdk egymast. Ezt pedig oly mddorukédhe, hogy
megmutatjuk a két — megfetebsztasaranyd pont — ugyanaz.
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aab ,  ac+pd
m=a*8 a+pB _adb+yale+ fyd
- y+o (a+p)(a+9)
yc+db yd
T yvs P5es _aycrasnspy
- a+p (a+p)(a+9)
U
m=n
M =N

W

Az Osszterllet:

B

Az — szinte — trivialis, hogy ekkor
a tertletek mészamai soronként
is, s oszloponként is szamtani
sorozatot alkotnak.

Az 0sszeadast — mindkét esetben —
ugy végezzik, hogy kilon adjuk
0ssze aza, -eket, kulon ad-ket, s

kilon ad -ket.

n‘a +[1+2+..+(n-]nd+[ 2+ 2+ .+(n- )] rOd=

1\ 2
=n2q+@(d+ d').

A kivalasztott négyszégek terlletdsszege:
na +[1+2+. .+ (n-9]d+[ & 2+ .+(n- )] d,

s ez val6ban a négyzet teriileténeka&d része.
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