16

ALGEBRA FELADATOK

MEGOLDASOK
MASODFOKU POLINOMOK

1.
Jelolje az egyenlet két megoldasat x, és x,. A Viéte-formulak miatt

198 = p+q=—(x *+%)+x% = (% -1)(x -1)-1,
ahonnan
199 = (% ~1) (%, -1)

Mivel a 199 primszam, ezért csakis 11199 illetve (-1) [{—199) formaban allhat el két egész

szdm szorzatakent, amibdl az egyenlet megoldasai: 2 és 200 illetve 0 és —198. Konnyd
ellendrizni, hogy ezek meg is felelnek.

2.
A Viéte-formuldk szerint

%Xl"'xz = pa,
%X, = ptaq.

Ezekbdl latszik, hogyha a gyokok egészek, akkor pozitiv egészek, tovabba
(4 -1) (% =1)+(p-1)(a-1) =2

Innen kdvetkezik, hogy csak alabbi esetek lehetségesek:

a) p =1, ekkor
(% -1)(x,-1)=2,
ahonnan
X =2, X, =3vagy x =3, x, =20 gq=5,
b)g=10 p=5,

c)ha p>1, gq>1,akkor p=q=2 esetén x, =X, =2,

d) p=2,g=30 x =1 x, =5vagy X =5, x, =1,

e) p=3,q=2, ami az el6z6 pontban latottakat adja.

Konny(d ellendrizni, hogy a kapott p,qpéarokra felirt mésodfokd egyenleteknek valéban
azok az x,, x, szamok a gyokei, amelyek a fentiekben adodtak.
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3.
Legyen f(x)=x*+ px+q és tegyik fel indirekt, hogy van olyan val6s x szam, amelyre

f(X) <0. Ismeretes, hogy f abszolit minimumhelye —g, igy a fenti egyenl6tlenség
. O pd
pontosan akkor teljesil, ha f EHS 0, ekkor

pZ
=p°-49=20 - q<—.
4
0 pod .
Legyen -———a4, |
gy H‘ 5 E qy
a<—Ep<a+1 = —2a>p>-2a-20 p=-2a-1.
(—Epnem lehet egész, hiszen egész helyeken f(x)>0!) Ha x, és x, az f gyokei, akkor,

mivel az [x,,,] intervallumon f nem pozitiv, ezért az intervallum nem tartalmazhat egész
szamot, igy

X =%| <L = X =2x% +X <1 = (% +X,)" =4xx, <1.

Felhasznalva a Viéte-formulakat adodik, hogy

p-aq<1- £ 2<q,
ezért
p°-1
4

p’
<,
q4

2 2 1
a’+a<q<a +a+z,

ami ellentmond annak, hogy q egesz szamot jeldl. A kapott ellentmondas bizonyitja, hogy
f (X) >0 minden valos x-re teljesl.

4.
Ha x kozds gyoke a két polinomnak, akkor killénbségképzés utan:

(a-c)x+b-d =0.

Innen latszik, hogy a =c esetén b =d. Tegylk fel, hogy a# c, akkor



ahol d-b#0, hiszen x nem egész. Vilagos viszont, hogy x racionalis. A masodfoku
egyenlet megolddképlete szerint az elsé egyenlet megoldasai

—at+a’-4b
—

Ezek pontosan akkor racionalisak, ha a® — 4bteljes négyzet, igy négyzetgyoke egész szam.

Mivel aés a’ —4b paritasa azonos, igy, ha a gyokok racionalisak, akkor egészek is, ami
ellentmondasra vezet. Ez azt jelenti, hogy a =c, amib6l b =d és ez a feladat allitasa.

5.
Az egyenlet diszkriminansa D =9 -4q, ezért pontosan akkor vannak valos megoldésai, ha

% > (. A Viéte-formulakat alkalmazva:

o+ =3,
3 ap=q
Innen
a’ + p? =(a+,8)2 -2af =9-2q,
valamint

a*+p=(a+p) -3ap(a+p)=27-9q.
Vegyuk észre, hogy
0{5+ﬂ5 :(a3+,6’3)(a2+ﬂ2)—a2ﬁ2(a+ﬂ)=
=(27-9q)(9-2q) -39’ =15¢* ~135q + 243.
Igy akkor
15¢° —13509-1350 =0,
q°-99-90=0.

A Kkapott masodfoki egyenlet megoldasai q=15, illetve gq=-6, melyek kozul a
diszkriminansra vonatkozo feltételnek csak q=—6 felel meg.

6.*
Jelolje a polinomot f(x), a gyokei pedig legyenek 0<x <1és 0<x, <1. Az egyenlet
gyoktényezdbs alakja szerint:
Fo)=a(x=x)(x=x),
igy
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f(0) =axx,,
fQ)=a(l-x)(1-x),
tovabba
f(0) =c,
f(l)=a+b+c,
ahonnan

f(0)f () =c(a+b+c).
Ez a szam egész, tovabba pozitiv, hiszen f grafikonja felfelé nyilé parabola. igy akkor

1< £(0)f (1) =a’x (1-%)%, (1-%,).
Mivel

[l

z(l—z)s% - OSHZ_%ﬁ’

ami trivialisan igaz, ezért
2

1< ale(l—xl)xz(l—xz)<i—6,

hiszen x, # X,. Innen
16<a?,

vagyis a legkisebb értéke legalabb 5. Kénny( ellendrizni, hogy az
f(x) =5x* -5x+1
polinom teljesiti a feltételeket, tehat a =5 a legkisebb megfeleld érték.
7.
Ha az
f(X)=x= f(X)—x=0

egyenletnek nincs valés megoldasa, akkor f(x) > x vagy f(x) <xminden valos x esetén,
hiszen f(x) folytonos fuggvény. igy viszont

F(F(F(x)> F(f(x)> £ >x vagy f(f(f(x))<(f(x)<F()<x

minden valos x-re, tehat az

f(f(f(0))=x

egyenletnek sincsen valds megoldasa.
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Megjeqyzés.
A valos sz&mok valamely intervalluméan értelmezett figgvény folytonossidga pontbeli
tuljdonsag. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos az intervallumba esé X, helyen, ha

barmely f(x) fiiggvényérték kozel van az f(x,) értékéhez, feltéve, hogy x elegendden

kdzel van az X helyhez. Egy intervallumon akkor mondjuk folytonosnak a fuiggvényt, ha
annak minden pontjaban folytonos. (Ez a folytonos vonallal valé megrajzolhat6sag
matematikai kifejezése. A pontos definiciot illetéen lasd: Laczkovich Miklds-T. Sos Vera:
Analizis I. kotet 124. oldaléat.)

A zéart intervallumon folytonos fliggvényekre vonatkozo6 egyik fontos tétel az an. kdzbiilsé

érték tétel vagy Bolzano-Darboux-tétel. Ez azt mondja ki, hogyha f folytonos a zart [a, b]
intervallumban, akkor f az [a,b] intervallumban felvesz minden f (a) és f(b) kozotti
értéket. (Bizonyitasat illetSen lasd: i.m. 159. oldal.) Specidlis esetben, ha f (a) és f (b)
el6jele ellentétes, akkor adodik, hogy f (x) -nek van zérushelye a és b kozott.

8.*
Legyen f(x)=ax*+bx+c és g(x) =cx® +bx+a. Ekkor

t©|=ld<L f@)=90), T(-D=g(-D.

Ha g(x) szélsGértekeit a [—1;1] intervallum valamely végpontjadban veszi fel, akkor a
fentiek miatt készen vagyunk. Tegylk most fel, hogy g(x) széls6ertékeinek (legalabb)
egyikeét belsé pontban veszi fel és jel6ljuk ezt a helyet x,-lal. Tegyuk fel indirekt, hogy van

olyan x,, ahol |g(x,)|>2. Mivel
9() =c(x=%) +g(x),

tovabba x,-nak az 1 ill. —1 szamoktdl vett kisebbik tavolsaga legfeljebb 1, ezért feltéve,
hogy ez a tavolsag az 1-t6l szamitott (ez nem jelent megszoritast):

£|g(1)|+|c|[[1—x0|2 <l+|c<2,

|906)| =|o@ ~c(2-%,)’

felhasznalva az un. haromszdg-egyenl6tlenséget. Ellentmondasra jutottunk, ezzel a feladat
allitasat belattuk.

9.*
Az f (x) =x* —ax—b fiiggvény grafikonja felfelé nyil6 parabola, abszoldt minimumhelye

x:g. Ezert, ha a<0, akkor a fuggvény a [0;1] intervallumon szigordan monoton

névekedd, a ndvekedés:
f(1)-f(0)=1-a-b+b=1-az1,
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ezért a feladatban szerepl6 egyenl6tlenség nem teljesiilhet. Ha a=> 2, akkor a fliggvény a
[0;1] intervallumon szigorGan monoton csokkend, a csokkenés:

f(0)-f(1)=-b-(1-a-b)=a-121,

ezeért a feladatban szerepl6 egyenl6tlenség most sem teljesulhet. Tehat 0 <a<2.

” X “ . . a o
A kovetkez6 egyenlGtlenségek rendre az x =0, x=1és X :E helyettesitéseket alkalmazva

adodnak:

bl=.

8
1-a-bj<,
8

a—2+b SE.
4 8

Alkalmazva a haromszdg-egyenlétlenséget a masodik és harmadik becslésbél adddik, hogy

2 2
‘1—a+a— <[l-a-b/+ aT+b Sl,

4
@—Eﬁsimlsa
2H|I™ 4

A haromsz0g-egyenlétlenséget az els6 és harmadik becslésre alkalmazva:

Azt kaptuk, hogy a=1, ezért

tovabba



22

ahonnan b:—l. Konnyl rdla meggy6z6dni, hogy az f(x):xz—x+% mésodfoku

polinom megfelel, a gondolatmenetbdl pedig kiderilt, hogy mas nem lehet jo.

10.
Jeldlje x, és x, az f (f(x)) polinom azon két valds gyokét, melyek 6sszege —1 és legyen

f(x) =6, f(x) =c,.

Ekkor

f(c)=0,f(c,)=0.
Mivel

X +ax +b=g,

X% +ax, +b=c,
igy

X +x +a(x +x)+2b=c +c,

A c, és c, megoldasai az f(x)=0 egyenletnek, ezert a Viéte-formulak szerint
¢, +C, = —a. Behelyettesitve:

X +xe+20=0 - b:—%(xf+x22)_
Tekintettel arra, hogy

2(% +x)2(x+%)" = (x-x%) =0,

adodik, hogy

ami eppen a feladat allitasa.
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HARMADFOKU POLINOMOK

11.
a) Jeloljuk a feladatban szerepld szamot x-szel. Kobre emelés utan, alkalmazva az

(a+b)’ =a®+b® +3ab(a+b) azonossagot:

4-3x=x,
0=x*+3x—4.

Konnyd latni, hogy az utols6 egyenletnek x=1 megoldésa, ezért a jobb oldalon &llo
polinombdl x-1 kiemelhet6:

x*°’+3x—4=(x—1)(x2 +x+4).

Mivel a méasodik tényez6 nem lehet O (diszkriminansa negativ), igy a feladatban szerepld
kifejezés 1-gyel egyenld, tehat racionalis szam.
b) Az el6z6ekben teljesen hasonlé modon eljarva adddik a kovetkezd egyenlet:

X =3x-6=0.

Tegylk fel, hogy az egyenletnek van racionalis megoldasa. Ekkor X:£, ahol

p, q0Z, q=1és (p,q)=1. Behelyettesitve:

3
%—35—6=0 - p*-3pg-6q° =0.

Mivel innen adodik, hogy q osztéja p*-nak, tovabba feltettiik, hogy p és q relativ primek,

ezért csakis q=1 johet széba. (Ez azt jelenti, hogy az egyenlet minden racionélis

megoldasa egész szam.) igy adodik az egyenletbdl, hogy x csakis a 6 osztoja lehet. Ezeket
az osztokat ellenérizve kiderul, hogy egyik sem felel meg, ezért az egyenletnek nincs
racionalis megoldasa. Ez pedig azt eredményezi, hogy a kifejezés értéke nem racionalis
szam.

Megjegyzeés.
Ha p(x)=ax"+a,_ X" +..+ax+a, egész egyitthatés n-ed fokd polinom, akkor
racionalis gyokeire vonatkozo sziikseges feltételt fogalmaz meg Rolle tetele:

=P ahol p.q0Z, q=1, (p,q)=1 a polinom gydke, akkor p osztdja
q

n+l

amennyiben x

a,-nak és g osztdja a,-nek. A tétel bizonyitasat a feladat b) részeben latott gondolatmenetet

alkalmazva az olvasd maga is konnyen elvégezheti. A tételb6l konnyen kiolvashato,
hogyha a féegyditthat6 1, akkor minden racionalis gyok egész szam.
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12.

Legyen f(x)=x>-x-1.Mivel f(1)=-1és f(2) =5, tovabba f folytonos fiiggvény, igy
az un. kozbulsd eértékre vonatkoz6 tétel miatt (lasd a 7. feladat megoldasa utani
megjegyzeést) van zérushely az ]1; 2[ intervallumban. Ezt « -val jelolve, mivel o® = +1,

igy
30’ +4a +2=3a% +4a* -2 =’ +3a* +3a +1=(1+a)’,
3a’-da =3a*-4a*+4=1-3a+3a*-a’ = (1—05)3 :
ezeért a feladatban szerepl6 kifejezés ertéke 2.

13.*
a) Szorzas és rendezés utan:
(x+1) = -2x* - B+£g =-2,
0 xXd
ahonnan
_ 1

2+1

b) Keressik a megoldast x =%/a +%/b alakban! Mivel

X :a+b+3€/%(§/5+€/5):a+b+33/%x,

igy
x* - 3Yabx - (a+b) =0,

Osszevetve az eredeti egyenlettel:
Cab=-1,
Ha+b=2,

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasai 1+ 2 és 1-+/2 , ahonnan

x=31+2 +31-42.

Behelyettesitéssel meggy6z6dhetlink rdla, hogy ez valoban megoldésa az egyenletnek.
Kérdés még, hogy van-e az egyenletnek mas valés megoldasa? Ha létezik, akkor az

f(x) =x*+3x-2 fiiggvényre igaz, hogy f(c)= f(d)=0, igy a fuggvénytanbol ismert
Rolle-tétel miatt van olyan c<x, <d hely, amelyre

f'(x,) =0.
De
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f'(x)=3x*+323,
igy nincs més valos zérushely. Ezzel a feladatot megoldottuk.
Megjegyzeés.
Rolle tétele azt mondja ki, hogyha az f fuggvény folytonos az [a, b] intervallumon és
differencialhaté az |a,bf -ben, akkor f(a)=f (b) esetén létezik olyan a<x, <b hely,

ahol f'(x,)=0. (Bizonyitdsa megtalalhaté példaul: Laczkovich-T. Sos: Analizis 1. kétet
259. oldalén.)

14.
A feladatban szerepl6 kozOs értéket a-val jeldlve, tekinthetjik ugy, hogy X, y és z
kilonbozd gyokei a

t*-3t-a

polinomnak. A Viéte-formulak szerint:

(X+y+2z=0,

Ty +yz+ x =3,

Hyz=a
Igy akkor

X2 +y?+27% =(x+y+2z) -2(xy+yz+2x)=6.

Megjeqyzés.

Az On. Viéte-formuldk nemcsak masodfok(, hanem magasabb fok( egyvaltozés
polinomokra is érvényesek. Az algebra alaptétele kimondja, hogy komplex egydtthatdkkal
bird legalabb els6foku egyvéaltozds polinomnak mindig van gyoke a komplex szamok
korében. Ebb6l a gyoktényez6 kiemelhetGseégere vonatkozo tétel (Bézout-tétel) konnyen

adodik: ha o gyoke a legaldbb els6foki p(x) polinomnak, akkor p(x)=(x-a)q(x),
ahol q(x) a p(x)-nél alacsonyabb fokszami polinom. Legyen ugyanis
p(x) =a,x"+a, X" +..+ax+a,, ahol a, #0 és n pozitiv egész szam. Mivel p(a)=0,
ezért

()= p()- p(e) = 3 a (¥ ~a),

Ismeretes, hogy
X —a = (x—oz)(x"‘l + X+ xa +a"‘1),

amib0l a tétel allitdsa mér kiolvashato.
Ha a gyoktényez6 kiemelése utan kapott q(x) polinom fokszama legalabb 2, akkor

ismételjuk meg r& a fenti gondolatmenetet és igy tovabb. Viladgos, hogy az eljards n-1
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Iépésben ér véget. Adodik, hogy a p(x) polinomnak pontosan n darab komplex gyoke van
(ezek kozott lehetnek un. tobbszords gyokok), tovabba, ha a gyokei x, X,, ..., X,, akkor

p(X)=a,x"+a, X" +..+ax+a, =8, (X=X )(X=%,)..(x=x,).

Ezt hivjuk a polinom un. gyokteényez@s alakjanak. Mivel azonossagrol van szo, ezért a
jobboldalon a szorzasok tagrol tagra valo elvégzése és x fogyd hatvanyai szerinti rendezés
utan olyan polinom all, amelynek egyutthatoi rendre megegyeznek a baloldalon all6
polinom megfelel6 tagjainak egyutthatdival. A megfeleld egyiitthatok Osszehasonlitasa
alapjan adodnak az an. Viéte-formulak, a gyokok és egyutthatok kozotti nevezetes
dsszefliggések:

O — 8
X +X, +..+x ="

. 3,

U —a

[a% XX+ B XX+ F XX, = ,

0 a,

U :

0

0 n &

XX%,.. X, =(-1) —.
] ( )an

15.*
Tekintsuk az alabbi két fliggvényt:

f(x)=x*=3x% +5x = (x-1)* +2(x -1) +3 és g(y) = y* +2y.

Lathatd, hogy g(y) paratlan, azaz g(-y) = —g(y) €és szigordan monoton névekedd, hiszen
el6all szigoran monoton ndvekedd fuggvények dsszegekent.

Mivel
g(x-1)=f(x)-3=-2,
g(y-1)=f(y)-3=2,
ezért
x-1=-(y-1) = x+y=2.
16.*

Ha p(x)=x®-3x+1, akkor p(-2)<0, p(0)>0, p(l) <0, p(2) >0, tovabba p(x)
folytonos, ezért van valés gyoke a ]-2;0[, a ]0;1[és az [1;2[ intervallumban is, ezeken
kivill viszont nem lehet, hiszen p(x)-nek legfeljebb harom valés gyoke lehet. igy akkor
0 <b < c. Megmutatjuk, hogyha a gyoke a polinomnak, akkor a® — 2 is gyoke:

(a2 -2) -3(a% -2)+1=2a° -6a* +9a” -1,
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tovabba
a’=3a-10 a® =9a’-6a+1, a*'=3a’-a,
ezeért
9a’-6a+1-18a’ +6a+9a’-1=0,

ami igazolja allitasunkat. Vegylk észre, hogy
a’-2=a, a’-3a+1=0
egyszerre nem teljestilhetnek, hiszen akkor a-val vald szorzés utan
a’-a’-2a=00 a*-a+1=0,
aminek viszont nincs valos gyoke. Ez azt jelenti, hogy
a’-2=Dbvagy a®°-2=c.

Mivel a a legkisebb gyok, a fentiek miatt a<a’ -2, tovabba a’ -2 =b nem lehetséges,
mert ¢*-2>Db? -2 miatt ¢* -2 =b, ezért ellentmondasra jutnank. Kaptuk, hogy

a’-2=c, b*-2=a, c*-2=bh,
ami eéppen a feladat allitasa.
Megjeqyzeés.
Az egyenletet meg is oldhatjuk. Keressiik a megoldasokat x=2sin¢g formaban, ahol

—% <p< % ekkor az egyenletet atirhatjuk

8sin’p —6singp+1=0
alakba. Innen
3singp—4sin’ @ =1 sin3¢p :1,
2 2
igy a megoldéasok:

5z

a:—23in7—”, b:25in£, c=2sin—.
18 18 18

Ezekbdl trigonometriai azonossagok felhasznalasaval is megkaphat6 a feladatban szerepld
allitas.
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17.
Vildgos, hogy az f(x) és az a*f(x) polinom gydkei ugyanazok a szamok. Legyen
ezért y = ax, ekkor

a’f (x)=g(y) =y’ +by’ +acy +a’d.

Tegytk fel indirekt médon, hogy a g(y) polinom mindharom gyoke racionalis szam.

Mivel a f6éegyltthatd 1, ezért Rolle tétele miatt (lasd a 11. példa utani megjegyzést) a

racionalis gyokok egész szamok lesznek, amelyek osztdi a’d -nek. Akkor pedig paratlan
szamok. A Viéte-formulékat felhasznélva, a gyokokre:

Yi+Y, +y, =D,
YiYo Yo Ys +YsY, =ac.

Innen kapjuk, hogy b paratlan, tovabba c is paratlan. A feladat szerint viszont bc paros,
ami ellentmondas. Ez azt jelenti, hogy feltevésunk hibas volt, amibdl kdvetkezik a feladat
allitasa.

18.**
a) Figyeljuk meg, hogy

p(-1) <0, p(0) >0, p(1) <0, p(2) <0, p(3)>0

igy, mivel p(x) folytonos, ezért van valés gyoke a |-L0[, a ]0;1] illetve a |2;3
intervallumban. Tekintettel arra, hogy p(x) harmadfoku, tobb valés gydke nem is lehet.
Jeldlje a gyokoket o > B>y, igy 2<a <3, 0< <1, -1<y<0. Vezessik be az

Sc=a + g+
jelolést. A Viéte-formulak szerint:
[+ f+y =3,
O
Cofp + py +ya =0,

sy = -1,

ezért
S, =(a+B+y) -2(aB+py+ya)=9.
Mivel
*) a®=3a’-1, p*=3p-1, y*=3y" -1,
igy

S =a3+,83+7/3=3(a2+ﬂ2+72)—3:24.

A (*)-gal jelolt 6sszefliggések miatt

& =354 -Sa,
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ezért,ha S, S,, ..., S, egész, akkor S is egész. (Teljes indukcio.)
Mivel

(**) a2 = Szooo _( ﬂzooo + 72000)’

tovabba S,,,, egész, igy a zarojelben allo kifejezés értékét probaljuk becsulni. Vegyuk
észre, hogy

[0 0 30
0, =<0,
PR PHsH
Ezért ismételten felhasznédlva p(x) folytonossagat:

000

3 2
0< <_ < <Z |:| 2000 2000<2%
T i
Mivel
1

e _16_1 od
Eéﬁs_é%ﬁlooﬁ’

500
wui %1 05 % 1O
BgH <W ] 132000 +7/2000 <2 02 H 02 10325 ,

amib6l a (**) dsszefiiggés felhasznalasaval kovetkezik a feladat allitasa.
b) Az a) részben latottakhoz teljesen hasonléan jarhatunk el. El6szor kimutatjuk, hogy a
polinomnak van valés gyoke —1 és 0, 0 és 1 ill. 3 és 4 kozott, amelyek: y < 8 <a. Most is

bevezetjuk az S, mennyiséget, amely a gyokok nagysagviszonyai miatt biztosan pozitiv.
Az ott latott gondolatmenetet alkalmazva:

ezért

Ss T3S, t25,, - S,
ahonnan teljes indukcioval adodik, hogy S, egész szam minden k-ra. Vegyuk észre, hogy
0s[s ~a*[=|p" +7|< |8+ |= 18I +I1"

Mivel 0<|g|, [y|<1, ezért | - 0, |y|" - 0, kovetkezésképpen || +|y| - 0, gy az
uan. rendér-elv miatt

[Sc-a'| -0

ahonnan adddik a feladat allitasa, melynél egyébkeént tébbet is igazoltunk.
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NEGYEDFOKU POLINOMOK

19.
a) Vegylk észre, hogy

X —4x-1= (3 +1)° =2(x+1) = (3¢ +1)° - B2 (x+ ) = (3 + V2x+1442) (% -v2x+1-+2),
ezért masodfoku egyenletek megoldasara vezet a feladat. A valdés megoldasok:

1+424/2-1
—5
b) Vegyuk észre, hogy

X' +8x=7=(x¢ +1)° =2(x-2)" = (x* +1)° - B2 (x-2)] = (3¢ + V2x+1-2v2)(x - V2x+ 242 +1),
ezért masodfokl egyenletek megoldasara vezet a feladat. A valds megoldasok:

~1++/442 -1
—5

20.

a) Kiséreljuk meg a negyedfoki polinom szorzatta bontasat az x> +a masodfok( polinom
segitségével, ahol a egyel6re meg nem hatéarozott értéki konstans:

x‘ —10x? —8x+5 = (x* +a) ~[(2a+10)x? +8x +a* -5|
Probaljuk meg a értékét Ugy megvalasztani, hogy a szdgletes zardjelben alld6 masodfoku
kifejezés teljes négyzet legyen, ehhez az x-ben masodfoku kifejezés diszkriminansa 0 kell,
hogy legyen:
64-4(2a+10)a® -5)=0 - a®+5a’ -5a-33=0,
Ennek a harmadfoku egyenletnek a = -3 megoldéasa, ezért ezzel az a értekkel:

(x2 —3)2 —4(x+1)2 =0 - (x2 +2x—1)(x2 —2x—5) =0,

melynek megoldéasai
X, =1+/6 és X34 =-1+4/2.

b) Az el6z6ekben ismertetett modszer szerint jarhatunk el:
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X' —4x® +5x* -2x -6 :(x2 —2x+a)2 - g2a—1)x2 -(4a-2)x+a’ +6[

A szbgletes zarojelben allo, az x-ben méasodfoku kifejezés pontosan akkor lesz teljes
négyzet, ha

(4a-2)° -4(2a-1)(a*+6) =0 = 2a’-5a” +16a~7 =0.
Ennek a harmadfokd egyenletnek a = % megoldasa, ezért ezzel az a értékkel:

O

BXZ —2x+%5 —%5 =0 - (x2 —2x+3)(x2 —2x—2) =0,

melynek valés megoldasai
%, =1t V3.

Megjeqyzés.

A negyedfoku egyenletek megoldasa &ltalanos esetben mindig visszavezethet6 harmadfokd
egyenlet megoldasara a megoldéasban leirt eljarassal. Megmutathatd az is, hogy a
negyedfokd valos egydtthatés polinomok mindig el6allithatok két valos egyitthatds
méasodfokl polinom szorzataként. A feladatban latott modszer Ferrari (1522-1565) olasz
matematikustdl szarmazik. Mivel ismeretes, hogy minden valos egytthats harmadfoku
polinomnak van val6s gyoke, ezért a mddszer Iényegében igazolja a szorzattd bontasra
vonatkozo allitast.

21.
Vegyuk észre, hogy

4p(x)=4x* —4x+2 = (2x2 —1)2 +(2x-1)’°,

ami csakis akkor lehet 0, ha

<
I
N |~
D~
w
<
1
N |-

ami ellentmondas, ezért a polinomnak nincs valos gyoke.

22.
Tekintsik az

X' +ax’ +(b-2)x* —ax+1=0

negyedfoku egyenletet. Mivel x =0 nem megoldas, ezért x* -tel val osztas utan:
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Legyen y= x—l, akkor
X
y*+ay+b=0.

Tudjuk, hogy ennek az egyenletnek ket kiilonbdz6 valos megoldasa van, legyenek ezek vy,
és y,. Mivel az
x* —yx-1=0

mésodfoku egyenlet diszkriminansa D =y* +4 >0, ezértaz y, és Y, beirasaval kapott két
masodfoky egyenletnek Gsszesen 4 valos megoldasa lesz. Mivel vy, #vy,, ezert a 4
megoldéas paronként kilonbozo.

23.*
Legyen az

ax? +(c-b)x+(c-d)=0
egyenlet megoldasa t?, ahol t > 1, ekkor

at* +ct® +e=ht? +d.
Ha
f(x)=ax’ +bx’ +cox® +dx+e,
akkor
f(t)=(at’ +ct® +€) +t(bt* +d) = (bt* +d)(t +1),

f(-t) = (at* +ct® +e) —t(bt> +d) = (bt* + d)(1-1t),

ahonnan vilagos, hogy f (t)és f(-t)el6jele ellentétes. Mivel f folytonos polinomfiiggvény,
igy f-nek van gydke a [—t,t] intervallumban.
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PoLINOMOK

24,
A hatvanyozas elvégzése utan megjelend a x“ tagokban Iévé k temészetes szam Kitevokre
k =51 +7m kell, hogy teljestljon, ahol | és m természetes szamok. Mivel a 18 nem all el6

ilyen modon, ezért x'° egyiitthatja O lesz. A 17 egyetlen lehetséges elGallitasa:
17=5+5+7. Mivel

(1+x5 +x7)20 :(1+x5 +x7)(1+x5 +x7)...(1+x5 +x7),

20 darab

ezért egyetlen zardjelbGl kell x', két zarojelo6l x>, 17 zar6jelob6l pedig 1 az

Osszeszorzasnal. Az ilyen valasztasok szama adja meg x'' egydtthatdjat, ami

90
200, [ 3420.
02 O

25.
Nyilvanvald, hogy n=k. irjuk fel az n-et n=kq+r alakban, ahol q pozitiv egész és
0 <r <k természetes szam. Ekkor

Xn _an - qu+r _akq+r - qu D(r _akq ar — Xr (qu _akq)+akq (Xr _ar).

A végul kapott 6sszegben az elsé tag nyilvan oszthato (x" —a")-nal,a masodik tag pedig
pontosan akkor lesz oszthatd vele, ha r =0, hiszen r <k.

26.
Keressik az el6allitast

ax'” +bx'® +1= (% = x=1) (cuX"* — X +.. + X —C,)
alakban. Mivel ez azonossag, ezért az egyltthatokra teljestlnie kell a kovetkez6knek:

G =1
6-6=00¢=1
-C,—¢ +c,=00 ¢, =2,
tovabba
_Ck—z_ck—1+ck:OD G =G4 TG,
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ahol 3<k <15. Innen adddik, hogy k<15 esetén ¢, =F,,,, ahol F, az n-edik Fibonacci-
szam. igy aztan a=c¢, =F,, =987 és b=-c, —¢, =-F,, = -1597.
27.
Tegyuk fel, hogy
X +y +Z +kyz=(x+y+2z) f(xy,2),

f (x, Y, z) az x, y, zvaltozok valamely polinomja. Legyen z= —(x+ y), ekkor

0= +y* —(x+y) —kxy(x+y) ==3xy-3xy* —kxy(x+y) = =xy (x+y) (3+k),
minden X, y esetén. Vilagos, hogy ez csak k = =3 mellett lehetséges. Ez meg is felel, hiszen
X +y 47 =3xyz = (x+y+2)(X +y* +2° - xy - yz- ).

28.
A vélasz: igen. Tekintsik a

p(x =%x(x—1)(x—2)...(x—12)

kifejezést! A miliveletek elvégzése utan olyan polinomhoz juthatunk, melynek

féegyiitthatdja % Minden x egész szam felirhaté 13k +r alakban, ahol k egész és

0<r <13, r egesz (maradekos osztas). Ekkor Xl—;r =k, ezért p(x) ertéke egész szam
lesz.
29.

Tegytik fel, hogy x, egész gyoke p(x)-nek. Ekkor a gyoktényez6t kiemelve:

p(x)=(x=%)a(x),

ahol q(x) egész egyutthatos. Ekkor

(1-%)a()

4
7=(2-%)q(2).

Innen 1-x,|4 és 2-x,|7. Ennek a feltételnek egyszerre csak x, =3 felel meg, tehét csak
ez lehet p(x) egész gyoke. Mivel igy p(x)=(x-3)q(x), ezért



Kénnydi latni, hogy q(x)=-5x+3 megfelel. igy p(x)=(x-3)(-5x+3)=-5x"+18x-9,
ami teljesiti a feltételeket. (Természetesen nem ez az egyetlen megfelel p polinom.)

30.
Mivel a, b, ¢ és d kulénbozd gyokei a p(x)—-5 polinomnak, igy a gyoktényezd
kiemelhet6ségére vonatkoz6 tétel miatt:

p(x) =5 =(x~-a)(x=b)(x~-c)(x-d)aq(x),
ahol g(x) egesz egyutthatos polinom. Ha x olyan egész szdm, hogy p(x) =8, akkor
(x-a)(x-b)(x-c)(x-d)q(x) =3.

Tekintettel arra, hogy x—a, x—b, x—c, x—d négy kilonb6z6 egész szam és mind osztdja
a 3-nak, szerepelnie kell kozottik a 3-nak és a —3-nak is, ami ellentmond annak, hogy a
jobb oldalon lévé szam nem oszthatd 9-cel, igy a feladat kérdésére a valasz: nem.

31
Ismert, hogyha P(x) egész egyltthatds polinom, akkor tetszéleges u, v egész szamokra:

u=v|P(u)=P(v).
Ezt alkalmazva adddik, hogy amennyiben a feladat kérdédére igen a vélasz, akkor

a-blb-c,
b-clc-a,

c-ala-h.

Feltehetjuk, hogy a<b<c. Ekkor c-a>b-a>0, ezért c-a>|a-b/>0, ami

ellentmond annak, hogy c—a|a—b. Ellentmondasra jutottunk, igy a feladat kérdésére nem
a helyes vélasz.

32.
Az alébbiakban tobbszor is felhasznaljuk, hogyha d‘a és d|b, akkor d |ax+by, ahol x és 'y

egész szamok. Mivel p(0)=e ezért e oszthatd 7-tel. Ha x==1 akkor adodik, hogy
axb+cxd oszthatd 7-tel. igy akkor 7|2(a+c)0 7|a+c, és 7|2(b+d) 0 7|b+d. Ha
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x=+2, akkor 7|2(8ax4b+2c+d). Innen az eddigi eredmények felhasznalasaval,
Gsszeadassal ill. kivonéssal kaphatjuk, hogy 7|4a+c és 7|4b+d. Mivel

3a=(4a+c)-(a+c),

ezért adodik, hogy a oszthatd 7-tel, amib6l kdvetkezik, hogy c is oszthatd 7-tel. Teljesen
hasonlé modon kapjuk, hogy b ill. dis 7-tel oszthato.

33.
Tegylk fel, hogy van ilyen polinom. Keressiik a polinomot

— -1
p(X) - anxn +an_an +"'+a1X+a0

alakban, ahol az a, egydtthatok egészek és a, # 0.
Ha |a0| >1, akkor minden olyan k pozitiv egészre amely az |a0| tobbszorose, p(k) oszthato
lesz |a0| -lal, ezért csak Ugy lehet primszam, ha |a0| prim és minden pozitiv egész k-ra p(k)

egyenl6 vele. Ismert, hogy egy legalabb els6fokd polinom nem veheti fel ugyanazt az
értéket vegtelen sok helyen, igy ellentmondasra jutunk.

Ha |a,| =1 és p(1) primszam, akkor vegyiik figyelembe, hogy

p(x+1) =xq(x) + p@),

ahol q(x) egész egyutthatds polinom. Ha ka p(l) tobbszorose, akkor a fenti dsszefiiggés
miatt p(k +1) oszthato lesz p(1) -gyel, ezért csak Ggy lehet primszam, ha minden pozitiv

egész k-ra p(k+1) = p(l). Ez a mér idézett tétel miatt ellentmondasra vezet. Végul
nyilvanvald, hogy a, = 0nem lehetséges. Ezzel a feladatot megoldottuk.

34.*

Egy egész szdmokat tartalmaz6 szamtani sorozat tagjai irhatok nm+r alakban, ahol n és
0 <r <n-1 rogzitett pozitiv egész, m pedig valamely egész szdm. (Az n szdm a differencia
abszolut értéke.) Megmutatjuk, hogyha p(x) a feltételeknek megfeleld polinom, akkor
van olyan n>1 pozitiv egész, hogy a p(k) értékek nem adhatnak n-féle maradékot n-nel

osztva, igy lesz olyan r maradék, amely nem lép fel. Ez azt jelenti, hogy létezik a kivant
szamtani sorozat. Legyen tehat p(x) legaldbb masodfoku, egész egyutthatdés polinom.

Allitjuk, hogy vannak olyan a,b kiilinbéz6 egész szamok, amelyekre

p(a)- p(b)|>|a-b.

Mivel barmely x és b egész szamra
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p(x) = p(b)=(x-b)a(x),

tovabba g nem lehet konstans polinom, hiszen p legalabb masodfoku, igy van megfeleld a
egész a b-hez. Legyen n =‘p(a)— p(b)‘. Ekkor a=b(modn) nem teljesiilhet, mikozben
p(a)= p(b)(modn). A p(x) modn vett értékeit az x modn vett értékei hatarozzak

meg. Lathato viszont az elmondottakbol, hogy modn kilénb6z6 helyhez nem tartozhat
mod n killénbdz6 érték, igy lesz olyan maradék modn, amely a p(x) értékek kozott nem
Iép fel. Ezt akartuk bizonyitani.

35.
a) Legyen x =+/2 ++/3, ekkor

X2 =5+246,

x* —5= 2.6,
x* —=10x* +1=0.
b) Legyen x =3/2 +3/3, ekkor
x° =5+336x,
x* —5=3¥/6x,

x° —15x° +75x% —125 =162X°,
x* —15x° -87x* —125 =0.

36'**
Vegyuk észre, hogy Q/2+\/§ BT/Z—\/§ =1. Legyen x:/1+%, ahol A >0. Teljes indukcid

segitsegével megmutatjuk, hogy minden pozitiv egész n-re ﬁi” +%E~hez talalhato olyan

n-ed foku T, (x) polinom, amely egész egytthatos, féegyutthatoja 1, valamint

1
T =A"+—.
n(X) +2/n
Ha n=1, akkor T,(x) =
Ha n=2, akkor

/12+i_B,1 E 2=x-2=T,(x).

Tegytik fel ezek utan, hogy éllitasuk (n-1)-re és n-re igaz, azaz
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és T,(x)=4" e

1
=ln_l
(=2t E

ln—l

T

n-1

Ekkor (n+1)-re:

1 g, 1lm,, 100

= A T e X (0T (9= T ()

Ezzel allitasunkat igazoltuk. A fent kapott rekurzié segitségével konnyen adodik, hogy

/»Ln+1 +

T,(x) = x* =3x,
T, (%) = x(x* =3x) - (x* —2) =x* —4x* +2,
Ty (X) = x(x* -4 +2) = (% ~3x) = x° ~5x*+5x

Nézzuk most a feladatban szerepl§ allitasokat.

a) Ha A=4/2+3, akkor /14+%:4, ezert x:‘\‘/2+\/§+(‘/2—\/§=/1+%, es

T, (x) =4, ezért x gyoke az

X' —4x-2
polinomnak.

b) Ha A1=7%2++/3, akkor /15+%:4, ezért x:§/2+\@+§/2—\/§:/1+%, és

T, (X) =4, igy x gyoke az
x* -5x’ +5x—-4
polinomnak.

c) Ha 1 =42++/3, akkor /’L“+%:4, ezért x:{‘/2+\/§+{‘/2—\/§:}t+%, igy x

gyoke a T, (x) -4 polinomnak.

Megjegyzeés.
A feladat kapcsolatba hozhaté az an. Csebisev-polinomokkal, azaz (cosnx) -nek
(cosx) -szel vald kifejezéseivel. Tekintstik a T,(x) polinomsorozatot, ahol T,(x)=1

T.(x)=x és

ahol i=12,.... Ekkor T, (x) az un. n-edik Csebisev-polinom. Teljes indukciéval nem
nehéz igazolni veliik kapcsolatban az alabbi allitdsokat:

a) ha x>1, akkor T, (x)>T,(x)>1, ahol n pozitiv egész,
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b) T,(cosa)=cosna, ahol ntermészetes szam.

Ezekrdl a polinomokrdl, valamint veliik kapcsolatos tovabbi probléméakrdl olvashatunk pl.:
Suréanyi Laszl6: Algebra, 170-176.0..

37.*
A Cauchy-egyenlétlenség szerint:

(TRVREATIVETRVA R (uﬁ +.. U +u0)(v§ +o +v0).
Ha u =./a (2 és v, =.[a @, ahol i =0,1,...,n, akkor

B (8)E < p(4)p(16) =2B =16,
4=p(8)<4.

Egyenl6ség a Cauchy-egyenlGtlenségben pontosan akkor teljesil, ha v. = Au,, ahol A adott
valos szam és i =0,1,...,n. Mivel v =2 [ minden i-re, ezért csakis n=1 johet szoba,

valamint a;, =0. Innen pedig a polinom: p(x) :%x. Latszik, hogy ez meg is felel.

38.
Legyenek az a, b, ¢ és d szamok az x* + x* -1 polinom gyokei. A Viéte-formulak szerint:

a+b+c+d=-1
+(a+b)(c+d)+cd =0,
ab(c+d)+(a+b)cd =0,
abcd =-1.

I:DI:II:I%_I:II:I

Az els6 és utolsé egyenletbdl
cd = —i, c+d=-1-a-b,
ab
melyeket behelyettesitve:
1
ab—-(a+b)(1+a+b)-—=0,
(a+b)(trarb)-—

ab(1+a+b)+ a+b =0.
ab

A maésodik egyenletbdl:
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ab+(a+b)Bab+£H=O,
2
atb=- (abz)
(ab)" +1
Legyen u = ab, ekkor
u’ u? 01 _

u+ 0,

u’+10 _u2+lErG_
uz(u2 +1)2 +u3(u2 +1)—u5 —(u2 +1)2 =0,
ahonnan
ut+u*+u*-u?-1=0.

Ebbdl mar latszik, hogy a feladat allitasa igaz.

39.
Tekintsiik a kdvetkez6 atalakitasokat:

PS. = (x+y+2) (X +y <+ 2 =
=SK+(xy+yz+zx)(xk‘2+yk‘2+zk‘2)—xyz(xk'3+yk‘3+zk‘3):
=5 +0S, IS

Rendezés utan adodik a bizonyitando allitas.

I1. megoldas:
A Viéte-formulak miatt x, y és za harmadfokd t* — pt® + gt —r polinom gyokei, ezért

x> = px* —gx+T,
y =py'-ay+r,
Z=pzZ —qz+r.

k 3

Szorozzuk be az egyenletek mindkét oldalat rendre a kovetkezokkel: X3, y 2 Z2

Osszeadas utan éppen a bizonyitandd allitast kapjuk.

Megjegyzes.

A feladatban szereplé azonossag altalanosithatd. Legyenek x,X,,...,X,, az n-ed fokd
p(x)=a,x"+a,_ X" +..+ax+a, polinom gyockei, tovabbd S =x+x; +...+x{, ahol k
természetes szam. Allapodjunk meg abban, hogy a =0, ha | negativ egész szam. Ekkor

&S +8,,9,+8,,5,+..+a,,,3 tka,, =0.
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Ezt a formulat Newton-féle azonossagnak hivjak. Megmutatjuk a bizonyitasat, ha k = n.
Mivel x gyoke p(x)-nek, ezért

aX +a,,x +..+ax+a =0

aX +a,, X +..+ax, +a =0

Szorozzuk be az egyes egyenleteket rendre az x™",..., x™" kifejezésekkel! Kapjuk:

X + a7 o ax T Hax T =0,

-n+l

A + X Fetax, T Hax " =0.

Osszeadva a megfelel§ oldalakat, figyelembe véve a megallapodast adédik a bizonyitandé
allitas. Abban az esetben, hogyha k <n, a bizonyitas bonyolultabb. (Pl. n—k szerinti teljes

indukcidval probalkozzunk.)

Az azonossagot nemcsak a fenti formaban hasznaljak, hanem az Un. elemi szimmetrikus
polinomok segitségével is felirhatd. Az elemi szimmetrikus polinomok a 14. feladat utani
megjegyzesben szerepl6 kifejezésekbdl (Viéte-formulak) szarmaznak:

oL =X *tX .. +X,
O, = XX T+ X X,
On =X %%,

A Newton-féle azonossag fentebb szereplé alakjat a -nel osztva, a Viéte-formulak
felhasznalasaval adodik, hogy k = n esetén:

S S0 S0, _---+(_1)n S..0,=0.

Ha 1<k <n akkor:

S =Su0, +Sy0, ++(-1) 7 So L +(-1) ke, =0,

40.**
Legyen S =a“+b“+c*+d". Feladatunk az S-S -S,-S -3 kifejezés értékének
kiszamitasa. Alkalmazzuk az el6z6 feladat megjegyzésében szerepl6 Newton-féle
azonossagot az x*-x*—-x’ -1 polinomra! Mivel a, =1, a,=-1, a,=-1, a =0, a, =-1,
ezért
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8,5 +a,S +a,S, +aS5,+a,S, =0,
$-5-5-5=0.
Mindkét oldalhoz adjunk (S, =S, - S )-et:

S-5-5-$-9=5-5-S5.
Ismét alkalmazva az azonossagot:
8,5, +8,5,+a,S, +aS +4a, =0,
8,-5-5-4=0= §-§5=5+4
Tovabba

.S, +aS +28,=0
S,-§-220 - §=§+2

Kaptuk, hogy a kifejezés ertéke: S,-S,-S =S +2+4-S =6.

41.
A feladat szdvege alapjan

f(x)=a(x=x)(x=%)..(x=x,),

ahol x a polinom valamely gyokét jeldli. A polinom egész helyeken egész értékeket vesz
fel és f(0)#0, f (L) #0, hiszen minden gyoke a ]0;1] intervallumban van. igy akkor

1<) (0) f (U] =[a(-2)" % %@ (1=%) (1= ). (1=, )| = 8% (L) %, (1= %)%, (1%, ).

Konnyd latni, hogy
x(1-x) <

NP

- . 1 . .
ahol egyenl6éség pontosan akkor &ll fenn, ha x=5. Ezt alkalmazva, mivel nem minden

gyok azonos:

l<a’O- - 2" <[a],
4n

ami egyenerték( a feladat allitasaval.

42 **
Mivel a =0, ezért x=0 esetén f(x)=1 igy f(x) gyokei mind negativ szamok.

Legyenek a gyokok —x,=x,, ... ,—X,, ahol x >0. Ekkor a gyoktényez0s alak miatt:
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f(x)=(x+x%)(x+%)..(x+X,),
ahol xx,... x, =1.

a) A szamtani és mértani kbzepek kozotti egyenl6tlenség miatt
2+x =1+1+x 233x,

f(2)=(2+%)(2+%)...(2+%,)23"§/xX,...x, =3"

b) A sulyozott szamtani és mértani k6zép kozotti egyenl6tlenséget alkalmazva:

igy

X+ X :(X+1) DX)_'(_]_ X+1D§ % X+l Ellx+l Dgxﬂ =(X+1))ﬂx+1

igy x=0 eseten
L n
f(x)=(x+1)" [fx%,..x, )1 =(x+1)".
C) A Viéte-formulak szerint a, egy olyan 6sszeg, amelynek tagjait tgy kapjuk, hogy az

X, X,,..., X gyokok kozll kivalasztunk k darabot és osszeszorozzuk Gket. Osszesen @:E

. . o 2 . . h-1C
darab ilyen szorzat képezhet6 és minden x, 0sszesen E‘( 1[ darabban van benne. A
—iC
szamtani és mértani k6zép kozotti egyenlbtlenség szerint akkor

Ezt kellett igazolni.

43.
1 _y -1 4
Legyen vy, = ,ahol k=1, 2, ..., n. Innen x ==——, tovabba
-X Yk
Dyk 1%1 Oy, 151 P i —1+1=0.
OY% 0O OW% O Yk

Atalakitva:
(Ve =) "+ ¥ (W ~1) "+ 4y (v 1) + yi =0.

Ebbdl kovetkezik, hogy yk gyoke a
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p(x) = (x=2)"+x(x=1)"" +..+x"*(x=1) +x
n-ed fokd polinomnak. VVegyuk észre, hogy

Ono th-10 0
p(x)=(n+1)x %gg EI++H%X +....

Ezért a megfeleld Viéte-formula miatt

ami egyenerték( a feladat allitasaval.

44,
Legyen Q(x)=(x+1)P(x)-x Vilagos, hogy a 0,1, ..,n a Q(x) zérushelyei, ezért a
gyoktényezé kiemelhet6sége miatt (Iasd a 14. feladat utani megjegyzesben):

Q(x) =(x+1)P(x)-x=ax(x~1)...(x—n),

ahol a konstans. Helyettesitsink: ha x = -1, akkor

1=a(-1)"(n+1)!10 a= E:r)l)ll
Ezért
(-2 X(x~-1)...(x=n) +x
p(x) = (n+1)! |

E, ha n paratlan,
P(n+1)=0 n

, ha n péros.
Hn+2 P

Tehat P(2009)_%e P(2010) =1.

45.*
Tegytlik fel, hogy léteznek ilyen a, b, c szamok. Legyenek a polinom gyokei X,X,,..., X..

Ekkor a Viéte-formuladk miatt (az els6 egyenletbdl vilagos, hogy egyik gydk sem lehet 0):
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X% %, =(-1)"c,
Dl 1 1 D n-1
X F—t+t—..+—F(-1) b,
KXk Do xnm( )
U1 1 1 U n-2
X3 + ot (1) a
X1X2 XnDXlXZ X% X% O ( )
Igy akkor
X%, ><nD1E N +i§ Tttt L) a

Mindezekbdl adodik, hogy

N
N

xn c
Vegylk észre, hogy

201 1 10
+=+..+—[Fb’-2ac,
boe-) B H X X 0

(%%, )" + (XXX, )+ ¥ (X%, ) = 0% = 2ac
Az utolsé egyenlet bal oldalan n darab pozitiv egész szam 6sszege all, ezert
n<b? -2ac.

Ez azonban nyilvanvald ellentmondas, hiszen b® —2ac rogzitett szam, mig n tetsz6legesen
nagy pozitiv egész szam lehet.

46.
Legyen p(x)=x"+a,_x""+..+ax+a, ahol |a|=1. Tételezziik fel, hogy p(x) minden
gyoke valos. Ekkor a Viéte-formulak felhasznalasaval:
X12 "'Xz2 +---+X§ :an_l—Zan_z =1£2,
2
(0%-x) =& =1.

Vilagos, hogy a,_, =-1. A szamtani és mértani kdzep kozotti egyenl6tlenség miatt:

3_X+X+..+X
n

> XXX =1,
N 2 XK X
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Tehat n<3. Ha n=3, akkor a becslésben egyenldségnek kell teljestilni, ezért x* =1. Az

(x+1)* polinomok nem felelnek meg, ezért
p(X) =(X2 —1)(Xil) O p(x) = +x>-x-1 vagy p(x) =x®—x% —x+1.

Ha n=2, akkor p(x)=x*-x-1, vagy p(x)=x*+x-1. Ha n=1, akkor p(x)=x+1
vagy p(x)=x-L1.

47.*
Atrendezve a rekurzios egyenletet:

") R(X)=Pa(0)=(x-1)(Pu(x) - R (%))
Az nhelyére 2, 3, ..., nbeirdsa utan kapott egyenletek megfeleld oldalait 8sszeszorozva:
(P (x) =R (x)) 2R, (x) = Py (%)) = (x=1)" (R (x) = R (%)) L1 LR, (x) - P (X)).

Gondoljuk meg, hogyha valamely k-ra B, (x)=PR_,(x), akkor a (*) egyenlet miatt végiil
R (x) =P (x), ami ellentmondas. Ezért a két oldal kézos tényezGivel leosztva:

P (X)=Prs (X) = (x-2)"™

Az nhelyére 1, 2, 3, ..., n beirasa utan kapott egyenletek megfelel6 oldalait 6sszeadva:

P, (x) =1+(x=1)+(x=1)" +..+(x-1)"" :(X;;_);_l.
Mivel igy

ezért paratlan n esetén az egyetlen valés gyok az x =2, mig paros n esetén két valds gyok
van: x=2 es x=0.

48.
Nem letezik ilyen n pozitiv egesz. Legyen x =4£ s X, =7z—4l. Ekkor sinx =sin x,,
n n

mégis sin (2nx ) =1 és sin(2nx,) =-1.



47

49.**
A megoldasban fel fogjuk hasznalni a kdvetkez6, Lagrange-t6l szarmaz6 azonossagot:

(a +b?)(c* +d?) = (ac+bd)” +(ad —bc)’.
Ismeretes, hogy minden val6s egyiitthatds polinom felirhatd legfeljebb masodfoku valds

egyutthatés polinomok szorzataként, ahol a szorzatta bontdban esetlegesen szerepl6
masodfoku polinomok nem rendelkeznek valds gyokkel. A feladatban 1évé P(x) polinom

faktorizacioja azonban nem tartalmazhat els6foku tényezét. Ennek az az oka, hogy P(x)

értéke nem lehet negativ. Valamely els6fokd tényezd biztosan létez6 zérushelyében ugyanis
az adott tényezG (és csakis az) elGjelet valt, igy, mivel a polinomfliggveny folytonos, ezért

P(x) felvenne negativ értéket is. Tehat az idézett tétel miatt

P(x)=c(x* + px+q ) (L.IX* + p,x+q,),

ahol ¢, p, g valés szdmok, ¢ >0 és p’?—4q <0, minden i-re. Mivel

0.2 d
X +px+q = Hx zﬁ+ﬁ%ﬁ =Q (x)+ R (),

P(x)=c R’ (x)+ R (X) .01 (x) + Ri(x)E

Alkalmazzuk most egymas utdn annyiszor a megoldas elején emlitett azonossagot, amig
veégul csak egyetlen zarojeles tényezé marad! Kapjuk:

P(x) = [ (%) + R? (x)E= Ble @7 (x)H + Ble RN H = Q* (x) + R (x).

Ezt kellett bizonyitanunk.

igy

Megjegyzeés.
A valds egyitthatds polinomok szorzattd bontasi tételét az algebra alaptételének
segitségével nem nehéz igazolni. Ha a p(x) =g X +a, X" +..+ax+a, valos egyltthatos

polinomnak az & komplex (de nem valés) szam gyoke, akkor  (a konjugéltja) is gyoke.
Ezt a konjugéltak tulajdonsagainak felhasznalasaval igy igazolhatjuk:

=Z& Za« Zaa —Zaa”=m=0-
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A gyoktényez6 kiemelhet6ségére vonatkozo tétel miatt akkor p(x)-bdl x-a és x-a is
kiemelhet6. Mivel

(X—a)(x—a) =X —(a +5)X+a5,
tovabba
a+a=a+bi+a-bi =2alR,

aa =(a+bi)(a-bi)=a®-(bi)" =a?+b’ OR,

ezeért p(x) -b6l egy olyan valds egyiitthatés masodfoku polinom emelhetd ki, amelynek

nincs valds gyoke. A tovabbi komplex gyokokre megismételve a gondolatmenetet adodik a
tétel allitasa.

50.*
a) Van ilyen polinom. Legyen P(x,y) :(y2 +1) x* +2xy+1. Rogzitett y esetén az x-ben
masodfoku kifejezés diszkriminansa:

D=4y’ -4(y* +1)=-4 <0,

ezért y* +1>0 miatt P(x, y) >0 barmely x es y valos szdmokra.
b) Legyen ¢ >0, rogzitett szam. Ekkor

P(xy)=c = (y*+1)x* +2xy+1-c=0.
Ennek az x-ben masodfoku egyenletnek a diszkriminansa:
D=4y’ -4(y* +1)(1-c).
Az egyenletnek pontosan akkor létezik valos megoldasa, ha D =0, azaz

ay* 2 4(y* +1)(1-c),

Nyilvanvald, hogy y megvélaszthaté oly médon, hogy az utolso feltétel teljesil, ezért az
egyenletnek lesz megoldasa.
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EGYENLETEK, EGYENLETRENDSZEREK

51.
A szamtani és mértani kdzép kozotti egyenl6tlenség miatt:

S+ x1 x2+x-1+41  x*+x
X +x-1< = ,

2 2

I 41 X=X>+141 X-X*+2
X=X +1< = ,

2 2

igy a bal oldal nem nagyobb, mint

X+X X=x+2
+ =Xx+1.
2 2

De
X —X+22x+1 = (x—l)2 >0,

ami mindig igaz, ezért csakis akkor lehet a két oldal értéke egyenld, ha x =1, ami meg is
felel.

52.
Szorozzuk vegig az egyenletet 86 (4 [2 = 384-gyel. Kapjuk, hogy

8(3x+1)6(4x+1)4(6x+1)2(12x+1) = 768,
(24x+8)(24x+6)(24x+4)(24x+2) =768.

Legyen 24x+5=u, ekkor
(u+3)(u+1)(u-1)(u-3) =768,
(u? -1)(u? -9) =768,
u* -10u* =759 =0.

Ennek az u’-ben masodfoki egyenletnek a megoldasai u® =33 és u* = —23. Ez utébbi nem
lehetséges, igy az eredeti egyenlet megoldasai:

:@—5 :—@—5
24 % 24

53.
a) Legyen t =+/1+ x, ekkor behelyettesités utan:

2x% =3x%t-t® = 222 -3z +1=0,
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ahol =?X. (Koénnyd latni, hogy t=0 nem lehetséges.) Eszrevehetjik, hogy z=1

megoldas, igy a bal oldali polinombdl z-1kiemelhet6:
(z-1)22° - z-1)=0,
(z-1)°(2z+1)=0,

ahonnan z = —% adodik tovabbi megoldaskeént.

Ha z=1, akkor
x> =x+1l o x> -x-1=0,

1+4/5
2

melynek megoldéasai kozil csak x = felel meg, hiszen x=t>0.

Ha z= —% , akkor

4x* = x+1 = 4x* =x-1=0,

1-17
8

melynek gyokei kozul csak x = felel meg, hiszen x = —% <0.

Mivel ekvivalens egyenletekkel dolgoztunk, ezért a taldltakon kivil nincs mas valds
megoldésa az egyenletnek.

b) A feladat az a) részben latott modon oldhatd meg, ha elvégezzik a t =+/x*> —x+1
helyettesitést. A megoldasok:

-1-/61

30

— + .
X = 1Tm illetve x=

54.*
A bal oldalon szerepld két gyokos kifejezést jeloljuk y-nal ill. z-vel, ekkor teljesilnek az
alabbi 6sszefliggések:

[y +2z=X
Ebﬁ +7° =x* -3x* +3x.
Innen
3yz(y+z)=(y+ z)?’—(y3+z3):3x2 -3X,
amib6l

hiszen x pozitiv. Mivel
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igy a Viéte-formulak miatt y és zmegoldésa lesz a t-ben masodfoku
t? =xt+x-1=0

egyenletnek. Vegyuk észre, hogy ennek megoldasai az 1 és az x-1, ezért y=1, z=x-1
vagy y=x-1, z=1.
Ha y =1, akkor

e - 21 L —x—14=0.
X

Ennek x =2megoldasa, igy a bal oldal x -2 kiemelésével szorzatta bonthatd:
(x=2)(x* +2x* +4x+7) =0,

itt a masodik tényez0 biztosan pozitiv, ezért tdbb megoldas nincs.
Ha z =1, akkor

3E+3x—3x2 =1 = 3X -3x* +x-14 =0.
X

Ennek x =2 megoldasa, igy a bal oldal x -2 kiemelésével szorzatta bonthatd:
(x=2)(3x* +3x+7) =0,

itt a masodik tényez6 biztosan pozitiv, ezért tébb megoldas nincs. Azt kaptuk, hogy az
eredeti egyenletnek egyetlen pozitiv megoldésa lehet: x =2. Koénny( ellenérizni, hogy ez
meg is felel.

55.
Elvégezve a kijeldlt miveleteket, rendezés utan:

8x* —4xy +2y? +4x+§:0,

8X* +4(1-y)x+2y? +§ =0.
Ezt x-ben masodfokl egyenletnek tekintve, a diszkriminans:

10 o 19

_ _ 2_ 2 gl:' D 2 _ _- _ -
D =16(1-y) 32%y +SEF16LR3Y ~2y - S =48y + 2.
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A valos gyok létezésének feltétele D >0, ami a fentiek miatt csak ugy lehetséges, ha

y= —%, ekkor D=0 és x= —%. Az egyetlen megoldas tehat: x = —%, y= —%.

Megjeqyzeés.
Konnyd egy megfelel6en elGallitott diszkriminans segitségével ilyen feladatokat gyéartani.
Ilyen feladat a kdvetkez6 is. Oldjuk meg a valos szamok kéreben az alabbi egyenletet:

Wl

X+ (y=1) +(x-y)" =

56.*
A kijeldlt miveletek elvégzése és rendezés utan:

(x=y)" +(y=2)" +(z=x)" +(x=2) (x+1) +(y-2)" (y+1) +(z-2) (z+1) =0.
Vilagos, hogy ez csakis x = y = z=2 esetén allhat fenn.

57.
Nyilvanvalo, hogy x=1, y=1. Leosztva xy-nal:

A o101
Innen azonnal latszik, hogy a bal oldal maximalis értéke §+§ =1, amelyet pontosan akkor

vesz fel, ha

X | =

1 1
—==és ==
2 2

< |~

ahonnan
X=y=2.

Ezek teljesitik az eredeti egyenletet, a fentiek miatt pedig mas megoldas nem lehetséges.

58.*
Vilagos, hogy csakis a=0 mellett Iétezhet valds megoldas, tovabba, ha x megoldas, akkor

x = 0. Négyzetre emelés utan:
a-x’ =+a+x.
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Innen a-x*>0 miatt miatt az eddigi feltételeket is figyelembe véve Jazx Ujabb
négyzetre emelés utan:

x*-2ax’ -x+a’-a=0.
A bal oldalon allé polinom szorzatta bonthato:

(x2 —x—a)(x2 +x+1—a) =0.
Tekintsik most az
x> —=x-a=0,
X’ +x+1-a=0

masodfokl egyenleteket. A diszkriminansaik:

D, =1+4a,
D, =4a-3.

D, >0 mindig teljesil, ha a=0. Az els6 egyenlet megoldasai:

S O T S I
Xlz 2’X22 2

Az x_nem megoldasa az eredeti egyenletnek, mivel nem teljesiti az x<+/a feltételt. Az X,
pedig csakis a =0 esetén (ekkor x=0), mivel a>0 esetén negativ az értéke.

A masodik masodfokd egyenletnek pontosan akkor van valés megoldasa, ha az%. Ekkor

B S IR TV N A
X32 4" 2 4

Az x, nem megoldasa az eredeti egyenletnek, mivel negativ szam. Az x, pontosan akkor

a megoldasok:

nem negativ, ha a=1. Ekkor X, <+/a is teljestilni fog.

Osszefoglalva:

A feladatban szerepl6 egyenletnek a<0 esetén nincs valdés megoldasa. Ha a=0, akkor
egyetlen valos megoldasa van, az x=0. Ha 0 <a<1, akkor nincs valds megoldas. Vegul,
ha a=>1, akkor egyetlen val6s megoldasa van az egyenletnek:
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Megjeqyzés.
A megoldasban szereplé negyedfok( polinom . "‘

szorzattd bontasara pl. ugy johetiink ra, hogy vazoljuk
az

X a—x? 6s x> Ja+x

hozzérendelések grafikonjat ugyanazon a>1 érték
mellett. A rajz alapjan sejthetd, hogy a két
grafikonnak van kdz0s pontja az y =-x egyenesen,

azaz

a-x*=+a+x=-x0 x¥*-x-a=0.

59.
Az egyenlet rendezés utan:

*) x2+log2(x2+2X)=2x+x+1.
A 2-es alapl logaritmusfiiggvény szigorGian monoton névekedése miatt, ha x* <2, akkor

X’ +log, (x* +2°) <2* +log, 2" = 2" + X +1.
Ha pedig x* > 2%, akkor
x2+log2(x2+2X)>2x+x+1.

Ezért a (*) egyenlet megoldasai pontosan azok a pozitiv x szamok, melyekre
x* =2* = log, x=%x.

Konnyen eszrevehetjilk, hogy x=2 es x=4 megoldas. Tovabbi megoldasa nincs az
egyenletnek, ugyanis a bal oldalon szerepld fiiggvény szigortan konkav, mig a jobb oldalon
allé flggvény grafikonja egyenes. Marpedig a két grafikonnak legfeljebb két kdzds pontja
lehet.

Megjegyzés.
Azt mondjuk, hogy az f fliggvény szigoruan konkav az | intervallumban, ha minden a, b1
és a< x<b esetén

£00>2 =@ (st (a).

b-a

(Szemléletesen ez azt jelenti, hogy barmely (a,b)O1 intervallumban f grafikonja az
(a, f (a)) és (b, f (b)) pontokat Gsszekotd har folott van.)
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Most igazoljuk, hogy az | intervallumon szigoruan konkav f fliggvény grafikonjat minden
egyenes legfeljebb két pontban metszi. Legyen az egyenes egyenlete y =ax+b. Tegyik fel

indirekt modon, hogy harom metszéspont is van, amelyek elsé koordinatai x <x, <X,. A
definicio miatt:

f(x2)>xg—:;(xl)(xz—xl)+f(xl),
%+b>%(xz—>s)+a>e+b,
ax2+b>ax2+b,

ami ellentmondéas. Ugyanigy mutathaté meg az, hogy egy adott intervallumon szigorGan
konvex fliggvény grafikonjanak egy egyenessel legfeljebb két metszéspontja lehet.
Bizonyithatd a kovetkez6: ha f folytonos az | intervallumon, akkor f pontosan akkor
szigoran konkav, ha barmely x<'y esetén

fDX+yﬁ>f X)+ f
H 2

A bizonyitas megtaldlhato pl. Laczkovich-T.So6s: Analizis I. 173.oldalan. Alkalmazzuk a
tételt a logaritmusfliggvényre, amelyr6l tudjuk, hogy folytonos. Ha a>1, akkor az

f:R* SR, f (x) =log, x fliggvény a teljes ertelmezési tartomanyan szigorian konkav,
ugyanis

X+y S log, x+log, y
2 2

Y > log, \/xy.

log,

Ioga

Ez pedig a fliggvény szigorian monoton névekedése, valamint a szamtani és mértani kdzép
kdzotti egyenl6tlenség miatt igaz.

60.
Vegylk észre, hogy x=1 megoldas. Belatjuk, hogy mas megoldas nincs. Mindkét oldalt

elosztva 105* = 3* 3" [T*-nel:

O oo (L

O, modd o
0 m-Rl e -Ee - Bhanl B

Ha a=1>b>0, akkor a pozitiv szdmokon értelmezett f (x) =a* —b* fliggvény pozitiv
értékd, hiszen
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f (x)= b’ 5-1@

tovdbba 1-nél nagyobb alap esetén az exponencidlis fliggvény szigoruan monoton
novekedd. Most belatjuk, hogy f szigordan monoton ndévekedd. Tegylk fel, hogy
X, > x >0. Ekkor

f(x)>f(x) = @ -b" >a® -b,

a (= -1) > b (b -1),

%ﬁ (a7 1)z —1> b -1,

0 ™%
Mivel a=1>b>0, ezért %H >1, igy allitdsunkat igazoltuk. Mivel szigorian monoton

novekedd, pozitiv értékl fuggvények szorzata illetve ©sszege is szigorian monoton
noveked6 fliggvény, ezért a (*) egyenlet bal oldaldn szigordan monoton ndévekedd
flggvény all. Igy annak értéke egyetlen helyen lehet csak 1, ami x=1 esetén be is
kovetkezik. Ezzel igazoltuk, hogy a feladatban szerepld egyenletnek sincs mas pozitiv
megoldasa.

61.*
Kisse atalakitva az egyenletet:

® 4l -2)a -3°)+ ¢ - 22)sinx=o0.

Mivel t - 2' és t — 3'szigortan monoton novekedd fliggvények, ezért x* -2 és 2% —2?,

valamint sinx és 3""* -3° elGjele azonos, ezért a (*) bal oldalan all6 osszeg két tagja
azonos el6jeld lesz, kovetkezésképpen Gsszeguk csakis ugy lehet 0, ha mindket tag érteke 0.
Igy az egyenlet megoldasai:

x =3/2 vagy x=nz, ahol negész szamot jelol.

62.
Legyen 3" =a (> 0), ekkor

a®-73Y7a+6=6 = a=3/7Y7a+6 +6.
f(a)=%7a+6

fuggveényt, amely a pozitiv szamokon értelmezett. Konnyd latni, hogy a fliggvény szigoruan
monoton ndvekedo a teljes ertelmezési tartomanyon. Az egyenlet irhato

Tekintsuk az
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a=f(f(a))
alakban. A szigorin monoton novekedes miatt, ha a olyan, hogy a< f(a), akkor
a< f(a) < f(f(a)), hapedig a> f(a), akkor a> f(a) > f(f(a)). Igy az egyenlet csakis
olyan a szamokra lehet igaz, melyekre
a=f(a) = a>-7a-6=0.
Ennek a = -1 megoldasa, igy a bal oldalon a+1 kiemelhetd:

(a+1)(a®-a-6)=0.

A masodik tényez6 gyokei a=-2, a=3, de ezek kozil csak a=3 felel meg, igy x=1.
Konnyd ellendrizni, hogy ez valdban teljesiti az eredeti egyenletet.

Megjegyzeés.
Sok szép feladat készithetd a fenti 6tletre, példaul:
Oldjuk meg a valds szamok korében a kdvetkez6 egyenletrendszert:

EX® —443x-2+6=y,

U
By’ -4J3y-2+6=x

63.
Vilagos, hogy x=-2. Ha x> 2, akkor

XX —3x=

3 _ 3
X +3x(x:2)(x 2)>x7>m’
ugyanis

X° >16(x+2),

x(x° ~16)>2116 =32,
Ez azt jelenti, hogy -2 < x<2. Legyen x=2cos«a, ahol 0 <« < 7. Ekkor az egyenlet:

8cos® @ —6cosa =~/2cosa +2.

Tudjuk, hogy
cos3a =4cos® @ —3cos «,

cos2a +1=2cos’ a,
ezért
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2c0s3a = 2COS%,

a
Ccos3¢ = cos?

Innen 3« =%+k[27z, vagy 3o = —%+ k27, ahol k egész szam. Mivel 0< « < 7, ezért

k=0, vagy k =1 lehet. Az eredeti egyenlet megoldéasai tehat:

X=2, x=2cos4?”, x=2cos4—ﬁ.

p
64.*
Legyen « —Q ,B—Q Ekkor « - =aff =1. Vegyik észre, hogy
=\5+2,
B =~5-2,
ezert

Y5 +2-35-2=1.
(Egy mésik levezetés adddik a 11. feladat a) részének megoldasabdl.) Legyen y = Jx-3,

ekkor rendezés utan az egyenlet:
Jy°+6 =y+1.

Mivel y*+6=+/x+3>3, igy y+1>1 tehat y>0. Az egynlet mindkét oldalat Gtodik
hatvanyra emelve, rendezést kovetden kaphatjuk, hogy

y' 2y +2y* +y-1=0.
Vegyuk észre, hogy ez irhato
(v +y+a)(y*+y-8)=0

alakban. Itt y*+y+a nem rendelkezik valos gyokkel, mivel 1-4a <0. Az y*+y-f

polinom pozitiv gyoke:
_ -1+ 1448 _-1+425-1
2 i)

2

ahonnan

%:u\/z D 3D 7+5V5
& 15 7

x:(y5 +3)2 =
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Ekvivalens egyenletekkel dolgoztunk.

65.
Tegyilk fel, hogy a valtozok kézott az a a legnagyobb értéki! Mivel az x — x° fuggvény
szigorGian monoton nd, igy

3b=(d+e+a)’ =(c+d+e)’ =3a0 b=a,
vagyis a = b-nek kell teljesulnie. Ezt felhasznalva:

3c=(e+a+hb)’ 2(d+e+a) =3b0 c=b,
ahonnan a=b=c. Még kétszer megismételve a gondolatmenetet, adddik, hogy
a=b=c=d =e. Ekkor

8la® =a - algla‘ -1)=0,
ahonnan

a=0 vagy a:l vagy a:—l
3 3

Egyszerd ellendrizni, hogy a kapott értékek valéban meg is felelnek.

66.
Atrendezés utan:
O 1 12
7.2 o b
+y°  5X
1 4
=l
B +y 5y

Az egyenleteket dsszeadva ill. kivonva egymasbol:

o1 _6 2

Szorozzuk 6ssze a kapott egyenleteket! Kapjuk, hogy

1 _ 3 4
X2+y?  25x2 25y*

Legyen x* =a, y* =b, ekkor rendezést kovetden:
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25ab=36b(a+b)-4a(a+b) = 0=36b* +7ab-4a’.
Az a-t paraméternek tekintve, a b-ben masodfoku egyenlet megoldasai
b=2 g5 p=-22,
4 9

Koénnyii latni, hogy a masodik eset nem allhat fenn, kdvetkezésképpen y? :T’ amibdl

2 2
1:(x2 +y2)§%—1§=%§%—1§=3x—%,
5X° —12x+4 =0,

melynek megoldasai x, =2 ill. x,=0,4. Mivel y=

, ezert a megfelel6 y értékek:
5x—-6

y, =1ill. y, =-0,2. A kapott megoldasok behelyettesitéssel konnyen ellendrizhetok.

67.*
Tekintsik a z=a-bi komplex szamot! Mivel két kanonikus alaki komplex szam
pontosan akkor egyenld, ha valds ill. képzetes részeik egyenlék, ezért az egyenletrendszer
megfelel annak, hogy

Z =(a-bi)’ =8+11.
Igy akkor

af +b? =|2* =|¥/8+11i| =gf8+11i| = Y64+121 = {185,

Megjeqyzés.

A komplex szamokra vonatkoz6 alapvet6 ismeretekr6l szamos helyen olvashatunk. Példaul
egy érdekes felépitést és jo dsszefoglalast talalhatunk Szele Tibor: Bevezetés az algebraba
c. kbnyvének 27-47. oldalain.

68.*
Haaz x* -3x+1 polinom gyokei «, S, 7, akkor a Viéte-formulak miatt:

0 a+p+y=0, U a®+p+y° =-a,
D H D 5 n5 5 5 55

of+py+ya=-3, llletve B+ +ya’ =Db,
1 ap=n 0 =

Nyilvanvalo, hogy c=1. Legyen s, =a* + 8* +y*. Vilagos, hogy s =0, valamint
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s =(a+p+y) =2(ap+pyr+ya)=56
s, =3s -3=-3.

Mivel pl. a® =3a® -a?, ezért
5 =3s,-s,=-150 a=15

Mivel o®fB%y* =1, ezért af, Py, ya gyokei lesznek az x* +3x* —1 polinomnak. Legyen
S =(aB) +(By)" +(ra)". Tudjuk, hogy S =-3. Vegyiik észre, hogy

S =(aB) +(By) +(ra)’ =S 20y (a+p+y)=9-200 =9,
S, =3-3S, =-24.

Tekintettel arra, hogy pl.

kapjuk, hogy
S,=§-3S5,=-3+72=69,
§=S5-35,=9-207=-198=h.

Tehat a=15, b=-198, c=1.

69.*
Legyen p=a’b+b’c+c’a és q=ab’+bc® +ca’. A Viéte-formulak miatt:

0 a+b+c=2,
Eab+bc+ca=—l,
H abc=-1.

Az els6 dsszefiiggést rendre megszorozva az ab, bc, ca kifejezésekkel:

[A’b + ab® + abc = 2ab,
Babc +b%c+bc? = 2bc,
Epaz +abc+c*a=2ca
Osszeadast kovetGen:

p+q=2(ab+bc+ca)-3abc=1.
Vegyuk észre, hogy
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pq =(ab)’ +(bc)’ +(ca)’ +3(abc)” +abc(a® +b’ +c°).
Tekintstk a kdvetkez6 azonossagokat:

a’+b?+c? =(a+b+c)’ —2(ab+bc+ca),
2

(a+b+c)(a?+b? +¢?) =a’ +b’ + ¢’ +a’h+bc+c’a+ab? +bc” +ca’.

Ezekbdl
a+b’+c’=2(4+2)-(p+q) =11

valamint

(ab)2 +(bc)2 +(ca)2 = (—1)2 -2abc(a+b+c)=1+2[2 =5,

(ab)’ +(bc)’ +(ca)’ =(-1) B-abe(p+q) =-5+1=-4.
Ezért

pg=-4+3-11=-12.
Innen
p(l-p)=-12,
p’-p-12=0.

Ennek a megoldéasai p=-3, illetve p=4. Ezekkel lehet tehat a kifejezés egyenld.

Megjeqyzeés.
A feladatban szereplé harmadfoki polinomnak 3 valds gyoke van. A kifejezes azért vehet
fel ket killonbdzo értéket is, mivel a gyokok sorrendje nincs megadva.

70.*
Tekintsuk azt a p(t) =t° +at” + bt + ¢ polinomot, melynek gyokei x, y ész A gyokok és
egyltthatok kozotti oOsszeflggés szerint —a=x+y+z=0, ezért p(t)=t>+bt+c.
Teljesulni fognak a kovetkezok:

x* +bx+c =0,

y’ +by+c=0,

Z+bz+c=0.

Mivel x*+y®+7° =18 és x+y+z=0, igy a fenti Gsszefilggések Gsszeadasa utan c = -6
adodik, ahonnan
p(t)=t°+bt-6.
Mivel
tk p(t) = %3 4 ptkH — 6tk,

ezért, bevezetve az S, = x* + y* + Z* jelolést:
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. SK+3+bS<+1_GSK :O'
Igy akkor

S, =-bS, +6S, =-b(-bS, +6S,) +6(-bS, +65 ) =b*S, -12bS, +36S.
Ismét felhasznalva egyet a Viéte-formulak kozil:
S =X +y +7 =(x+y+ z)2 -2(xy+yz+2zx) =-2h.
Mivel § =0, S, =18, S, =2058 és S, = -2b, ezért
2058 =18b° + 24b* = 42b’.

Innen b=7, vagy b=~7. Ha b=7, akkor p(t)=t®+7t-6, de ennek a polinomnak csak
egyetlen valds gyoke van, hiszen szigorian monoton ndvekedd, igy b#7. Ha b=-7,
akkor p(t)=t3—7t—6. Konnyd ellendrizni, hogy ennek harom val6s gyoke van:
-1, -2,ésa3. Ezeknek a szamoknak a permutacioi adjak az eredeti egyenletrendszer
megoldasharmasait.

71.*
Ha tekintjik az x* +ax+c ill. x* +bx+d polinomokat, akkor

(x2 +ax+c)(x2 +bx+d) =x"+(a+b)x’ +(ab+c+d)x* +(ad +bc) x+cd.

Legyen ezért
p(x) = x* +8x* +23x* +28x +12.

Konnyd ellendrizni, hogy ennek a polinomnak a -1, a —3ésa —2 is gyoke, ezért a
gyoktényez6k kiemelése utan:
p(x) = (x+1)(x+2)"(x+3).
Innen
p(x)=(x2+4x+3)(x2+4x+4),

vagy
p(x) =(x2 +3x+2)(x2 +5x+6).

Ezeért az egyenletrendszer az egyenletrendszer 0sszes (a, b,c, d) megoldasai:

(4,4,3,4), (4,4,4,3), (3526), (536,2).
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FUGGVENYEGYENLETEK

72.
Helyettesitsink az x helyére az x -2 illetve 6 — x kifejezéseket, igy adodik, hogy

2f(x)+ f(6—%x) =2x+3,
2f(6—x)+ f(x) =-2x+15.

Ezekb6l az egyenletekbdl konnyen kifejezhetjik f (x) -et:
4f(x)-2x+15- f(x) =2(2x+3) = 3f(x) =6x-9 = f(x)=2x-3.

Egyszer( szamolassal ellenérizhetd, hogy a kapott f(x) fliggvény teljesiti a feladatban
szerepl6 dsszefuiggést.

Megjeqyzeés.

A helyettesitést nem ugy kell érteni, hogy az x szam helyett a vele egyenl§ x—2 szdmot
irjuk be az egyenletbe (ilyen szdm nincs is), hanem gy, hogyha x valamely eleme az
értelmezési tartomanynak, akkor x-2 is eleme, igy ra is teljestlnie kell az
osszefiliggésnek.

73.

irjunk x helyére % -et, majd pedig x-1 -et, ekkor a kdvetkez6k adodnak:
- X X

Ox-10

B B i

Ox-10 _x-1
TEx B ==

A fenti két egyenletbdl, valamint az eredeti 0sszefliggésbdl allé rendszer lehet6vé teszi,
hogy kifejezzik f (x)-et:

Bf(X)+fB].L§F Ex—lﬁ—x+i+—_l,
O 1 0 1 x-1
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O0,x=1 1 0 xX-x+1
HX X 1—XH=2x(x—1)'

1

f(x)==

(x) 5

Kissé faradtsagos szamolassal meggy6zd&dhetiink réla, hogy a kapott fliggvény valdban
teljesiti a feladatban szerepld 6sszefliggést.

74.
Rendezés utan:

x=f(f(x)-f(x).
Ha f(x)= f(x,), akkor

% = f(F0q)—F(x)=F(F(x))-f0x)=x.

Ha f(f(x))=f(f(x,)), akkor a fentiek miatt

f(x)=1(%) = x=x.

Ebb6l az kovetkezik, hogy az f(f(x)):O egyenletnek nem lehet két kilénboz6
megoldasa! Mivel x =0 helyettesitéssel az eredeti egyenletbdl

f(0)=f(f(0)),
ezért 0 = f (0), tehat az egyenletnek egyetlen megoldésa van: x =0.

75.
Ha x, és x, olyan, hogy f (%)= f(x,), akkor

9(f(x)=9(f(x) = ¥ =% = x=x,.
Mivel

f(g(f(9))=(f(x)" =1(x),
Ezért x helyére a 0, 1, —1 szdmokat helyettesitve:

£(0)=(1(0)",
f@)=(f@),
f(-1)=(f(-D)".
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Lattuk, hogy f(x)=f(x,)0 x =x,, igy f(0), f(1), f(-1) paronként kilonbozék, ami
ellentmond annak, hogy a y = y®egyenletnek csak két kiillonbdz6 megoldasa van! Nem
létezik tehat a feladatban leirt tulajdonsagu f és g fliggvény.

76.*
Vegylk észre, hogy f,(x) =40x> kielégiti a feladatban szerepl6 egyenletet! Tekintsiik a

9(¥) = f(x)~ f,(x)
fuggvényt. Ekkor az f-re vonatkozo 9sszefugges miatt

g(x+y)=g(x) +g(y),
ha x, yOQ.
Ha elvégezzik az y=0, y=-x y=x helyettesitéseket, akkor rendre a kdvetkez6k
adodnak:
9(0) =0,
9(=x) = —9(x),
9(2x) =29(x).

Teljes indukcid felhasznalasaval konny( igazolni, hogy
g(nx) =ng(x),
ahol az n pozitiv egész. Az indukcids 1épés:

g((n+2)x) = g(nx+x) = g(n) + g(x) =ng(x) + g(x) = (N+1)g(x).

Tekintsuk mostaz x = t helyettesitést, ekkor
n

010 Ot O
g(t) = gaﬂEEH: e
igy
oto_1
g BEH:HQ(Q-
Ha pegész es q# 0, egész, akkor az eddigi eredmenyeink miatt:

Up 0O O @D xU_p
G- X[FIOPE-F PG F —9(X),
0d O 0O 90 Ao g



ahonnan x =1 helyettesitéssel
Opd_p s
9G-F—O@) =k,
ad q q

|

ahol k = g(1) konstans. Azaz, ha x racionalis szam, akkor
f (X) = 40 +kx,

ahol k adott raciondlis szamot jeldl. Kénnyd ellendrizni, hogy ezek az f fliggvények valoban
megfelelnek.

77.*
Tegyk fel indirekt médon, hogy f egy megfeleld fuggvény. Ha x =y, akkor

¢ F(F()x)=20 (2f (x)).
Legyen a,bOR" olyan, hogy f(a)= f (b), ekkor
(a+b) (1 (5)b) =(a+) (1 (a)b) =t (1 a) # £ (5)) =41 2 b))
Felhasznalva a (*) dsszefliggést:

(a+ b)g f(2f (b))=af (2f (b)),

(a+b)b=2a%
(a-b)(2a+b)=0 = a=h.

Azt kaptuk, hogy f injektiv fuggvény. Legyen most x=c, y =1, ekkor
(c+1) (1 (e)) =1 (1 (c)+ 1 (1))
1+/5
2

Ha c+1=c* = ¢®-c-1=0, aminek pozitiv megoldasa ¢ = , akkor felhasznalva f

injektivitasat kapjuk, hogy
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ami ellentmondas, hiszen f pozitiv értéka.

78.
Legyen x=0, ekkor

f(f (y)):y+ f (0).

Ebbdl adoddan, ha f (x)=f (y), akkor f (f (x)) =f (f (y)) igy x=y, vagyis f injektiv
fuggvény. Legyen y =0, ekkor

f(x+f(0))=f(x)O x+f(0)=x0 f(0)=0.

igy akkor f (f(y))=y minden racionalis y szamra. Ezért aztan

f(x+y)=f(x+f(f(y)))=f(y)+f(x).

Ez pedig a nevezetes Cauchy-féle egyenlet, amelynek megoldasai a 76. feladat megoldasa
kozben latottak szerint: f (x)= f (1) Legyen x= f (1), ekkor

ahonnan f (1)=1vagyf (1)=-1. Kaptuk, hogy f(x)=x vagy f(x)=-x Konny

ellendrizni, hogy ezek teljesitik az eredeti feltételt, a latott gondolatmenetbél pedig
kdvetkezik, hogy mas megoldas nem johet szoba.

Megjeqyzés.
Ha a Cauchy-fele egyenlet megoldasait az f :R — R fliggvenyek kozott keressiik, akkor
igen komoly problémat kapunk. Ha feltessziik, hogy f folytonos R-en, akkor tekintve egy

X, irracionalis helyet, valamint egy racionalis szamokbol allo: r, — X, sorozatot (ilyen
sorozat van) adodik, hogy

ezért f(x,)=f (1)OF (). Tehét ilyenkor ugyanolyan hozzarendelésti (csak éppen a valds

szdmokon értelmezett) fliggvények a megoldasok. Megmutathatd azonban, hogy vannak az
egyenletnek nem folytonos megoldésai is.



69

79.
Belatjuk, hogy csakis o =1 lehetséges. Ha « =1, akkor pl. f(x)=x megfelel. Ha

a #1, akkor minden x-hez létezik olyan y, hogy y =a(x+y). Ez ugyanis ekvivalens azzal,
hogy

Igy viszont

teljestilne minden x-re, ami kizart, hiszen f nem lehet konstans fliggvény.

80.*
Nem létezik ilyen fliggvény. Legyen x Z0és y :l, ekkor
X

f2(x+y)z f2(x)+2f (1)+f*(y)= £?(x)+a,

ahol a=2f (1) >0. Ertelmezziik az x, sorozatot a kdvetkezképpen:

1
X, :Xn—l+yn—l' Yn :Z’

ahol N> 2, egész szames x 20, y, = 1 rogzitett. Ekkor a fentiek miatt
X

f2(x, +y,)2 f?(x,)+a=f*(x_ +y,,)+tazf?(x_)+2a=..2 f*(x)+nazna

ahonnan
f?(x,)=(n-1)a

ami ellentmond annak, hogy az f korlatos fliggvény.

81.
Alkalmazzuk f-et az 6sszefliggés mindkét oldalara:
f (f (f (n))): f(n+1),
f(n+1)=f(n)+1.

Az n=0,1,2,...,,n-1 helyettesitésekkel kapjuk, hogy



f(n)=f(n-1)+1
Osszeadas utan:
' f(n)=n+f(0).
Igy akkor
f(f(n))=n+1=f(n)+f(0)=n+2f(0),

ahonnan f (0) =%, ami ellentmondés. Nincs tehat megfeleld f fliggvény.

82.**
Legyen g(x)=x*-2, xOR. A g fuggvénynek két fixpontja van, azaz két olyan xOR

szam létezik, melyekre g(x)=x: x=2, x=-1. Allitjuk, hogy nincs olyan f fuiggvény,
amely megfelel6 lenne. Vegyiik észre, hogy a (gog)(x)=g(g(x)) fiiggvénynek 4
fixpontja van:
g(g(x)) =X o (x2 —2)2 -2=X,
x* —4x* - x+2=0,
(x+1)(x=2)(x* +3x+1) =0,
ahonnan

-3++/5 —3—\/5.

X=X =2 %= X T

Jel6ljik ezeket rendre a, b, ¢, d-vel. (Az a és b a g fuggvény fixpontjai.) Tegyuk fel, hogy
g(c) =y. Ekkor

tehat y fixpontja gog -nek. Ha y=a, akkor a=g(a)=g(y)=c, ami ellentmondas, igy
y#a Hasonléan adodik, hogy y#b. Mivel y#c (hiszeng(c)#c), igy y=d. Azt
kaptuk, hogy g(c)=d és g(d)=c. Vegyik észre, hogy

o(f(x))=f(f(f(x))="1(a(x).
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Ha x, jeloli az a vagy b valamelyikét, akkor f (%)= f (g(xo)) = g(f (xo)) Ez azt jelenti,
hogy f(x) értéke a vagy b. Ugyanigy adddik, hogy x,0{ab,c,d} esetén
f (%)0{a b,c,d}. Tegyik fel, hogy f(c)=a Ekkor

ami a korabban latottak miatt ellentmondas, tehat f(c)#a Hasonléan adédik, hogy
f (c)#b. De f(c)=c sem lehetséges, hiszen akkor

f(f(c))=f(c)=c=9(c).

ami ellentmondas. Tehat f (c)=d. Ekkor

ami ellentmondésra vezet.

83.%*

Tekintstik az (x,) sorozatot, ahol x, >0 rdgzitett valds szam, tovabba x, = f (x,,), ha
n=1, 2, .... Ekkor a sorozat tagjaira érvényes lesz az

Xpez = 72X, H10X,
rekurzids formula. Ez egy masodrend( linearis rekurzid. A karakterisztikus egyenlet:
x> +2x-15=0,
aminek a megoldasai: x, =3 és x, =-5. Igy akkor az elméletbGl ismert mddon adodik,

hogy
X, =4 3"+, [{-5)",

ahol
X =4+,

X, =34, —54,.
Tehat

.0 om0
X, =9 %%B )“2( 1)5
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Az (xn) pozitiv tagu sorozat, igy 4, # 0 esetén %E — 0 miatt a szogletes zarojelen beldl

lévé szam A, elGjelétdl fliggben elég nagy péaratlan, vagy paros n pozitiv egészre 0-nél
kisebb, ami ellentmondasra vezet. Tehat 2, =0, ekkor 2, =%, és f(x)=% =34 =3x,.

Mivel x, tetszélegesen volt rogzitve, ezért ez azt eredményezi, hogy f(x)=3x, xOR".
Kdnnydi ellendrizni, hogy a kapott fliggvény meg is felel.

84.*
Kénnyd latni, hogy f(x)=0 megfelels. A tovabbiakban feltesszik, hogy f nem az
azonosan 0 fuggvény. Legyen x =y =-1, akkor

f(1+f(-1))=—f(-1)+f(-1) =0,

igy létezik olyan allR szam, hogy f(a) =0. Legyen x=a és y=1, akkor

f (a+ f (a)) =af (1)+ f (a),

Ha a#0, akkor f(1)=0. Legyen y =1, akkor
) f(x+f(x))=x (1)+f(x)=f(x).

Ha f (x)=f (y)#0, akkor behelyettesités utan

FOy+ ()= (y)+ 1 ()= f (xy+f(y)) =y (x)+ 1 (y).
X=y.

A (*) bsszefuiggés miatt akkor
x+f(x)=x< f(x)=0,

ami ellentmondas. Azt kaptuk, hogy a=0, azaz f (0)=0. Ha y =0, akkor

Ha f(x)#0, akkor a fentiek miatt f(x)=x Vildgos, hogy a kapott fiiggvények
megfelelnek, a gondolatmenetbdl pedig vilagos, hogy mas megoldas nincs.
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85.
Legyen a>0, allQ, ekkor JaoQ is igaz. Tekintsiik az x = Ja, y= -Ja helyettesitést:

f(-a)=f(Va-va)=1(0).

Tehat f(x)=f(0)=c, ha x<O0,xOQ. Tekintsik most az x=-Ja,y=-vJa
helyettesitést:

f(a)=f(-2va)=1(0)=c
Azt kaptuk, hogyha x irracionalis szam, akkor f(x)=c. Legyen r a 0-t6l kiloénb6z6
racionalis szam. Belatjuk léteznek olyan x és y irracionalis szamok, hogy r =x+y és
xy 0Q. Ekkor ugyanis

f(r)=f(x+y)= 1 () =0= £ (0),
vagyis f konstans.
Mivel xy=x(r—x)=rx-x%, ezért x=+2 esetén xy=rv2-20Q, amely igazolja
allitasunkat. A feladat megoldésai tehat a konstans fliggvenyek.

86.*
Vilagos, hogy f értékei nemnegativ valos szdmok. Teljes indukcioval konnyen adddik,

hogyha n természetes szam, akkor barmely val6s x esetén f (x+n) = f (x)+n. Elvégezve

az X o X—1 helyettesitést:
f(x)=f(x-1)+1.

Innen teljes indukcidval azonal adodik, hogy
f(x+n)=f(x)+n=0

barmely x valds és n egész szam esetén teljesul. Mivel

(f (X_l))2 =f ((X—l)z) = f ((1_X)2) :(f (1—X))2,

ezért

Ebbél f(0)=0, ezért barmely n egész szamra f (n)=n. Lattuk, hogyha n egész szam,
akkor
f(x)-n=0 < f(x)=n.
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Mivel
0< f(n+1-x)=—f (x=(n+1))=-f (x)+n+1,
f(x)<n+1,
ezért xO[n,n+1] esetén f(x)O[n,n+1]. Innen kovetkezik, hogy tetszéleges x valos
szamra

| (x)-x<1.

Legyen k pozitiv egész kitevds 2-hatvany! Ekkor eddigi eredményeinket figyelembe véve:

1 ()¢ = £ ()" 5] =] (3=t 62 () v (1 00) 2] (),
Os‘f (x)—x‘s%.

Mivel k tetsz6legesen nagy lehet, ezért ez csakis Ugy teljesilhet, ha f (x) = X minden val6s
x esetén, amelyre x >1. Lattuk, hogy f (x+n)= f (x)+n barmely x valds és n egész szam
esetén teljesiil. Ebbdl kévetkezik, hogy f (x) = x minden val6s x esetén.

EUKLIDESZI SZERKESZTHETOSEG

87.
A pozitiv egész szamok szerkeszthet&sége nyilvanvald. A pozitiv racionalis szamok
szerkesztéséhez hasznaljuk fel a parhuzamos szel6k tételét:

A pozitiv raciondlis szamok négyzetgyokének szerkesztéséhez hasznaljuk fel a derékszdg(i
haromszdgre vonatkozd magassagtételt:
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Két adott szakasz 0sszege és kiilonbsége nyilvan szerkeszthet6. Az eddig latottak miatt
ezért elegendd igazolni, hogy az egységszakasz birtokaban két adott szakasz hosszanak
szorzatat meg birjuk szerkeszteni. Ez a parhuzamos szel6k tételéb6l egyszerlien adodik.
(Negyedik aranyos szerkesztése.)

yd
//’&
a X Py ~,
===, 4
| ] ﬂ"/'/ \\\\
x=ab. yd .
Py \
yd s,
/ AN
1,/ &\ h
yd \
) g
e
b X

88.

Konnyd 1atni, hogy az egysegszakasz birtokaban H elemeinek szorzata és héanyadosa
szerkeszthetd. (Negyedik aranyos szerkesztése.) A maéasodfoku polinomok gyokeire
vonatkoz6 megolddképlet miatt ezek utdn elegendd igazolni, hogyha adott az
egysegszakasz és egy 0 < x[JH hosszu szakasz, akkor szerkeszthetd v/x hosszli szakasz. Ez
a magassagtétel segitségével a 87. feladatban latott médon megtehetd.

89.

Az, hogy egy pont szerkeszthetd, ha koordinatai megkaphatdk a racionalis szamokbol az
alapmiveletek és a négyzetgydkvonas véges sokszori alkalmazésaval kovetkezik a 87. és
88. feladat megoldasaban latottakbdl. A megforditashoz gondoljuk at, hogy a derékszogi
koordinata-rendszerben az egyenes ill. kor egyenlete:

Ax+By+C =0,
(x-a)" +(y-b)’ =r?

Az euklideszi szerkesztési Iépéseknek ezen egyenletek kdzil valasztott két egyenletbdl alld
egyenletrendszer megoldasa felel meg. Tekintettel arra, hogy ez legfeljebb masodfoku
egyenletre vezet, melynek egyltthatdi szerkeszthet6 szdmok (kvadratikus irracionalisok),
igy a 88. feladat miatt az allitas adodik.

90.**
a) Legyen f(x)=a,x’+ax’+ax+a, ahol aQ, a,#0. A konjugalt szamokrol
tudottak miatt:
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f (a+byc)=A+BJc,
f (a-bvc)= A-BJC,

ahol A BOQ. Mivel
f(a+b\/5):0 - A+BJc=0,

ezért A=B =0, amib6l kdvetkezik, hogy
f (a-bve)=0.

A Viéte-formulak miatt, ha f (x) harmadik gyoke x,, akkor

a+bJc+a-bJc+x =-

2a+x, =-—=0Q,

Sle o

ahonnan adadik, hogy x, racionalis szam.

b) Indirekt médon bizonyitunk. Az a) pont miatt azonnal ellentmondésra jutunk.
c) El6szor megfogalmazzuk a szerkeszthetdséget a testbvitések nyelvén. Legyen F a valos
szamok valamely részteste. Mivel 0OF és 10F, ezért Q O F. A konjugaltakrol tudottak

miatt ad6dik, hogyha cOF, c>0, akkor F(\/E):{a+b\/6:a,b,cDF,\EDF} is

szdmtest. (Ezt nevezzik az F szamtest egyszer( négyzetgyokbdvitésének.) Egy x valds
szdm szerkeszthet6sége a 89. feladat allitasa miatt azzal egyenértékdi, hogy benne van egy
egyszer( negyzetgyokbdovitésekbdl allo testbovités-lancban, azaz xOOF,, ahol

Q=F,0FO0..0F ,0OF,

ahol ¢ OF pozitiv szamok ugy, hogy F = Fi_l(,/cl_l), i=1,2,..,n. Elegendd ezek utan

belatnunk, hogyha egy raciondlis egyltthatés harmadfokd polinomnak nincs racionélis
gyoOke, akkor egyik gyoke sem kaphaté meg a@Q halmazbdl a fent leirtak szerint. Tegylk

fel indirekt modon, hogy a polinom valamely gytke mégis benne van egy ilyen lancban.
Ekkor leteznie kell olyan F testnek a lanchan, hogy az F testben nincs gyoke a polinomnak,

de F(\E)-ben igen, ahol ¢>0, cOF, ~/cOF. Legyen x a polinom gydke gy, hogy
xOF és xDF(\/E), ahol JcOF. Ekkorx:a+b\E, a,b0F. Az a) részben latott
modon adddik, hogy akkorx =a-bvc is gyoke lesz a polinomnak. (Ezek a gyokok
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kilonb6zdk.) Ha y a polinom harmadik gyoke F (\E)-ben, akkor az a) részben latottakkal
analég maédon, a Viéte-formulak miatt

a+bJc+a-bJc+y=-

y=—-—=-2alF,

L[ e

ami ellentmondas. Ezzel allitasunkat igazoltuk.

Megjeqyzés.

A konjugalt szdmokrol: egy x=a+ bJc alaki szam (a,b,cOQ, c¢>0, ~cOQ)
konjugaltjan értsiik az x =a—by/c szamot. Kénnyii igazolni a kovetkezéket: az x szamok
H halmaza zart az Osszeadasra és szorzasra (kOvetkezésképpen a pozitiv egész kitevés
hatvanyozésra is), tovabba

X=y e X=Y,

X+y=X+y,
xy=x0 x'=(x),

xOH, x200O 1DH,
X

x|~

M a

"
Akkor mondjuk, hogy az F szamhalmaz a valos szamok valamely részteste, ha 00 F és
10F, valamint F minden a eleméhez van olyan b elem, hogy a+b=0, és minden a#0

eleme esetén —OF, tovabba F elemein az 6sszeadads és a szorzas a valos szamoknal
a

érvényes axiomaknak tesz eleget.

91.
A déloszi probléma azzal ekvivalens, hogy a 32 szerkeszthet6-e? Mivel ez a szam gyoke

az x° —2 polinomnak, de a polinomnak nincsen racionalis gyoke, ezért nem szerkeszthet6.
Tehat a kockakett6zés euklideszi eszk6zokkel nem lehetséges.

92.
a) Az egységkords modell miatt a 20°-0s szog szerkeszthet6sége egyenérték(i a cos20°

szdm szerkeszthetGségével. Tudjuk, hogy cos60° = > valamint cos3a =4cos® o —3cosa.

Ha tehat x =cos20°, akkor x-re:



78

Loae -3,
2
0=8x-6x-1.

A Rolle-tétel miatt adodik (de kozvetlen szamolassal sem nehéz igazolni), hogy az
egyenletnek racionalis szam nem lehet megoldésa, ezért cos20° (és igy a 20°-0s sz6g) nem
szerkeszthet6 meg.

b) Mivel a szabalyos kilencszog oldalaihoz 20°-os kerileti szog tartozik, ezért az a) pont
miatt a szerkesztés nem lehetséges.

93.

Mivel szabalyos haromszdget és szabalyos 6tszdget tudunk szerkeszteni, ezért 30°-0s 36°-
os szoget is. gy akkor 6°-0s és 3°-0s szoget is. Ebb6l azonnal adddik, hogy a 3k°-o0s szdgek
szerkeszthetdk, ahol k pozitiv egész szam. Azok a szdgek, amelyek mérdszamainak 3-as
maradéka 1 vagy 2, nem szerkeszthet6k, hiszen akkor tudnank 1°-os ill. 2°-0s szoget
szerkeszteni, melyekbdl a 20°-0s sz0g szerkesztése is adddhatna, ami ellentmondasra
vezetne.

94.**

A komplex szamsik valamely pontjanak megszerkesztése egyenértéki{i azzal, hogy a
pontnak megfelel6 komplex szam valos és képzetes része is szerkeszthet6. A szabalyos
sokszdgek szerkeszthet6sége ekvivalens azzal, hogy az egységsugaru korbe irt szabalyos
sokszdgek kozil melyek szerkesztheték. Ez pedig a Moivre-formula és a komplex szdmok
trigonometrikus alakja miatt egyenérték( azzal, hogy (szabalyos n-szog esetén) a z" -1 Un.
korosztasi polinom gyokei szerkeszthet6k. (Tudniillik a kdrosztasi polinom gydkei, az an.
n-edik egységgyokok lesznek a 0 kdzéppontu egységkorbe irt szabalyos n-sz6g csucsai.)
Mivel

z" —1=(z—1)(z“'1+z”‘2 +...+z+1),

igy a szabalyos hétszog szerkesztéséhez a z°+Z°+..+z+1 polinom gyokeinek

szerkesztése a kérdés.

5

zZ+7 +..+z2+1=0,

Bl Bt

Legyen w= z+i, ekkor
z

ezeért
W =3w+w —2+w+1=0,
W +wW -2w-1=0.
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A z:g:c0527”+isin27” komplex szam gyOke az eredeti polinomnak, igy a

wW=¢ v e+e= 2c0327ﬂ valds szam valos gyoke a w* +w? —2w—1 polinomnak. Ennek
&

a harmadfoku polinomnak azonban a Rolle-tétel miatt kénnyen lathatéan nincsen raciondlis
gyoOke, ezért egyik gyoke sem szerkeszthet6. Ez azt jelenti, hogy & valds része nem
szerkeszthetd, ezért maga a szam sem.

Megjegyzeés.
Egy z komplex szam trigonometrikus alakja: z=|z/[{cosg+isingp). A Moivre-formula:
2 =|7" (coskg +isinke).

95.*
Az &bra alapjan:

(1) 1:sin205 = b= _1 ,
b sin2a
(2) 2=tg2a - c=25252%
c Sin 2«
A szinusztételt alkalmazva:
(3) 4 SN2 5 o5
d sina
A szogfelezétételbdl:
(4) =i
b+c

A (3) és (4) egyenletekbdl:
2(b+c)=bccosa.

Behelyettesitve ebbe az (1) és (2) 6sszefliggéseket, adodik, hogy

1+2cos2a _ 2cos2acosa
sin 2« sin® 2a
sin 2a (1+2¢0s 2a) = cos 2a cos a,

23ina(3—4sin2 a) =1-2sina,

2

8sin®* o —2sina —6sina +1=0.

Legyen sina = X, ekkor
8x’ —2x* —6x+1=0.
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A Rolle-tetel segitsegevel konny ellendrizni, hogy ennek az egész egyitthatds harmadfokd
egyenletnek nincs racionalis megoldésa, ez pedig azt jelenti, hogy egyetlen gydke sem
szerkeszthetd. Ebb6l azonnal kovetkezik, hogy a hdromszdg nem szerkeszthetd meg, hiszen
sina és a szerkeszthetGsége ekvivalens.

REKURZIV SOROZATOK

96.
Legyen a =a és a, =h. Ekkor

_b+l
al
b+1+1
_a ~_at+b+l
a, = = ,
b ab
a+b+1+1
__ab :a+b+1+ab:(a+l)(b+1):a+1
TS b(b+1) _ b(b+l) b’
a
a+l
b g oatl_
%= q+br1 2 FTaEl
ab b

A kapott eredmény azt mutatja, hogy a sorozat periodikus, a periddus hossza 5. igy akkor

a,,, =8, =1799.

97.**
A lineéris rekurzidk elmélete szerint, ha a -et a =ax' + X, alakban keressuk, akkor x
és x, megoldasa az

NG =§x—1 = 3X*-2x+3=0,

1+ 2/2i

un. karakterisztikus egyenletnek. Az egyenlet megoldasai: x , = 3

A rekurzids képletet n=0 és n=1 esetére alkalmazva:

Ol=a+p,
. B

O 1+2V2i | 1-2\2i
B 3 g
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Az egyenletrendszert megoldva « = ﬂ:% adodik, ezért a komplex szamok

trigonometrikus alakjat, valamint a Moivre-formuléat felhasznalva:

1%+2\/§iﬂ+ﬂ—2\/§iﬂm 1

a, =5 E E . D:E(cosnaﬂsinna+cos(—na)+isin(—na)):

[N

=Z=(2cosne +isinna —isinna) =cosna,

N

ahol az a hegyesszogre comz% és sinaz%. Ha belatjuk, hogy no tetszOleges

kozel lehet a 27 valamely tobbszordsehez, akkor abbdl mar a feladat allitasa kovetkezik,
hiszen cos(m[2x) =1, valamint tudjuk, hogy a koszinusz fuiggvény folytonos.

Tekintsink egy egysegsugaru kort és tekerjik fel ra gondolatban a szamegyenes
nemnegativ részet. Osszuk fel k szamu egyenl6 ivre, ekkor két szomszédos osztopont

ivtavolsaga 2?7[ A skatulya-elv miatt az «,2a,...,ka, (k+1)a szogek kozott biztos lesz

kett6, amely azonos ivre esik: na és na (n >n,). Ekkor valamely m természetes és n

pozitiv egész szam eseten:

|nla—n2a—mE27r|S2?ﬂ,

|na—m[2;r|£2?”.

Ez azt mutatja, hogy na kozelebb van m[27-hez, mint 2?” ahol k tetsz6legesen nagy

pozitiv egész. Ezt akartuk belatni.

Megjeqyzeés.
A lineéris rekurzidkrol szdmos helyen olvashatunk. Pl.: Reiman Istvan: Nemzetkozi
Matematikai Diakolimpidk 1959-1994, 546-547.0.

98.
Legyen b, :i, ahol n=0,1,2,.... Ekkor
a,

=18 - 3b,,, —6h, -1=0,

m[oam
99R

1
+ =
b,

ocjd

1
bn+1
ahonnan

bn+l =2bn +1 ind bn+l+l:2%n +1D
3 3 3
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Ebbdl kitdinik, hogy ﬁj” +%E olyan mertani sorozat, amelynek hanyadosa 2. Alkalmazva a

mértani sorozattal kapcsolatos ismereteket:

1 _ .. 1g 2™ L
bn+§-2 +§B_ 2 @bn—E(Z ! 1).
Igy akkor
n 1 n AR 1[2 piacey | 0 1
> E:;q :;E(Z 1—1):55%_0”1)5:5(2 2—n—3).
99.

Konnyd latni, hogy a, =5. A rekurzios kepletet atrendezve:

2a ., —7a =./45a> -36.

Ebbdl azonnal kdvetkezik, hogy a sorozat szigorian monoton ndvekedd. Négyzetre emelve:
(1) a§+l_7ana1+l +a1§ +9 :0’
(2) aﬁ —Ta,_a, +a§—1 +9=0.

Az egyenletek megfeleld oldalainak kiilonbségét képezve adodik, hogy

2

A aﬁ—l —Ta, (an+1 - an—l) =
(an+1 _an—l)(an+l ta,, _7an) =

Itt a,,, =a,_, nem lehetséges (szigori monotonitas), ezért

a,, =7a,-a,,,

amibdl a feladat a) allitasa kdvetkezik. Az (1) egyenlet miatt

(i +a,) =9(a,a,. -1),
_1: |:Ia‘n+1 +an

d s o

A baloldalon az a) miatt egy pozitiv egész szam all, valamint ugyancsak az a) allitas miatt a
zarojelben all6 szdm raciondlis. Ezért az utolsdként kapott egyenlet csakis Ugy teljestlhet,
ha a zarojelben egész szam van, amibdl adodik a feladat b) allitasa.

a‘r1+1a'n
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100.*
Tegytuk fel, hogy a sorozat korlatos. Ekkor létezik olyan K szam, hogy minden n-re a, <K.

Igy akkor
Sn <n |:|K - i > L
s, nkK’
tovabba

1
Ga 2 &

Ha az n helyére rendre az 1,2,...,n szdmokat irjuk, akkor kapjuk, hogy

Osszeadva és a mindkét oldalon el6fordul6 tagokat levonva adddik, hogy

10
K > > +—r1+— + +...+
a1+1 al @‘ nH

Ez azonban nem lehetséges. Ismert, hogy az 1+%+%+...+1, an. harmonikus 6sszeg
n

barmilyen nagy lehet, tehat elég nagy n-re K?-nél is nagyobb, amibdl a K >a +K
ellentmondast kapnank.

Megjegyzeés.

A harmonikus 6sszegre vonatkoz6 nevezetes allitast sokféleképpen igazolhatjuk. Elemien
pl. a 2-hatvanyok segitségével:

a —1+l+ + +l 1 10 + 1 +i%
>~ g 49% 6 7 gH Hz“+1 iy ok
Lo,igo@, 1110 gl 1 10, 1.1 1k
+ e e N FTE o S Sy I+=+=4 . +==1+—,
2T B s s s Hox ™ ox H= 2" 2 2 7

k darab

Vilagos, hogy barmely rogzitett K esetén van olyan k, hogy a, 21+§2 K, ami

allitasunkat bizonyitja.
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101.*
Vegylk észre, hogy

2a,,-1=(2a,-1)".

Legyen 2a -1=h, ekkor b, =h?, ahonnan teljes indukciéval addik, hogy b =b?". A
feladatban szerepl6 rekurzios 6sszefuiggessel ekvivalens a kdvetkezd:

(2a, -1)-(2a, -1) = (2a,-1) - (2a, 1),
azaz
' b, ~b, =b, ~h.
Igy a kordbban latottak miatt
b =" b
Ha b, =L ahol r,s0Z, s21, (r,s)=1, akkor a kovetkezd adodik:
S

Dr Dr

28-a8 -Re -2

Feltehetjlik, hogy q a legnagyobb a négy index kozil, ekkor

q P _o4_oP m »>q_om k  50_sk
r.2 :r2 SZ 2 +r.2 SZ 2 _r.2 SZ 2.

Mivel r és s relativ primek, ezért ebb6l az egyenletb6l adddik, hogy r =0 vagy s=1. Ha
r =0, akkor by =0 < :%. Tegylk fel, hogy r #0, ekkor s=1. Az egyenlet:

q p m k
r2 =r? +r% —r?,

Mivel a g, p, m, k indexek kulonb6z6k, ezért csakis |r|=1 lehetséges, hiszen r lehetd

legmagasabb hatvanyaval végigosztva az egyik oldal r-rel oszthaté marad, a masik viszont
-1 maradékot ad majd r-rel osztva. Ha r =1, akkor b, =1 < a, =1 ha pedig r =-1,

, 1.0
akkor b, =-1 - a,=0. Tehat a, 0 [™0,=,1
by 3 3 @2 m
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TRIGONOMETRIA

102.
Tegyuk fel indirekt modon, hogy cos10° racionalis szam. Mivel ismert azonossag szerint

c0s20° = 2c0s*10° -1, ezért ebbdl kdvetkezik, hogy cos20° is racionalis szam. A 92.

feladat megoldasa kdzben azonban igazoltuk, hogy co0s20° irracionalis szam, ezért
ellentmondasra jutottunk. Innen azonnal adddik a feladatban szerepl6 allitas.

Megjeqyzés.

A 36. feladat utan szerepld megjegyzésben olvashatunk az Un. Csebisev-polinomokrol.
Ezek egész egyutthatés polinomok, valamint, ha T, (x) az n-edik Csebisev-polinom, akkor
T,(cosa) =cosna, ahol n természetes szam. Mivel cos20° irracionalis szam, ezért ebbdl

adodik, hogy pl. cosl® is irracionalis szam. Prébaljuk meg igazolni a kovetkez6
allitasokat:

1. a sinl® irracionalis szam.
2. ha 1<n<90, egész szam, akkor cosn® pontosan akkor racionalis, ha n = 60.
103.

Konny( latni, hogy sin1°>0, sin10°>0, sin100°>0, viszont sin1000°<0. Vegyuk
észre, hogy
10™* -10" =360[2510",
ezért
sin (1O”+1)° =sin (10”)°,

feltéve, hogy n=>3, egész szam. Mivel sin1000° <0, igy a fenti harom darabon kivil nincs
tobb pozitiv tagja a sorozatnak.

104.*
Felhasznalva, hogy sin® & +cos” a =1, a bizonyitando:

tg220° + tg?40° + tg°60° + tg80° =36  tg”20° +1tg240° + tg80° = 33,

hiszen tg60° =+/3. Mivel

tga +1tgp
tg(a+p)=———"r,
g(a 'H) 1-tgatgp
ezért
A3
tg2a = 2tg(;¢ & t93a:tga+t92a :3tga tzga.
-t0°x l1-tgatg2a 1-3tg°«

Vegyiik észre, hogy tg?60° =tg®120° =tg*240° =3, igy a
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tg’a (3 - tgzoc)2 _
(1—3tgzoc)2

egyenlet o =20°, 40°, 80° esetén teljestilni fog. Legyen tg°a = x, ekkor a (*) 6sszefiiggés
miatt:
x(3-x)" =3(1-3x)" = x*-33x* +27x-3=0.

Mivel ennek a harmadfok( egyenletnek tg?20°, tg>40°, tg°80° megoldasai, igy a Viéte-
tétel miatt
tg220° + tg?40° + tg280° = 33,

amelyet éppen bizonyitani szerettiink volna.

105.**

A kovetkezd segedallitasra fogunk tamaszkodni: egységsugard korbe irt szabalyos k-szdg
esetén valamely cslcsot a tobbi cslccsal 6sszekotd szakaszok hosszanak szorzata k.

Az dllitas bizonyitasahoz helyezzik el az egységkdrbe irt szabalyos sokszget a komplex
szdmsikon ugy, hogy a kor kdzéppontja a 0 legyen, a sokszdg kivalasztott csucsa pedig az

1. Ismert, hogy ekkor a sokszog csicsai a z“-1 polinom gyokei, az Gn. k-adik

k-1

egyseggyokok lesznek, & :cos%ﬂsin% jelolés esetén: 1, ¢,%,...,¢

A tobbi csucstol vett tAvolsagok szorzata:

|1—g| Ell—gz‘ D.[Il—gk_l‘ =
:‘(1—8)(1—82)...(1—8k_1)‘.

A korosztasi polinom gyoktényezds alakja:

. _1:(Z_]_)(z—g)...(Z—Sk_l),
de

igy
(z—g)...(z—gk'l) =M+ 2%+ 4+,

A z=1 helyettesités utan, mindkét oldal
abszolUtértékeét véve:
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Tekintsik az egységsugaru korbe irt g —
szabalyos (2n+1)-szoget. Az dbra jelolései %

mellett o :2—7[, tovabba
2n+1

25|n— =2sin
h=AA= 2 2n+1

Mivel a sokszdg tengelyesen szimmetrikus
az OA, egyenesre, ezért h =h, ., igy a
segedallitas miatt

hh,..h, =v2n+1,
~ _—
2"sin—"—sin on sin—% =J/2n+1, ~NS—

2n+1  2n+1 2n+1

ahonnan 2"-nel val6 osztéas utan adddik a bizonyitando6 allitas.

Megjeqyzés.
Hasonl6 mddon igazolhatd a kdvetkezd azonossag:
. .2 An-1)x n
smlsm—”...sm( ) = \/;
2n  2n 2n 2

106.
A sikbeli derékszdgl koordinata-rendszerben tekintsiik az alabbi helyvektorokat:

u(ab)., v (c.0), (e 1), v (.h).

Vegyuk észre, hogy a feladatban szerepld kifejezések éppen az ezekbdl képezhetd skalaris
szorzatoknak a vektorok koordinataival kifejezett alakja. A skalaris szorzat definicidja
miatt vilagos, hogy két vektor skalaris szorzata pontosan akkor nem negativ, amikor «

hajlasszogukre: 0°<a <90°. Mivel a \7I vektorok helyvektorok (azaz kdzos kezdépontjuk

az orig0), igy a skatulya-elv miatt van kozottik kettd, amelyek hajlasszdge legfeljebb
derékszdg. Ebbél a fentebb mondottak miatt adodik a feladat allitasa

107.*
Az addicids tételekbdl kdénnyen adodik, hogy

2sinasin g =cos(a - B)-cos(a + ),
ezért
2sin (2k —1) xsin x = cos (2k —2) x — cos 2kx.
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Ha Sjeldli a feladatban szerepld 6sszeget, akkor

C0S 2X —C0S 4X cos(2n—-2)x—cos 2nx
e A P =
n_

10 M 10 1
=1-f——rC0S2X— [ ——rC0S4xX—...— coS2nx =
@ 3 B s5H on-1

10,00 10 1 0O
21_%_554-%_384-".4-2'1_15_0.

Mivel sinx>0, tovabba 0<x< 7, igy egyenl6ség nem teljesulhet, amivel megkaptuk a
feladat allitasat.

2sinx[B5=1-cos2x+

108.*
Tudjuk, hogy
sin(a + ) =sina cos B +cosasin f,

ezért
Sin3¢=Sin(pCOSZg0+COS(pSin2¢:Sin(p(COSZ(z)—Sin2¢+ZCOSZ(p):
. EB 2 1.2 |:| - . .
=4sin CoS” @ ——sin = 4sin ¢sin (60° —¢)sin (60° + ).
@[, C08" = sin” p = 4sin psin (60° —¢)sin (60° + )
Innen
sin gsin (60° — ) sin (60° +¢) = sm43¢.
Legyen

P =sin1°[38in 2°[1.[3in89°[3in 90°,
ekkor, felhasznalva, hogy cos¢ =sin(90°-¢):

29

P =sin30°[8in 60° El_l sinn°sin (60° —n°)sin (60° +n°) =

:Fsin 3°[Sin6°[1.[8In87° =

9
= 4—\/§sin 30°8in60° Erl sin (3m)°sin (60° —3m°)sin (60° +3m°) =

m=.

=%sin 9°[8in18°Ll.[8in81° =
4

= %sin 9°c0s9°sin18°cos18°sin 27°cos 27°sin 36°cos 36°sin 45° =

32 32

= Wsin18° [¢0s18° [8in 36° [¢0s 36° = Wsin 36°8in72°.
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10-2+/5 J10+25

Ismert, hogy sin36° :T és sin72° :T’ ezért végul kapjuk, hogy

P

:3\EE2\EE«1/TO_ 3 /5
2% 16 '

Vilagos, hogy g = 2—?;9 megfelel6 raciondlis szam.

VEGYES FELADATOK

109.
Tudjuk, hogy Os{a} <1, ezert az egyenletben szerepld x csak akkor lehet megoldas, ha

0< x<1. Az egyenlet:
{x3+3x2+3x+1} =x,
{x3+3x2+3x} =x
Ha {a+b} =a, akkor
a+b-[a+b]=4a,
b=[a+D].

Ez azt jelenti, hogy x pontosan akkor megoldasa az egyenletnek, ha 0 < x <1 tovabba

3x*+3x=n,
ahol negész és n=0, 1, 2, 3, 4, 5.
3x*+3x-n=0

= -3+4/9+12n

6

pozitiv megoldasai:

ahol n=0,1,2,3,4,5.
110.
Vilagos, hogy x =0 megoldas. Mivel [x]< x és 0<{x} <1, igy x>0 esetén a bal oldal x-
nél Kisebb, ezért nincs megoldasa az egyenletnek. Tegylk fel, hogy x <0és irjuk fel x-et
x =-a+{x}

alakban, ahol a pozitiv egész szdm. Ekkor az egyenlet:

—a{x} =2007(-a+{%}),
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ahonnan
{3} (a+2007) =2007a « {x} =227
a+2007
Mivel
2007a 2007
<]l a<——,
a+2007 2006
igy a=1, ezert {x _ 2007 és x= —L, ami meg is felel. Két valés megoldés van:
2008 2008
x=0, x= —i.
2008
111

Tekintsiik azt a p(x)=x’+ px+q polinomot, melynek a, b és ¢ gyokei. Ekkor a Viéte-
formulakat alkalmazva:

(a+b+c=0,

Eab +bc+ca=p,

Habe = —q,

Koénnyd latni, hogy
a’+b? +c? = (a+b+c)’ —2(ab+bc+ca) = -2p.

Ha x gyoke a polinomnak, akkor
X =-px-aq,
ezért
a’+b’+c’=-p(a+b+c)-3q=-3q,
tovabba
a+b’+c’ =—p(a3 +b’ +c3)—q(a2 +b? +cz) =3pg+2pq=5pq,

ahonnan a bizonyitandé allitas mar kénnyen kiolvashato.



