ALGEBRA
MASODFOKU POLINOMOK

1.
Hatarozzuk meg az

x2 + px+q=0
egyenlet megoldasait, ha tudjuk, hogy egész szdmok, tovabba p+q=198.

2.
Hatarozzuk meg az 6sszes olyan pozitiv egész p és q szamot, amelyre az

X* = pgx+ p+q=0
egyenlet megoldasai egész szamok lesznek.

3.
A p és g olyan egész szamok, hogy minden x egész szamra x> + px+q>0.
Mutassuk meg, hogy akkor minden valds x-re is teljesul az egyenl6tlenség.

4.

Az egész egyiitthatds x* +ax+b és x*+cx+d masodfoki polinomoknak van olyan
kdzOs gyoke a valos szamok korében, amely nem egész szam. Igazoljuk, hogy a=c és
b=d.

5.
Az x*-3x+q=0 egyenlet valés megoldasai « és S. Tudjuk, hogy «’+p° =1593.
Hatarozzuk meg q értekeét.

6.*
Hatarozzuk meg a legkisebb olyan pozitiv egész a szamot, amelyre igaz, hogy az egész
egyitthatos f(x) = ax® +bx +c masodfokd polinomnak létezik két kiilonbéz6 valds

gyoke a ]0;1] intervallumban.

7.
Az f(X)=ax’+bx+c masodfoki polinom olyan, hogy az f(x)=Xx egyenletnek
nincsen valos megoldasa. Lehet-e valés megoldasa az

FCF(T(X))) = x

egyenletnek?

8.*

Az a, b, c adott valds szamok olyanok, hogy |x| <lesetén |ax” +bx+c/<1. Igazoljuk,
hogy akkor | <1 esetén

‘cx2 +bx+a‘ <2.



9.*
Hatarozzuk meg az 6sszes olyan a és b valos szamot, melyekre teljesil, hogy minden
0<x<1 esetén

‘xz —ax—b‘sl.
8

10.
Adott az f(x)=x*+ax+b masodfoki polinom, amelyr6l tudjuk, hogy az
f(f(x))=0 egyenletnek négy kiilonbdz6 valés megoldasa van, melyek kozil kettd

0sszege —1. Mutassuk meg, hogy b < —%.

HARMADFOKU POLINOMOK

11.
Dontsik el, hogy racionélis szam-e:

a) 2+5+32-15,

b) 3/3+2\/§ +€/3—2\/§.

12.
a) Igazoljuk, hogy az
x> =x-1=0

egyenletnek van 1-nél nagyobb val6s megoldasa.
b) Ezt a valds megoldast « -val jel6lve adjuk meg a

3\/30:2 —-da +§/3a2 +4a +2
kifejezés szamérteket.

13.*
Oldjuk meg a valos szamok kdrében:

a) x3+x2+x:—%, b) x*+3x-2=0.

14.
A péaronként kulonb6z6 x, y, z szamokra teljesil, hogy

x*-3x=y*-3y=72-3z

Hatarozzuk meg x* +y* + z* értékét!



15.*
Az x és y olyan val6s szamok, hogy

X —=3x* +5x =1,
y’ -3y’ +5y =5.

Hatarozzuk meg x +y értékét!

16.*
Tudjuk, hogy a, b és c az x*-3x+1 polinom valos gyokei ugy, hogy a<b<c.
Igazoljuk, hogy akkor

b’-a=c’-b=a’-c=2.

17.
Az f(x) =ax’ +bx’ +cx+d polinom egyiitthatdi egész szamok, harom valds gyoke

van, tovabba ad péaratlan és bc paros. Igazoljuk, hogy a gyokok kdézott van irracionalis
szam.

18.**
a) Jeldlje o a p(x) = x* —3x* +1 polinom legnagyobb valds gyokeét.
Igazoljuk, hogy o®® tizedes tort alakjaban a tizedesvessz6 utan tobb, mint 300
darab 9-es szamjegy szerepel.
b) Jeldlje a a p(x) = x> —3x* —2x+1 polinom legnagyobb valds gyokét.
Igazoljuk, hogy létezik olyan n pozitiv egész szdm, amelyre «"-nek egy pozitiv
egész szamtol vett eltérése kisebb, mint 107°% .

NEGYEDFOKU POLINOMOK

19.
Oldjuk meg a valos szamok kdrében:

a) x'-4x-1=0, b) x' +8x-7=0.

20.
Oldjuk meg a val6s szamok kdrében:

a) x' -10x* -8x+5=0, b) x* —4x® +5x* -2x-6=0.

21.

Van-e valés gyoke a p(x) = x* - x +% polinomnak?



22.
Tudjuk, hogy az x* +ax+b polinomnak, ahol a és b adott valds szamok, két kiilénbéz6é
valés gyoke van. Mutassuk meg, hogy akkor az x'+ax’+(b-2)x* -ax+1

polinomnak 4 kilénb6z6 valds gyoke van.

23.*
Igazoljuk, hogyha az

ax? +(c-b)x+(c-d)=0
egyenletnek van 1-nél nagyobb valds megoldasa, akkor az
ax* +bx® +ox? +dx+e=0

egyenletnek is van legalabb egy valés megoldasa, ha a, b, ¢, d és e valés szamokat
jeldlnek.

PoLINOMOK

24,

Hatarozzuk meg az x* illetve x'’ tagok egyiitthatdit az (1+ x5+x7)20 kifejezés
polinom alakjaban.

25.

Tudjuk, hogy x-nek az x* —a* polinomja osztéja az x" —a" polinomnak, ahol a adott
val0s szam, tovabba k és n pozitiv egész szdmok. lgazoljuk, hogy k az n osztoja.

26.
Hatarozzuk meg azokat az a és b egész szamokat, amelyekre az ax'’ +bx'® +1 polinom
oszthatd az x> —x—1 polinommal.

27.
Hatarozzuk meg az 0Osszes olyan k értéket, amelyre x+y+z osztdja lesz az

x> +y* + 28 + kxyz polinomnak.

28.
Létezik-e olyan polinom, amely minden egész helyen egész ertéket vesz fel és

o .. ,. 1
f6egyltthatoja —?
gy ] 13

29.
Van-e olyan p(x) egesz egyutthatdés polinom, amelyre p(l) =4, p(2) =7, valamint
p(x) -nek van egész gyoke?

30.

A p(x) egesz egyltthatds polinom olyan, hogy létezik négy, paronként kiilonbdz6 egesz
szam: a, b, c és d ugy, hogy p(a) = p(b) = p(c) = p(d) =5. Lehetséges-e, hogy valamely x
egész szam esetén p(x) =8?



31.
Az a, b, c paronkent kalonbdz6 pozitiv egész szamok, a P(x) egész egyutthatos
polinom. Lehetséges-e, hogy egyszerre teljesiljon

P(a)=b, P(b)=c, P(c)=a?

32.
Az egész egylitthatos

p(x) =ax* +bx® +cx’ +dx+e

polinomrdl tudjuk, hogy minden x egész szamra p(x) oszthatd 7-tel. lgazoljuk, hogy
akkor a, b, c, d és eis oszthato 7-tel.

33.
Létezik-e olyan egész egyitthatds, legalabb els6fokd p(x) polinom, hogy barmely k

pozitiv egészre a p(l), p(2), ..., p(k) sz&mok mindegyike primszam?

34.*
Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges, legalabb masodfokl, egész egyitthatds p(x)

polinomhoz talalhaté olyan egész szamokbol allo, nem allandé szamtani sorozat,
melynek nincsen p(k) alaku tagja, ahol k egész szam.

35.
irjunk fel olyan egész egyiitthatds polinomot, amelynek egyik gyoke

a) V2+43, b)) Y2+33.

36.%*
Igazoljuk, hogy talalhato olyan egesz egydtthatds polinom, amely

a)  negyedfokd és gydkea {2++3 +42-43,

b)  otodfokd és gyoke az §2++3 +32-43,

c) n-ed fokl és gyodke az Vz +4/3 +Q/2 -3, ahol n= 2, egész.

37.*
A p(x) =a, X" +..+ax+a, n-ed foku polinom egyutthatdi nem negativ val6s szamok,

tovabba p(4)=2, p(16) =8 és p(8) =4. Hatarozzuk meg a polinomot!

38.*
Az a és b szamok gyokei az x* +x* -1 polinomnak. lgazoljuk, hogy akkor ab gyoke
lesz az x° +x* + x> = x> =1 polinomnak.



39.
Legyen S =x“+y“+Z ahol k természetes szamot jelol, valamint p=x+y+z
g=xy+yz+2zx és r = xyz lgazoljuk, hogy akkor minden k =3 egész szamra:

S< = pSK—l - QS<—2 + I‘S<_3.
(Newton képlete)

405+
Legyen p(x)=x"-x"-x’-x*-x Jelolie a b, ¢, d az x*-x*-x*~-1 polinom

gyokeit. Hatarozzuk meg p(a)+ p(b)+ p(c)+ p(d) értekét!

41.
Jeloljon az f (x) n-ed foku egész egyutthatés polinomot, ahol n=2. Tudjuk, hogy a
polinomnak n darab valos gydke van a ]O;]{ intervallumban Ggy, hogy nem minden

gyok azonos. Jeldlje aa polinom féegyitthatojat. Igazoljuk, hogy |a| >2"+1,

42 **
Tekintsik az f(x)=x"+ax"™"+..+a _x+1 polinomot, ahol az egyiitthatok nem

negativ szamok, tovabbé tudjuk, hogy a polinomnak n darab valos gyoke van. Igazoljuk
a kdvetkezOket:

n .
)

a) f(2)=3
b) f(x)z(x+1)" , hax=0;

C) akzgg,hakzl, 2, ..., n-1

43.
Jelolje X, %,,..., X, az X" +x"* +...+x+1 polinom komplex gyokeit. Igazoljuk, hogy

44,
Legyen P(x) olyan n-ed foku polinom, amelyre teljestl, hogy P(k):ﬁ ahol

k=0, 1, ..., n. Hatarozzuk meg P(n+1) értékét, haa) n=2009, b) n=2010.

45.*
Léteznek-e olyan, 0-tél kilonbdz6 a, b, ¢ valds szamok, hogy barmely n>3 egész
szam esetén létezik olyan pn(x) polinom, amelyre pn(x):x“+...+ax2+bx+c,

tovabba a polinomnak n darab (nem feltétlendl kiilonb6z6) egész gyoke van?



46.*
Hatarozzuk meg az 6sszes olyan n pozitiv egész szdmot, melyre igaz, hogy van olyan

X"EX"T X"+ Ex+]

alakd polinom, melynek minden gyoke valos szam.

47>
A P,(x) polinomsorozat a kivetkez8 modon van adva:

P (x)=0,R(x)=1¢és P,(x)=xP,_ (x)+(1-X)P_,(x).

Hatarozzuk meg a sorozat n-edik tagjanak valos gyokeit n=>2 esetén.

48.
Létezik-e olyan pozitiv egész n, hogy sin(2nx) felirhat6 a sin x polinomjaként?

49.**
A P(x) val@s egyiitthatos, legalabb els6fokd polinom olyan, hogy helyettesitési értéke

barmely x val6s szam esetén nem negativ. lgazoljuk, hogy létezik olyan Q(x) és R(x)
val@s egyutthatds polinom, hogy

P(x)=Q" (x)+R(x)

minden valds x esetén.

50.*
Létezik-e olyan valds egyutthatds P(x, y) kétvaltozds polinom, hogy

a) P(x,y)>0 barmely valos x és y szamokra?

b) barmely c>0 esetén van olyan valds x s y, hogy P(x, y) =c?

EGYENLETEK, EGYENLETRENDSZEREK

51.
Oldjuk meg a val6s szamok halmazan:

X2 +x-1+4x=x? +1=x% = x+2.

52.
Oldjuk meg a val6s szamok kdrében:

(3x+1)(4x+1)(6x+1)(12x+1) = 2.



53.
Oldjuk meg a val6s szamok halmazan:

a) 2x3:(3x2—x—1 1+x, b) 16x3:(11x2+x—1}\/x2—x+1.

54.*
Oldjuk meg az alabbi egyenletet a pozitiv szamok halmazan:

3\/x3 _14 +3\/E+3x—3x2 =X.
X X

55.
Oldjuk meg a valos szamok halmazan a kdvetkezd egyenletet:

(2x+1)" +y? +(y-2x)" =

Wl

56.*
Oldjuk meg a pozitiv szamok halmazan az alabbi egyenletet:

(x+y+2z)?=x*+y®+2% +12.

57.

Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan:
XJY—-1l+yJdx-1=xy.

58.*

Oldjuk meg a valos szamok koérében, ahol a valos paramétert jeldl:

Ja-+Ja+x =x

59.
Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet a pozitiv valds szamok korében:

x> =x=1=2"-log, (x2 +2X)

60.
Oldjuk meg a pozitiv valos szamok kdrében:

(8" -5°) (7 —2) (6" -4*) +(9* —4*) (8" -3)(5* - 2*) =105"

61.*
Oldjuk meg a valos szamok kdrében:

(4x3 —8)(3Sinx —1)+(2X3 —4)sinx: 0.



62.
Oldjuk meg a valos szamok halmazan:

27 -7}/73B* +6 =6.

63.
Oldjuk meg a valos szamok kdrében:

x> =3x+/X+2.
64.*

Oldjuk meg a pozitiv valos szamok kdrében:

Px+3+YV5-2=Vx-3+3\B+2.

65.
Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valds szamok korében:

5

E(c+d +e)
[d +e+a)
E(e+a+b)
aa+b+c)5

Bb+c+d)5

Gl
1

3a,
3b,
3c,
3d,
3e

66.*
Oldjuk meg a kdvetkez0 egyenletrendszert a valds szamok halmazan:

5x%+ - 2Eﬂz,
y

5y - 4

y% X2+y2E>

x
+

[N

67.*
Az a és b valos szamokra

Fa® - 3ab’ =8,
533 -3a’b=11.
Hatarozzuk meg a” +b® értékét!

68.*
Adjuk meg azokat az a, b, c szamokat, amelyekre az x°+ax* +bx+c=0 egyenlet

megoldasai rendre egyenlék az x* -3x+1=0 egyenlet harom megoldasanak az 6todik
hatvanyaval.
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69.*
Legyenek az x® —2x* - x+1=0 egyenlet valos megoldasai a, b és c.
Mennyi a’b+b’c+c’a értéke?

70.*
Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletrendszert a valds szamok halmazan:

(X+y+z=0,
E]x3 +y°'+7° =18,
%(7 +y' +2' =2058.

71.*
Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletrendszert a valds szamok halmazan:

[A+b=8,

Eab+c+d =23,

~d +bc = 28,

Fed =12.

FUGGVENYEGYENLETEK

72.
Hatarozzuk meg az 0sszes olyan f:R - R fuggvényt, melyekre teljesil, hogy minden
X-re

2f (x+2)+f (4-x)=2x+7.

73.
Hatarozzuk meg az osszes olyan f :R\{0;1} — R fiiggvényt, amelyekre teljesul, hogy
minden, az értelmezési tartomanyban 1évd x szamra

f(x)+ f B H=x.

[-x0O

74.
Az f:R - R flggvény olyan, hogy minden x-re

x+ f(x) = f(f(x).
Oldjuk meg az f(f(x))=0 egyenletet!

75.
Létezik-eolyan f:R - R és g:R - R fuggvény, hogy minden x-re

f(g(x)=x* és g(f(x))=x*?
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76.*
Az f:Q - Q fluggvény olyan, hogy barmely X, y racionalis szdmok esetén

f (x+y)=f(x)+ f(y)+80xy.
Adjuk meg az 6sszes ilyen f fliggvényt!

77*
Igazoljuk, hogy nincs olyan f :R* - R" fliggvény, amelyre teljesil, hogy barmely x, y

pozitiv szdmokra
(x*+y) £ (1(x)y) =1 (£ () + £ ()

78.
Hatarozzuk meg az 6sszes olyan f :Q - Q fliggvényt, amelyre teljesil, hogy barmely

X, yOQ esetén
f(x+ £ (y)) =y+ 1 (%),

79.
Hatarozzuk meg azokat az « értékeket, melyekre létezik olyan f : R — R, konstanstol

kilénboz6 flggvény, hogy
fa(x+y)= £ (x)+ 1 (y).

80.*
Létezik-e olyan f : R — R korlatos fuggvény, hogy f (1) >0, és barmely valos X, y
szamok esetén

f2(x+y)=f2(x)+2f (xy)+ f*(y) ?

81.
Létezik-e olyan f :7Z — 7Z fuggvény, hogy minden negész szdmra

f(f(n)):n+1?

82.**
Létezik-e olyan, f :R - R fuggvény, hogy minden x valos szamra

f(f(x))=x-22

83.%*
Hatarozzuk meg az 0Osszes olyan f:R" - R* fiiggvényt, amelyre teljesil, hogy
minden x>0 szamra

f (f (x))+2f (x) =15x
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84.*
Hatarozzuk meg az 6sszes olyan f :R — R fliggvényt, amelyre

f Oy + (X)) =x (v)+f (x)
barmely x, y valds szamok esetén.

85.
Hatarozzuk meg az 6sszes olyan f :R — R fuggvényt, amelyre teljesul, hogy

t(y)=1(x+y)
barmely x és y irracionalis szamok esetén.

86.*
Hatarozzuk meg az 6¢sszes olyan f :R - R fuggvényt, amelyre teljesul, hogy barmely

valds x esetén
f (xz) =f%(x) és f(x+1)=f(x)+1.

EUKLIDESZI SZERKESZTHETOSEG

87.
Adott az egysegnyi hosszl szakasz a vegpontjaival. lgazoljuk, hogy azok a szakaszok,

amelyek hossza a H :{a+b\/5:a, b, cOQ, ¢>0, \/EDQ} halmaz eleme, mind
szerkeszthet6k euklideszi modon. (A H elemeit kvadratikus irracionalisoknak hivjak.)

88.
Igazoljuk, hogy a H halmazbeli egytthatokkal felirt masodfokd polinomok gyokei
szerkeszthetOk az egységszakasz birtokaban euklideszi médon.

89.

Igazoljuk, hogy egy pont pontosan akkor szerkeszthet6é euklideszi mddon, ha
koordinatai megkaphatok a raciondlis szamokbol az alapmiveletek és a
négyzetgyokvonas véges sokszori alkalmazésaval.

90.**
a) lgazoljuk, hogyha az f raciondlis egydtthatés harmadfokd polinomnak az

a+byJc (a, b, cOQ, «/ED@) szam gyoke, akkor az a-byc szamis gyoke, valamint
a harmadik gyoke racionalis szam.

b) lgazoljuk, hogyha az f racionalis egyltthatds harmadfoku polinomnak nincs
racionalis gyoke, akkor nincs a+byc (a, b, cOQ, \/EDQ) alaku gyoke sem.

c) lgazoljuk, hogyha egy racionalis egyitthatdés harmadfokd polinomnak nincs
racionalis gyoke, akkor egyik gyoke sem szerkeszthet6 euklideszi modon.
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91.

Igazoljuk, hogy a déloszi probléma (kockakett6zés) nem oldhaté meg euklideszi
maodon. (Tehat, ha adott egy egységnyi €l kocka, akkor nem tudjuk egy kétszer akkora
térfogat kocka élhosszisagat megszerkeszteni.)

92.
a) lgazoljuk, hogy a 20°-0s sz0g nem szerkeszthetd euklideszi médon.

(Igy nincs olyan euklideszi szerkesztés, amely barmely adott sz6get harmadol.)
b) Igazoljuk, hogy szabalyos kilencszog nem szerkeszthetd euklideszi modon.

93.
Felhasznélva, hogy a 20°-0s szdget nem lehet megszerkeszteni, adjunk valaszt arra a
kérdésre, hogy milyen n pozitiv egészekre szerkesztheté n° -os sz6g?

94 **
Igazoljuk, hogy szabalyos hétszog nem szerkeszthetd euklideszi médon.

95.*

Tekintsik azt az egyenld szaru haromszdget, melynek alaphoz tartoz6 szdgfelezdje
egységnyi, a szarakhoz tartozé szogfelez6k hossza pedig 4 egység. Bizonyitsuk be,
hogy ez a haromszdg nem szerkeszthet6 meg euklideszi modon. (Igy altalaban nem
szerkeszthet6 meg euklideszi mddon a haromszég a harom bels6é szdgfelezd szakasz
birtokaban.)

REKURZIV SOROZATOK

96.
Legyen az (a,) sorozat a kovetkezo:

a, =1799, a, =1828 ¢és a, = 2 1

n

ahol n pozitiv egész. Mivel egyenl6 a,;,, ?

Q7.x*
Tekintstk az

1 2
8=18=> 8,=""a,
rekurzidval meghatarozott (an)sorozatot, ahol n pozitiv egész. Bizonyitsuk be, hogy

létezik olyan n amelyre
a, >0,99999.

98.
Az (a,) sorozat olyan, hogy a, =3, tovabba (3-a,,,)(6+a,) =18, ahol n=0,1,2,....

Hatarozzuk meg Zi zart alakjat!
= &
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99,
Az (a,) sorozat olyan, hogy a, =1, tovabba

_7a,+./458% -36

+1 2

ahol n=0,1,2,.... lgazoljuk, hogy

a) an pozitiv egész minden n-re,
b) aa,,, —1 teljes négyzet minden n-re.

100.*
Legyen a =1¢és a,, =a, +i, ahol s, =@ +a, +...+a,. Korlatos-e az a, sorozat?
S

101.*
Az (an) sorozat tagjaira: a,,, =2a’—2a_+1, ahol n=0,1,2,.... Hatarozzuk meg az
0sszes olyan a, racionalis szamot, amelyhez létezik négy, paronkeént kilonb6z6 k, m, p
és g index ugy, hogy

8,78, =8, &

TRIGONOMETRIA

102.
Igazoljuk, hogy cos10° irracionalis szam.

103.
Hany pozitiv szdm van az alabbi sorozatban:

sin1°, sin10° sin100° sin1000°,... ?

104 .**
Igazoljuk, hogy
1 1 1 1
+ + +
cos?20° cos?40° cos®60° cos’80°

105.**
Igazoljuk, hogyha n pozitiv egész, akkor

T .2 . hr V2n+1

sin Sin [1.[8In =
2n+1 2n+1 2n+1 2"
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106.
Adott 8 valos szam: a, b, c, d, e f, g, h. Tekintsik a bel6lik képzett

ac+bd, ae+bf, ag+bh, ce+df, cg+dh, eg+ fh
szamokat. lgazoljuk, hogy a szamok kozétt biztosan van olyan, amely nem negativ.

107.*
Az x val6s szémra teljesil, hogy 0<x<. lgazoljuk, hogy tetszéleges n pozitiv
egeészre a
sin3x  sin5x sin(2n-1) x
+ +..+

sin x+
5 2n-1

0sszeg ertéke pozitiv.

108.*
Igazoljuk, hogy létezik olyan q racionalis szdm, hogy

sin1°[8in 2° [1. [8in 89° 8in 90° = gv/10.

VEGYES FELADATOK

1009.
Oldjuk meg a valés szamok koérében, ha {a} az a valds szam tort részét jeloli:

{(x+1)3} =x.

110.
Oldjuk meg a val6s szamok koérében az

[x] Eﬂx} =2007x
egyenletet.

111.
Tudjuk, hogy a+b+c=0. Igazoljuk, hogy

2(a5 +b° +c5) :5abc(a2 +b? +cz).



