Virag Balint — Véletlen Grafok/1 Szerkesztette: Bunth Gergely

Véletlen grafok

Példak:
Kévéra vizet ontiink és alul kifolyik a viz:

@
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o

Olaj vagy viz atszivargasa egy kozetrétegen:

Mind az olaj, mind a viz bekeriil egy rendszerbe, mely makroszinten nem irhato le,
mikroszinten azonban a folyadék valamilyen véletlen tényezOk alapjan juthat keresztiil
a a kozet, illetve a kavé részecskéi kozott. Az ilyen rendszereknek probalunk meg
modellt talalni.

Kiindulas:
Alapgraf: m x n-es vagy végtelen négyzetracs, racs, végtelen fa...

Csinalunk beldle véletlen grafot (perkolaciot):
- Vesziink egy érmét, amely P valosziniiséggel lesz fe;j.
- Feldobjuk az érmét minden ¢l esetében ¢€s ha fej, akkor az adott €l nyitott €l.
- Az altal, hogy az ¢l nyitottd valik, azon az uton a folyadék keresztiil &ramolhat az 6t
koriilvevo részecskék kozott.
Ezaltal biztositjuk a graf bejarhatdsdganak véletlenszertiségét.
Definicio: A perkolacio fiirtjein a graf nyitott élekbdl allo részgrafjanak azon 6sszefiiggd
részgrafjait értjiik, melyek nem bdvithetdek.

Kérdések: A { N Z
- At lehet-e jutni A-bdl Z-be nyilt éleken keresztiil? \\ "‘—,.-"f-—--...._
- Végtelen graf perkolaciojaban van-e végtelen fiirt? ] ( )
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Megjegyzés: Az nyilvanvald, hogy barmilyen P <1 valoszinliség mellett pozitiv
valosziniiséggel nincsen O-bdl induld végtelen fiirt. Hiszen mivel O fokszdma
véges, ezért pozitiv valdsziniiséggel nincsen O-bol induld nyilt €l.

Jelolés: Ppjeloli, hogy P valdszinliségli érme mellett milyen valdszintiséggel van O-bol
indul6 végtelen fiirt a perkolacioban.

Ha P kicsi, akkor csak elvétve talalok éleket, tehat Pp egy darabig nulla, utana valahogy igy
néz ki a fliggvény. Ha felrajzoljuk Pp-t P fliggvényében, akkor kb. ilyen abrat
kapunk:

P

|
142 1 P

Tétel: P, P-nek monoton névo fiiggvénye.

A bizonyitashoz a csatolds modszerét alkalmazzuk, mely sordn ugy allitunk eld véletlen
perkolacidkat, hogy azok ,,egymasra épiilnek”. Minden nagyobb P-hez tartozo
perkolacié tartalmazza majd az 6sszes kisebb P-hez tartozé perkoléaciot.

Ap: P val6sziniliségli érme mellett az az esemény, hogy a perkoldcioban van végtelen

furt.

Megvalositjuk a perkolaciot kettd kiilonbozd P valdsziniiségre egyszerre:
01
- 0,38

Minden élre irunk egy x(e) szamot a [0,1] intervallumbdl ugy, hogy x(e) egyenletes
eloszlasu ezen az intervallumon.

P, valdsziniiséghez tartozo perkolacio azon ¢€lek dsszessége, melyekre x(e) nem
nagyobb mint P;.

P, valdsziniiséghez tartozd perkolacio azon €lek 6sszessége, melyekre x(e) nem
nagyobb mint P».
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Ha P, nem nagyobb, mint P,, akkor P,-hoz tartozo6 perkoléci6 tartalmazza a Pi-hez
tartoz6 perkolacié minden élét. Igy ha van a P;-hez tartozo perkolacioban végtelen
fiirt, akkor P,-hoz tartozo perkolacioban is van, vagyis:
P(4p) < P(A4p,), mert Ap-bol kdvetkezik 4p,. Tehat P, monoton.

Definicio: P. kritikus perkolacio valoszinliség, ha minden P < P.re P(4p) = 0 és minden P >

P.re P(4p) > 0.

Hamasley tétele (1960): A négyzetracson 1/2 < P..
Kesten tétele (1980): A négyzetracson P, = 1/2.

Kolmogorov féle 0-1 szabaly:

Definicio: Legyenek A4,, 4., 4;... fliggetlen események ¢és tegylik fel, hogy a B esemény fligg
az A; eseményektol. B-t definicid szerint stabilnak nevezziik, ha nem valtozik
semelyik véges sok 4; megvaltoztatasaval. Példaul:

Ai: Az i. €l nyitott a perkolacioban.
- B: Van végtelen fiirt a perkolacidban.
- B: Végtelen sok végtelen fiirt van a perkolacioban.
- Nem ilyen: B’: Kettd végtelen fiirt van a perkolacidban.
A Kolmogorov-féle 0-1 szabaly azt mondja ki, hogy minden stabil esemény valdsziniisége 0

vagy 1.

Bizonyitas:
3. =zint
2. z7int
1. =zint

ON0 szint

Legyen Z, az a valoszinliségi valtozo, amely azt mondja meg, hogy az n. szinten hany
csucsot kot 0ssze nyilt élekbdl allo ut O-val és jelolje E(Z,) az Z, varhato értékét.

Z] = 1

Vilagos, hogy

E(Z)=0-(1-P)y*+1-2P(1 - P) +2-P*=2P.

Masrészt ha X; az egyik, X> a masik agon 1évé megfeleld csucsok szamat jelzo
valoszinliségi valtozo, akkor Z,= X, + X, igy E(Z)) = E(X)) + E(Xz) = 2P.
Mivel X; és X, szerepe teljesen szimmetrikus, ezért varhatd értékiik egyenld.
Kovetkezésképp E(X) = E(X;) = P.

Nyilvanvalo a kovetkezo is:
Ha Z, értéke z, azaz egy adott esetben az 1. szint z darab pontjat koti ssze nyilt €l O-
val, akkor E(Z,) = 2P-z. Tehat E(Z,) = E(Z))-2P.

Ugyanigy kapjuk altaldban, hogy E(Z;- ) = E(Z,)-2P, tehat E(Z,) = 2P)".

Ebbdl kiszdmolhatjuk az O-val 6sszekotott csicsok szamanak varhaté értékét. Ha 'Y
jeloli azt a valdsziniiségi valtozot, amely az O-val 0sszekotott csucsok szamat adja
meg, akkor Y=Y Z, vagyis

E(Y) =2 E(Z) =% (2P) =a,

ahol az 0sszegzés 0-t0] végtelenig értendd.
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Ha P < 1/2, akkor a Y i<,<, (2P)' sorozat konvergens, tehat a Y (2P)’ végtelen sor
Osszege véges, érteke a = 1/(1 — 2P).

Ha 1/2 < P, akkor a {(2P)'} végtelen sor tagjainak osszege végtelen. Igy

- ha P<1/2, akkor E(Y) < 0.

- haP>1/2, akkor E(Y) = .

Emiatt ha P < 1/2, akkor 1 a valdsziniisége, hogy Y véges, vagyis 1 a valdsziniisége,
hogy nincs O-hoz kapcsolddo végtelen fiirt.
(P=1/2 esetén E(Y) = x, és 1 a valoszintisége, hogy Y véges)

Ebbdl a bizonyitasbol azonban még nem deril ki, hogy mi a helyzet, ha P > 1/2. Hogy ezt
megtudjuk, bevezetiink egy 1j jelolést:

Definicié: Jelolje g, annak a valdszinliségét, hogy O nincs 0sszekotve a k-adik szinttel!

Ekkor vilagosak a kovetkezok:
q0=0,q1=(1 - P)* és
q>= (1 —P)2 + 2P(1 —P)ql + f)z(]l2
0. és 1. szint kozott: 0 nyitott €l 1 nyitott ¢l 2 nyitott ¢l
Nyilvanvald, hogy hasonlé 0sszefliggés van barmely két szomszédos szint kozott, igy
qs = (1 —P)2+ 2P(1 —P)QQ+ PZQ22
¢és altalaban, bevezetve az
f(x)= (1 - P)*+2P(1 — P)x + P°x*
jelélést qi+1= f(qk)
Ez egy iteracio, amelynek fixpontja kielégiti az x = f(x) egyenletet. (Megjegyezziik,
hogy a mi fiiggvényliink, vagyis binaris fa esetén a fliiggvény masodfoku, az egyik
fixpont x = 1 és a mésik a gyokok és egyiitthatok kozotti dsszefiiggésbdl azonnal

szamolhatd. De az altalanos esetben, tehat ha mas perkolaciorol van sz6, akkor mar
nincs ilyen kénnyli dolgunk. Ezért bemutatjuk azt az eljaras, ami altalanosabban is

megy.)
Abrazoljuk az x — y koordinatarendszerben az y = f(x) fiiggvényt. (Alabb lathatd P =
2/3 esetén.)

f(x)
y=x

114

142 114

Jeldlje g az f(x) = x egyenlet legkisebb megoldasat a [0,1]-en. A képbdl ugy tlinik,
hogy ha k—o0, akkor ¢i—¢, azaz lim g, = q. Ha ez igaz, akkor annak a valosziniisége,
hogy van olyan szint, ahova nem jutunk el: g = 1 — P(4p).
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A fiiggvény igy néz ki, hiszen

- fkonvex,
-f0)=(1-P)*>0(0<P<l-re),
- =1.

Tekintsiik most az f fiiggvény derivaltjat:
£ (x)=2P(1 - P) + 2P,

és f(1)=2P(1 — P) +2P*=2P = E(Z)), vagyis P < 1/2 esetén (1) < 1. Ez azt jelenti,
hogy az y = x egyenes eldszor az (1|1) pontban metszi a gérbét, azaz g = 1. Ha tehat
2P <1, P<1/2, akkor 1 valoszinliséggel nincs origdbdl indul6 oo fiirt.

Ha viszont 2P > 1, akkor az (1|1) pont el6tt is van metszéspont, tehat g < 1. Ez azt
jelenti, hogy pozitiv valdsziniiséggel van origobdl induld végtelen fiirt.

Megmutatjuk, hogy utobbi esetben, tehat ha P > 1/2, akkor 1 valdsziniiséggel van a

perkolacidban végtelen fiirt.

Bizonyitas:
Vizsgaljuk annak az esélyét, hogy a k. szinten van egy végtelen fiirt legmélyebb csucsa.
A fentiek alapjan ez a fiirt pozitiv ¢ valoszintiséggel a 0. szintr6l indul, azaz 1 — ¢
valdszintiséggel a 0. szintrél nem indul végtelen fiirt. Jeloljiik #-val annak
valoszintiségét, hogy az elso & szintrdl, azaz a 0.,1., ..., k — 1. szintr6l nem indul ilyen
fiirt. Ezek szerint ¢, = 1 — g valdszinliséggel nem indul végtelen fiirt a 0. szintrél. De
ezen belil legaldbb g valoszintiséggel indul az 1. szintr6l, hiszen az 1. szinten ketté
vagva a fat 2 az eredeti binaris fival megegyez6 fat kapunk. Altalaban is igaz, hogy
legalabb g, valosziniiséggel indul végtelen fiirt a k. emeletrdl, hiszen az els6 szinteket
elhagyva véges sok, az eredeti binaris faval megegyezd fat kapunk, s mar ezek egyikén
is q valoszintiséggel indul végtelen fiirt a 0. szintrdl. Tehat #;. <t — gt, = (1 — @)t.
Mivel £, = 1 — g, ezért azt kapjuk, hogy # < (1 — ¢)~.
Annak a valosziniisége tehat, hogy nem indul végtelen fiirt az elsé k szintrdl kisebb
mint (1 —¢g)", ésha g >0, akkor n— oo, lim (1 —x)"=0 , ez pedig éppen azt jelenti,
hogy 0 valosziniiséggel nincs a perkolacioban végtelen flirt.

Mi torténik a ,,3 felé 4gaz6 fan”? Mi torténik a sikon? Mi torténik végtelen négyzetracson?
Tekintsiik példaul az n x 2n-es négyzetracsot, és legyen V,,», az az esemény, hogy
atjuthatunk az egyik n hosszl oldalr6l a masik n hossza oldalra.

Kérdés: Ha ismeretiink van a perkolaciorol nx2n-es racs esetén, nyujt-e ez szamunkra
informdciot példaul a 2n x 4n-es négyzetracsra?

Sejtés: V,2~Vanan, ha P—1/2 és n—o0. Vagyis ha elég nagy a téglalap alaku récs,
akkor minden hasonl6 alaku racsra a valdszinliség koriilbeliil ugyanakkora. Ezt még
nem sikeriilt bizonyitani.

Tétel: Minden g-ra létezik olyan ¢, és c», konstans, hogy az nxgn-es téglalapban legalabb cy,,
de maximum ¢, eséllyel lehet az egyik oldalrol a masikra 4t menni, ha P = 1/2.
A perkolacioelmélet nemcsak ilyen négyzetracs-modelleket, hanem példaul hatszogracs
modelleket is vizsgal.Itt a hatszogeket szinezziik feketére vagy fehérre.
Ebben az esetben a fent emlitett esélyrdl ismert, hogy létezik limesze, ha n tart a
végtelenhez.
Mindkét esetben azt tapasztalhatd, hogy az atjutas esélye a P valdszinliségtol és az
alapgraf alakjatol fiigg, nem a nagysagatol.
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Fizikusok sejtik, hogy ez az esély g-nak valamyilyen bonyolult polinomialis
fliggvénye.

Most tekintsiink egy masik alapgrafot, a téglalaphoz hasonloan egy négyszdget:

xn

= 5

A négyszoget egy n oldali szabalyos haromszdgbdl kaptuk. x 1-nél nem nagyobb nem
negativ szam. Megkérdezziik a négyszog két szemkdzti oldala, az xn hosszisagu oldal
¢s a vele szemkdzti oldal kozti sszekottetés valdszintiségét.

Sejtés: Ez a valoszinliség x-hez tart. (Nem pontosan definidlt az it a haromszdgben,
kiilonb6z6 modokon is lehet azt definidlni. Négyzetraccsal alkalmasan ki lehet
bélelni.) Ez altalaban nincs bizonyitva.

Cardy sejtése, hogy ha a haromszoget hatszograccsal ,,béleljiik ki~ és a hatszogek vagy
nyiltak vagy zartak, akkor ez az esély, nagyjabodl x, ha n—oo. Szmirnov bizonyitotta
2000-ben, amiért Fields-érmet kapott.

1 1
Tétel: Egy n x (n + 1)-es négyzetracs esetén, ha P = 5 »ezaz esély tart az 5 -hez.

Bizonyitas: Képzeljiink el egy hazat, ebben a hdzban a graf élei a falak, a falak kozott szobak
vannak:

A kivastagitott rész az eredeti 4x5-0s négyzetracs. Ezek a falak magukba foglalnak 8
szobat, az 4bran lathaté modon kiegészitjiik még 4-4 szobaval. A falakban az egér
mozog, a szobakban a macska. Két eset lehetséges. Vagy az egér a kivastagitott részen
a falak elhagydsa nélkiil at tud menni a bal oldalrél a jobb oldalra, vagy a macska a
fenti 4 szobabol az als6 négy szobaba, fal keresztezése nélkiil. Ezek koziil pontosan
egy teljesiil.

A kovetkezo6 dolog, amit észre kell venniink, hogy itt van egy rejtett szimmetria. Van a
vilagnak egy olyan transzformacidja, ami az egeret macskdba, a macskat egérbe viszi.
Kossiik 0ssze a szomszédos szobak kozepét egymassal! A macska akkor juthat le
fentrdl az alsé négy szobaba, ha a kapott abrdn az egér lejuthat a ,,behtzott falakon
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keresztiil”, az eredeti graf dudlisaban. Ezzel a 1épéssel az eredeti abra kilencven fokos
elforgatottjat kapjuk. E szimmetria azt mutatja, hogy a két esély egyenld nagysagu

: 1 . .1 :
(hiszen P = ) ¢s igy dudlisban is ) eséllyel lesz egy ¢l nyitott). Masrészt az elsd

. . 1
megallapitas miatt 6sszegiik egy, igy mindkét esély 5



