Szoldatics Joztsef: ,, Vegyuk észre...” feladatok megoldasa ,, észrevétientl”

, Vegyuk észre...” feladatok megoldasa ,, észrevétlenil”

Az 50. Ratz LaszI6 Vandorgyilésen (Kecskemeét) dr. Csorba Ferenc (Gyér) nagyon élvezetes
eléadast tartott a Kvant feladataibdl. Az el6adésara foképpen algebrai feladatokat val ogatott.
Ott az egyik feladat kapcsan haromszor is elhangzott a ,vegyik észre...” kezdetii mondat.
Elmondésa szerint ennek a feladatnak a Kvant-ban sem jelent meg mas megol dasa.

Az emlitett feladat egy sorozat n-edik elemének zart alakban vald megadésa volt. A
vandorgytilésem megbeszét sorozatok a kovetkezék (az eredeti sorozatok képzési szabdyét
kicsit megvatoztattam a magyar jel6léseknek megfeleléen, de ez a vétoztatas nem érinti a

[ényeget):

1feadat g :%]'(an_l+]_) ns 2 &  a=0

2. feladat _ nln-1) A =
A e t) 2 & a0

3. feladat ___(n+2)n(n-1) 3 ' -
% (n+4)(n+3)(n+2)(a“'1+1) n* 2 = a0

Mindhd&rom esetben a megoldas menete az elemek kiszamolasa volt egy darabig, mad a
,vegyuk észre, hogy ezek az elemek teljesitik a kdvetkezé Gsszefliggést...” és végll teljes
indukciés befgjezés kovetkezett. Minden feladatot elkezdink most is igy megoldani, majd
befejezzik mas modon.

1. feladat megoldasa
Szamitsuk ki sorban az elemeket:

a=0

Kiaakul az a sgjtés, hogy
~n-1

2
Ez az sszefliggés még megsejthetd, de most oldjuk meg sejtések nélkal!

Rendezziik & a sorozat képzési szabayat a kdvetkezé modon:
~n-1
a,=~~(a,,+1)

= ga, v )
Irjuk fel asorozat €l6z6 elemeit is ezen a modon:
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na, =(n- a,, +(n- 1)
(n- 2, ,=(n- 2Ja, ,+(n- 2)
(n- 2)a, ,=(n- 3)a, s +(n- 3)

3a,=2a,+2
2a,=a +1
Adjuk dssze az egyenleteket. Vegyik figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két
oldalon:
na,+(n-1a,,+..+2a,=(n-1a,, +..2a,+a +(n- )+(n- 2)+..+1
na, =a, +[1+2+3+..+(n- 1)]
azaz

na, =a +[1+2+3+..+(n- 1)]=a + n(n- 1)

mivel asorozat elsé eleme a, =0, ezért

na, = n(n2- 1)
n-1

2
Es ezt szerettilk volna bizonyitani.

2. feladat megoldésa
Szamitsuk ki sorban az elemeket:

8,=0
231 2 1
=— - 1) =— 1)==
a, 4>G(al+) 12(0+) -
_3% _6ad 0.6 7_7
_5x4(a2+1) 2086 71" 2076 20
43

127 ,0_2 27 _27
% =6 " 30820 " 5575720 " 50
Kiaakul az a sgjtés, hogy
(n- 1)(2n+1)

10(n+1)
Itt mar vannak kételyeim azzal kapcsolatban, hogy hogyan |ehet ezt észrevenni. Oldjuk meg
sgjtések nélkll afeladatot!

Rendezziik & a sorozat képzési szabdyat a kdvetkezé médon:

&= (e 2 +]) 2(2)(n1)+ )

(n+2)(n+1)a, =n(n- 1)a,, +n(n- 1)
Szorozzuk végig mind a két oldalt (n+1)n-nel, ami nyilvan nem nulla. Azért ezt a kifejezést

véllasztottuk, hogy a rekurzids Osszefliggésiinkben az index |éptetése utan egyforma
egyutthatdk jojjenek |étre akét oldalon.

(n+2)(n+1Pna, = (n+1n*(n- 2a,_, +n*(n- 1)
A jobb oldal mésodik tagjé kifejtve
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(n+2)(n+1)°na, =(n+1)n?(n- 1)a_, +n*- n?
irjuk fel asorozat €l6z6 elemeit is ezen amodon:
(n+2)(n+1°na, = (n+1)n*(n- Ja,_, +n*- n
(n+2)n*(n- 2)a, , =n(n- 1f(n- 2Ja, , +(n- 1) - (n- 1
n(n- 1f(n- 2Ja,_, =(n- )(n- 2°(n- 3a, , +(n- 2)'- (n- 2f
554533, =4X3 Ra, +3* - F
43 x2a, =322 Aa, + 2" - 22

Adjuk Ossze az egyenleteket. VVegyik figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két
oldalon:

(n+2)(n+1)na, :12a1+én i*- énl i2 :12a1+én i*- én i2
i=2 i=2 i=1 i=1
azaz
n(n+1)(2n+1)3n° +3n- 1) n(n+1)2n+1)

30 6

n+2)n+1fna =12a +
(n+2)(n+1’na, =12a,

_ n(n+1)(2n+1)é3n*+3n-1 0_ n(n+1)(2n +1)(3n% +3n- 6) _
=12a + 5 g = 1H =12a, + 0 =
120, + (n+2)(n+ 1);1(()n - 1)(2n+2)

mivel asorozat elsé eleme a, =0, ezért
n+2)(n+1n(n- 1)(2n +1)
10
(n- 1)(2n+1)
10(n+1)
Es ezt szerettilk volna bizonyitani.

(n+2)(n+1Pna, =

3. feladat megoldasa
Szamitsuk ki sorban az elemeket:
3,=0
3:2:1 1
= +1)=—(0+1)=—
% 6>6><4(al ) 20( ) 20
432 )_4ae1 @_4&_3

A )= dEl 0.4 S
% 7><6>6(a2 35&20 g 35 20 25

a, = 5X4>G(a3 +1):£gai+ 9:2)(@:&
8 X7 6 28625 g 28 25 5
Kidakul az a sgjtés, hogy
_(n-2)n
%= 10n+2)
Itt is vannak kételyeim azzal kapcsolatban, hogy hogyan lehet ezt észrevenni. Oldjuk meg
sgjtések nélkll afeladatot!

1

Rendezziik & a sorozat képzési szabdyat a kdvetkezé médon:
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n 5”4;(:])2(2)(”11 2) (@, +1)
(n+4)n+3)(n+2)a, =(n+1n(n- Ya, , +(n+1)n(n- 1)

"

Szorozzuk végig mind akét oldalt (n+3)(n+2)°(n+1)°n-nel, ami nyilvan nem nulla. Azért
ezt akifeezést valasztottuk, hogy a rekurziés dsszef iggésiinkben az index | éptetése utan
egyforma egytthatdk jojjenek Iétre akét oldalon

(n+4)n+3f(n+2f(n+1)na, =
=(n+3)(n+2f(n+1°n*(n- Da, , +(n+3)(n+2f(n+1n?*(n- 1)
A jobb oldal méasodik tagjé kifejtve
(n+4)(n+3f°(n+2(n+1fna, =
=(n+3)n+2f(n+1n?(n- 1)a, , +

) +n® +9n° +30n" +42n° +9n° - 39n* - 40n°- 12n°
Irjuk fel asorozat €l6z6 elemeit is ezen a modon:

(n+4)(n+3f(n+2°(n+1)na, =

=(n+3)(n+2P(n+1°n?(n- 1a, , +

+n° +9n® +30n" +42n° +9n° - 39n* - 40n° - 12n°
(n+3)(n+27(n+1°n?(n- Va_, =

=(n+2)(n+2°n°(n- 1(n- 2)a,., +

+(n- 1)’ +9(n- 1% +30(n- 1) +42(n- 1)° +9(n- 1° - 39(n- 1)* - 40(n- 1)° - 12(n- 1)°
756°58° x4 X3a, = 6°6” x4° x3* Ra, + 3 + 93 + 303" +42x3° +9x3° - 39x3* - 403’ - 1253
66 x4° X3 a, =5x4°3° x2° Hla, +2° +9>2° + 30227 +42>2° +9x2° - 392" - 40x2° - 1227

Adjuk Ossze az egyenleteket. Vegyik figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két
oldalon:

(n+4)(n+3F(n+2(n+1na, =8640a, +

Qi+9g i%+309 i" +428 i°+9§ i°- 399 i*- 40§ i°- 12§ i?
i=2 i=2 i=2 i=2 i=2 i=2 i=2 i=2
A részletekkel nem untatva az olvasot kapjuk, hogy:
(n- Yn?(n+1f(n+27(n+3)(n+4)

(n+4)(n+3)(n+2°(n+1na, =8640a, + 0

mivel asorozat elsé eleme a, =0, ezért

(n- Yn?(n+17(n+2)(n+3)(n+4)

(n+4)n+3)"(n+2f(n+1)na, = 0

(n - 1)n
10

(n- 2)n

10(n +2)

(n+2)a, =

an:

Es ezt szerettilk volnabizonyitani.

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekés.hu/ -4//11-



Szoldatics Joztsef: ,, Vegyuk észre...” feladatok megoldasa ,, észrevétientl”

A ny&r folyaman ismét kezembe kerllt Dr. Lajké Karoly a 49. Ratz Laszl6 Vandorgyiilésen
(Debrecen) elhangzott eléadasan készitett jegyzetem és ott is lattam hasonlé feladatok
megoldasét. A feladat a debreceni egyetemen kiadott jegyzetben is megtaldhat6. Ebbdl a
jegyzethdl sz&rmaznak a kovetkezo feladatok, melyek kozll a 49. RLV-n is elhangzott a 4.
feladat ésitt isigy oldottédk meg a feladatokat:

4.fdadat a +a ,=(n-1f & =N
5. feladat an:g[-igzan i n3 2 ale
' & n-1g "' n-1
6.feladat &, =1- %1311.1 ns 2 a =1
1 n-2 1
7. feladat =-=a,,+ n3 3 = ==
&, nan—l n_lanz a =1 a 5

4. feladat megoldasa
Szémitsunk ki elemeket, haszndljuk a képzési szabdyt:

,+a=1 P =14
a,+8,=2" P a=4-3,=4-(L-a)=3+a
3-4"'33:32 b 8,=9-a,=9- (3+a1):6'ai
a +ta,=4 b a, =16- a,=16- (6- a)=10+43,
Vegyuk észre, hogy az elemek megadésakor megjelené szamok ,, szépek”, azaz
1=1
3=1+2
6=1+2+3

10=1+2+3+4
Sejtés, hogy a sorozat n. elemét ki lehet szamitani a kovetkezé modon:
a,= (- ]_)Ir1+la1 + (]_+ 2+3+ ...+ (n - 1)) — (_ 1)n+1a1 +@

Ez az 6sszefliggés még megsejthetd, de most oldjuk meg sejtések nélkil!

irjuk fel asorozat képzés szabalyét egymés utén kovetkezs két elemre:
a,+a,,=(n-17 n33

a.,ta ,= (n' 2)2
Vonjuk ki az elsb egyenletbsl a mésodikat és rendezzik

a,- a,,=(n-1- (n- 2 =2n-3
a,=a,,+2(n- 2)+1

irjuk fel ezt az dsszefliggést egymas utén kettesével kovetkezs el emekre:
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a,=a,,+2(n- 2)+1
a,., :an-4+2(n' 4)+1
8,4 =8, 6+2N-6)+1

Adjuk Ossze az egyenleteket. VVegyuk figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két
oldalon:

a,=a +2(n- 2)+(n- 4)+(n-6)+.]+@+1+1+..)

ahol x értéke 1 vagy 2 aszerint, hogy n paros vagy paratlan szam-e.

Legyen n=2K alaku, ekkor
a, =a, =a, +2(2k- 2)+(2k- 4)+(2k- 6)+..+ 2|+ (1 +1+1+..)=
—a,+d(k- 1)+ (k- 2)+ (k- 3)+...+1]+(k-1):a2+4@+(k-1):
=a,+2k(k- 1) +(k-1)=1- a +2k*- 2k +k-1=-a +2k*- k=

4k? - 2k _ n’-n_ n(n- 1)
+ =- —=-a+——

+
2 2 2

Legyen N=2K +1 aaku, ekkor

a =a,, =a+2(2k-1)+(2k- 3)+(2k- 5)+..+1+([1+1+1+..)=

k(k +1
2

~—

-k=

=a +4k+(k-1)+..+1- k=a +4

aC+2k _ o (2k+12k _ - n(n- 1)
2 % 2 AT

—a +2k(k+1)- k=a +2k*+k=a +
Kaptuk tehét, hogy

%_a1+n(n2-1) n=2k
a, =i
%aﬁ”(”z'l) n=2k+1
Osszefoglalva a paritas szerint kapott végeredményeket
a,=(- 1), +—n(n2' 1)

Es ezt szerettilk volna bizonyitani.

Most méar kdnnyen meg tudjuk hatérozni az els6 elemet, felhaszndlva a megadott adatot:
ay :94:(- 1)21a1+w =
Tehét a keresett sorozat

-3, +190 b a=9

a,=(- 1" 96+

n(n- 1)
2

5. feladat megoldésa
Szamitsunk ki elemeket, haszndljuk a képzési szabalyt:
.2
a,= gi %9 A+% =1 Ez a kezd6értéktol fliggetlen érték!
e lg
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106 1 1 1 3
=c¢cl- == A+—=—+—=—
% ? 2g 2 4 2 4
.2
a4:§_lg)(§+l:ﬂx§+l:2
e 3g 4 3 94 3 3
-8 19 2. 1_9 2. 1_5
= - — = Xt —=— X+ —=—
e 4 3 4 16 3 4 8
Kidakul az a sgjtés, hogy
:L 32
%= oh-1)

Ez az 6sszefliggés konnyen megsejthets. De oldjuk meg sejtés nélkdl.

Rendezziik & a sorozat képzési szabdyat a kdvetkezé médon:
anzﬁ- iganl+i n32
a

(n- 2) 1

B T

(n-1fa, =(n- 2fa,,+(n- 1)
irjuk fel asorozat €6z6 elemeit is ezen a modon:

(n-1fa, =(n- 2f'a,,+(n- 1)
(n- 2f'a,,=(n- 3Fa,, +(n- 2)

2°a,=1a, +2
1a, =0%a +1
Adjuk dssze az egyenleteket. VVegyik figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két
oldalon:
(n- 1¥a, =0%a +(1+2+3+...+(n- 1))
(n - ]_)Zan = M
2
_ N
%= oh-1)
Es ezt szerettilk volnabizonyitani.

6. feladat megoldasa
Szamitsunk ki elemeket, haszndljuk a képzési szabalyt:
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1 1
=1- = ==
% 2 2
2 21 2
=1- = =]- = x—=—
% 3a2 32 3
3 32 1
a,=1- Sxa,=1- Ox===
* 2% 43 2
4 4 1 3
=1- —xq, =1- = x-=—
% 5 ¢ 52 5
Kiaakul az a sgjtés, hogy
:::%, n=2k
a, =i
]jn_"'l, n=2k+1
1 2n

Ez az 6sszefliggés konnyen megsejthets. Oldjuk meg sejtések nélkil a feladatot!

Rendezziik & a sorozat képzési szabayat a kdvetkezé modon:
a, =1- %1&1.1 ns 2

na,=n- (n- )a,,
na, +(n- 1)a,, =n
irjuk fel ezt az dsszefliggést egymas utan kovetkezd 2 elemre;
na, +(n- 1)a, , =n
(n- Ya,,+(n- 2Ja,=n-1
Majd vonjuk ki egymashbdl ezt a két sort
na, - (n- 2)a, , =1
na, =(n- 2)a, , +1
A kapott dsszefliggést irjuk fel minden masodik elemre
na, =(n- 2)a, , +1

(n' Z)an-z :(n' 4)an-4+1

(i+2)a.,=ia+1 il {12}
Adjuk dssze az egyenleteket. Vegyik figyelembe, hogy vannak megegyezé tagok a két
oldalon:

.|.2a2+n-_2:2)&+n-222 n =2k
my=¥ 2 2 2 2
i n-3_, n-1_n+l1 _
ta t——=1+—=—— n=2k+1
1 2 2 2
azaz
.I.l n=2k
—E
LA
T 2n

Es ezt szerettilk volna bizonyitani.
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7. feladat megoldasa

—_1 n-_2 3 e :1
a,=-~a,,+ &, N3 a =1 a,

Szémitsunk ki elemeket, haszndljuk a képzési szabdlyt:

32 2 6 2 3

11 21 1 1 1
a4:-—x—+—><—:-_+_:_
43 32 12 3 4

11 31 1 1_1

e =%+ %= — 4+ —=—
5 43 20 3 5

n
Ez az 6sszefliggés konnyen megsejthets. Oldjuk meg sejtések nélkil a feladatot!

Rendezziik & a sorozat képzési szabayat a kdvetkezé médon:
1 n-2
=_ = +— [x(n-1)1 0
8,=-~a,,+ —a., (n-1)

n(n- 2)a, =-(n- 2)a,, +n(n- 2)a, ,
Vezessiink be egy Uj sorozatot a kovetkez6 modon:

b, = na,
b =1%, =1
b, =28, =1

Ekkor erre a sorozatra
(n- 2)nay]=-[(n- 2)a ]+ nl(n- 2)a, ]
(n' 1)bn =" bn-l + nbn-z
Alakitsuk most ezt egy kicsit:
(n' 1)bn =- bn-l + nbn-z
(n - 1)bn = (n - 1)bn-1 - nbn-l + nbn-z
(n-12b,- (n-2b ,=-nb_,+nb,,
(n - 1)(bn - bn-l) =" n(bn-l - bn- 2)
Hab, ,=b, ,, akkor az utolso alakbdl kovetkezik, hogy
(n - 1)(bn - bn-l) =- n(bn-l - bn- 2) =0
Azaz b, =b,_, ésinnentl mér atovabbi elemekre b =b, ,, "i>n-1.

Esetlinkben a sorozat els6 két eleme megegyezik, ezért minden elem megegyezik az elsé
elemmel, tehat
b,=1=na,
1

n
Es ezt szerettilk volnabizonyitani.
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Osszefoglalva

Az emlitett feladatok zart alakja az elemek felirasaval és kiszamitésaval hol kdnnyebben, hol
nehezebben megsejthet, majd ateljes indukcio felhasznaldsdval megoldhatdk. Arra szerettem
volna példat mutatni, hogy lehet masképpen is, mert nem minden esetben jon az 6tlet, hogy
milyen szamokat is laok az elemek kiszamitasa utén. Segithet a sorozat atrendezése oly
maodon, hogy a rekurziés dsszefliggés azonos egyitthatOkat eredményezzen az index |éptetése
utan, ami lehetévé teszi atagok eltiintetését, majd a zart dsszefliggés megtal dlasat.
Természetesen ez sem csodamaddszer és helyenként borzalmas (helyenként brutdlis) algebrai
atalakitasok elvégzését teszi szilkségessé, mint itt a 3. feladat kapesan lathaté is volt, ahol 10-
ed foku kifejezést kell szorzatta alakitani. Am lehet, hogy a végeredménynek a 3. feladatban
kapott
_(n-2n

% 10(n +2)
kifejezés helyett az egyszertisités elvégzese nélkil kapott

_ n'®+15n° +90n® + 270n” +393n° +135n° - 340n* - 420n° - 144n*
10(n + 4)(n+ 3f(n+ 2)°(n+1)*n

kifejezésis elfoghatd végeredmeénynek?

A feladatok megoldasa soran haszndlt 6sszefliggések

¢ . _nn+1) _n?+n

alr=—5 "

énl 2 _n(n+1)(2n+1) _2n°+3n° +n

i=1 6 6

é”‘ @ _r*(n+1f _n*+2n°+n’

o1 2 4

g2 n(n+1)(2n+1)(3n* +3n- 1) _ 6n° +15n* +10n° - n

d 30 30

é)nl 0 _n*(n +17(2n° + 2n- 1) _2n° +6n° +5n°- n?

A 12 12

é)nl o _n(n +1)(2n+1)(3n* +6n° - 3n+1) _6n" +2In° +21n°- 7n°+n

i=1 42 42

é”‘ 7z n?(n+1)2(3n* +6n°- n- 4n+2) _3n°+12n” +14n° - 7n‘ +2n’

i=1 24 24

é)nl o n(n+1)(2n +1)(5n° +15n° +5n* - 15n° - N> +9n- 3) _10n° +45n° +60n’ - 42n° +20n° - 3n
A 90 90

£ o n?(n+1P(n* +n- 1)2n* +4n°- n?- 3n+3) _ 20" +10n° +15n° - 14n° +10n* - 3n’
i 20 20

!
[y
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Feladatok forrésai:
Matematikatandrok 50. R&tz LaszI6 Vandorgyiilése, Bolyai Janos Matematikal Téarsulat, 2010
kiadvanyban tald hatok a kdvetkezo feladatok, dr. Csorba Ferenc: V aogatés a Kvant
feladataibdl:

1. feladat: 6. oldal, 9/afeladat

2. feladat: 6. oldal, 9/b feladat

3. feladat: 6. oldal, 9/c feladat

A kovetkezo feladatok Dr. Lajké Karoly: Flggvényegyenletek feladatokban DE Mat. Intézet
Debrecen 2005 kiadvanyabol szarmaznak

4. feladat: 14. oldal, 1. feladat (AIME — 1994)

5. feladat: 15. oldal, 3. feladat

6. feladat: 16. oldal, 4. feladat

7. feladat: 18. oldal, 8. feladat
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