Magyar Zsolt: Val6szinliségszamitds és statisztika 1. oldal

I. Leird statisztika

A leir6 statisztika azzal foglalkozik, hogy egy adott, meghatarozott elemekbdl all6
informdciohalmazt kiértékeljen. Ezek az informdacidk legtobbszor persze szamokat jelentenek,
hiszen ezek a matematikai mddszerekkel legkénnyebben kezelhet6 objektumok, azonban nem kell
szigorian ezekhez ragaszkodnunk, olyan adathalmazokat is kiértékelhetiink, melyek nem
szamokbdl allnak. Természetesen a kiértékelés mikéntjét tekintve ez utobbi esetben a lehet6ségeink

korlatozottabbak.

I.1. Az adatok grafikus abrazolasa

Az adatok kiértékelése legegyszeriibben valamilyen grafikus formdaban térténé megjelenitéssel
torténhet. A rajzok nagyon sokfélék lehetnek, itt most a gyakrabban hasznalt tipusokat mutatjuk be.
Az adatok 4&brdzoldsandl legtobb esetben az adathalmazban val6 el6forduldsi aranyt szoktak
abrazolni (relativ gyakorisag). Ennek nagysagat egy adott adat esetén gy kaphatjuk meg, hogy az
adat el6forduldsi szamat osztjuk az adathalmazban levd elemek szamaval. Ezt a relativ gyakorisagot
meg lehet adni szézalékos forméban is.

Ezen kiviil ha sok adat van, és ezek esetleg mind kiilénb6z&ek, de minket az adatok nagysaga
csak bizonyos pontossaggal érdekel, akkor szokds az adatokat ,,adatsavokba”, osztalyokba osztani,
tehdt nem az egyes értékeket vessziik figyelembe, hanem csak bizonyos, pl. 10-es vagy 100-as
pontossaggal dbrazoljuk 6ket. Ekkor az egyes adatsavokban (osztalyokban) taldlhaté elemek szamat

jelenitjiik meg.

[.1.1. Oszlopdiagram (Hisztogram)
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Hisztogram

Ebben az abrazolasi moédban az adatokat mint kis palcikdkat jelenitjik meg. A palcikak
magassaga aranyos az adat nagysagaval. (A negativ adatokat lehet lefelé rajzolni.)

Nagyon gyakran el6fordul, hogy nem magukat az adatokat abrazoljak a hisztogramon, hanem a
gyakorisagukat. Ebben az esetben az oszlopok alatt fel kell tiintetni, hogy melyik adathoz tartozé
relativ gyakorisagot mutatjak.

A hisztogramok esetében alkalmazhat6 vizszintes oszlop-elhelyezkedés is.

Hisztogram

e

Ennek hatranya, hogy kevésbé kvethetd az adatok egymashoz val6 viszonya.

Hisztogramok esetében lehet térbeli abrakat is késziteni:
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Térbeli hisztogram

3,54

2,54

1,54

0,5+

Ebben az esetben a térbeli dbrazolas teljesen felesleges, hiszen semmivel sem mond tébbet, mint
a sikbeli abra, s6t, a térhatds eléréséhez alkalmazott technika kissé torzitja az aranyokat.

A bevezet6ben mondottaknak megfeleléen az adatok 4dbrazoldasa nem csak a relativ gyakorisag
alapjan, hanem adatsavokba osztva, az egyes tartomanyokba es6 adatok szamanak abrazolasaval is

torténhet.

[.1.2. Szar-levél diagram

Szazezresek Tizezresek
0 6 4 5 8 8
1 3 0016 8 3 36 425775
2 4 3 2 2 1 6
3 1 2116
4 7 8 45 2 0 3
5 1 1 2 2
6 3 57899999 23
7 1 2 4 2 3
8 4 7 8 2 3 4 5 6
9 2 39912

A szar-levél diagram lényege, hogy az adatsdvoknak megfeleld tartomanyokra osztva abrazoljuk
az adatokat, megtartva azok szamértékét, és ezeket egy sajatos tdblazatban tiintetjiilk fel. A
baloldalon pl. a szazezreseket jel6ljiik a tdblazatban, a jobboldalra pedig azon adatok tizezreseit

irjuk, amelyekben az adott szazezres szerepel.

A fenti tablazat els6 soraban pl. a 62456, 42312, 51897, 82451, 89236 adatok vannak dbrazolva.
Ezekben a szazezres helyiértéken O all, a tizezres helyiértéken pedig 6, 4, 5, 8, 8, amint az a
tablazatbol is leolvashatd. A tdblazat negyedik sordaban pl. a 315682, 326897, 318642, 315259,
368970 adatok vannak abrazolva. Ezekben a szazezres helyiértéken 3 all, a tizezres helyiértéken

pedig 1,2, 1, 1, 6.
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A szar-levél diagram 90 fokkal elforgatva hisztogramot ad, természetesen itt az oszlopok
magassagat a szamsorok hosszusaga fogja adni. Azonban a széar-levél diagramnak a hisztogrammal
szemben tdbb elénye is van. Egyrészt nem veszik el az egyes adatok szamszerliségében hordozott
informéci6 és az adatok eredeti sorrendjét is (egy-egy adatsavon beliil) meg lehet tartani, masrészt
pedig a hisztogram készitésekor az é&brdzolds finomitdsa (tehat az adatsavok sziikitése) sokkal
bonyolultabb. Itt egyszerlien csak az adatokat kell atrendezni annak megfelel6en, hogy milyen gj

adatsavokat akarunk létrehozni. Példaul a fenti szar-levél diagram 50000-es finomitasa a kovetkez6:

Szazezresek Tizezresek
0 4 5
6 8 8
1 3 0013 3 42
6 8 6 5 7 5
2 4 3 2 21
6
3 1 21 1
6
4 0 3 4 2
7 8 5
5 1 1 2 2
6 3 2 3
5 7 8 9 9 9 9 9
7 1 2 4 2 3
8 4 2 3 4
7 8 5 6
9 2 31 2
9 9

Természetesen a szar-levél diagramnak is megvannak a hatranyai, példaul ha nagyon sok adatbol

all az adathalmaz, akkor ebben az abrazolasi modban nagyon sokat kell irni.

I1.1.3. Sokszogvonal diagram (Vonaldiagram)
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Sokszogvonal-diagram

A sokszogvonalas abrazoldsi mod hasonlit az oszlopdiagramos moédszerhez. Koordinata-
rendszerben abrazoljuk az adatsidvoknak és a benne levé adatok szdmanak (illetve az adatok
nagysaganak) megfelel pontokat, majd ezeket egy tordttvonallal 6sszekétjilk. Ennek az abrazolasi
modnak az az el6nye, hogy kiemeli a valtozasok mértékét, mert az 6sszekoté vonalak meredeksége
domindl a rajzban, éppen ezért ezt valamely adat valtozdsdnak szemléltetésére hasznéljdk
leginkabb. Hatranya viszont az, hogy a vonalak folytonossaga valamiféle folytonossagérzetet kelt a
szemlélében, tehat azt gondolhatja, hogy a valtozas folyamatos volt, pl. egy kisebb értékrél egy
nagyobb értékre folyamatos novekedéssel jutottunk el. Ez lehet csaléka, hiszen ha pl. minden
masodik évben szerzett adatokat abrazolunk, akkor a kozbens6é években az el6z6 adatsor

novekedésétdl fiiggetleniil lehet relativ csokkenés a korabbi évek eredményéhez képest.

1.1.4. Kordiagram

Kordiagram

6%
23%

6%
23%

6%

18% 6%
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A kordiagramot altalaban az adatok relativ gyakorisaganak abrazoldsara hasznaljak. A teljes kor
jelképezi a 100%-ot, és az egyes adatok relativ gyakorisdgat abrazolé korcikkhez tartozo
kodzépponti sz6g aranyos a relativ gyakorisaggal.

Ezen a kordiagramon az el6z6 adathalmazban szerepl6é adatok relativ gyakorisagat jelenitettiik
meg. Az egyes értékek el6forduldsi gyakorisagat is szokas feltiintetni. A kérdiagram el6nye, hogy a
rész és egész, valamint az egyes részek egymashoz valé viszonya j6l lathat6, viszont ha nem
tiintetjiik fel a szeletek mellett az el6fordulasi ardnyokat, akkor nehéz pontosan megbecsiilni az
egyes adatok nagysagat.

Kordiagramok esetén szoktak térbeli dbrat is késziteni.

Térbeli kordiagram

1
9 6% 2
23% 12%

6% 23%

6%
18% 6%

Ez ugyan latvanyos, és szeretik az egyszerli emberek, de a perspektiva miatt nagyon nagy
mértékben eltorzithatja az ardnyokat, rdadasul szintén a perspektiva miatt manipulaciéra ad

lehet&séget.

I1.1.5. Savdiagram

Savdiagram

0% 20% 40% 60% 80% 100%
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A sdvdiagramban az adatok relativ gyakorisagat egy sdvon abrazoljuk. A megjelenitésnél az
egyes részsavok hossziisaga aranyos a megjelenitett adat relativ gyakorisaganak nagysagaval.

A savdiagram el6nye, hogy a rész és egész viszonya jol lathatd, azonban az egyes részek
egymashoz val6 viszonya nem igazan szemléletes.

Létezik dsszehasonlit6 valtozatban is, amikor az egyes adatok valtozasat egymas mellé helyezett,
fiiggbleges helyzetii sdvdiagramokon (ligynevezett halmozott oszlopdiagramokon) szemléltetik. Ha
az oszlopok magassaga aranyos az 6sszmennyiséggel, akkor a szemléletesség torzul: sem az nem
lathaté jol, hogy az egyes mennyiségek ardnya az egészhez hogyan valtozott, sem az, hogy a

mennyiségek abszoltit nagysaga hogyan valtozott.

Halmozott oszlop diagram

30
25 -
20
15 A
10 ~

0

Az oszlopok magassaga lehet egyenlé (100%-ig halmozott oszlop), ebben az esetben a

szazalékos arany valtozasa nyomon kovethet6.

100%ig halmozott oszlop diagram

100% -
90% -
80% -
70% +
60% -
50% -
40% -
30% -
20% +
10% +

0% -

6. Gylrudiagram
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Gyluriadiagram

o

A gyliridiagram tulajdonképpen a koérdiagram egy részlete, egy korgytiri-savot levagunk a
kordiagrambél. Akkor szokas hasznalni, ha tobb adathalmaz dsszehasonlitasat akarjuk megtenni, és

az egyes gytiriikben abrazolhatjuk a kiilénb6z6 adathalmazokat.

Gylriadiagram osszehasonlitassal

Ennél az dsszehasonlitasnal nagyon zavard lehet az, hogy az aranyok valtozasa miatt a a két
adathalmaz egy tipusu adatait abrazold szeletkék elcsiszhatnak egymds melldl, és ez nehezen teszi

lathatéva a valtozasok nagysagrendjét.

7. Sugar (P6khalo) diagram
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Sugar (Pékhalo) diagram

Ezen a diagram tipuson az adatok abrazolasa tgy torténik, hogy ahany adat szerepel az
adathalmazban, annyi egy pontbdl kiindul6 félegyenest vesziink fel, melyek koziil a szomszédosok
egyforma szoget zarnak be. Minden egyes adatot a neki megfelel6 félegyenesen abrazolunk, és
utana a kapott pontokat egy torétt vonallal 6sszekotjiik.

Szintén az adatok valtozasanak szemléltetésére alkalmas, de kézzel elkésziteni kissé nehézkes.

Az adatok valtozasanak nagysaga az egyenesek meredekségébdl olvashat6 le: minél jobban az

origo felé tart egy szakasz, anndl jobban csokken az adat nagysaga, és forditva.

[.2. Az adatok id6beli valtozasdnak megjelenitése

Az adatok id6beli valtozasat az egyszerli adatabrazolasok segitségével is nyomon lehet kovetni.
Sokkal inkabb alkalmas azonban az ugynevezett bazisid6szakhoz viszonyitott abrazolasmod. Ez
lehet kétféle: a bazisidészak mindig az el6z6 idGegység, ekkor az adatokat a megel6z6
id6egységhez képesti, %-ban kifejezett nagysdgaval dabrazoljuk. A masodik lehetGség: a
bazisidészak mindig egy rogzitett id6szak, és igy minden adatot ehhez képesti, %-ban kifejezett

nagysagaval jelenitiink meg. A kovetkezd fejezetben latunk erre példat.

1.3. Manipulécios lehet6ségek az adatok grafikus megjelenitésével

Az adatok grafikus megjelenitésekor az adatsor abrazol6janak nagy lehet6sége van manipulativ

modszerek kivalasztasara: pusztan a megjelenités soran sugallni tud valamit az adatsorrdl. Szoktak
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mondani: statisztikai adatokkal minden be lehet bizonyitani, és az ellenkezgjét is. Nézziink erre

néhany példat!

1. példa: A politika és az életkor

Egy vidéki varosban tartott politikai rendezvényre 140 ember ment el. A résztvevok életkorat
nagysag szerint kozzétették (a jobb kovethet6ség érdekében Osszesitve kozoljiik, hogy az egyes
életkord emberekbdl hany volt jelen a rendezvényen, a zardjel el6tti szam az életkor, a zardjelben
all6 szam a létszam):

15 (2), 16 (3), 17 (4), 18 (5), 19 (6), 20 (6), 21 (5), 22 (4), 23 (3), 24 (2), 25 (3), 26 (3), 27 (2), 28
(1), 29 (0), 30 (1), 31 (0), 32 (1), 33 (1), 34 (0), 35 (1), 36 (0), 37 (1), 38 (2), 39 (4), 40 (4), 41 (5),
42 (10), 43 (5), 44 (6), 45 (5), 46 (6), 47 (3), 48 (4), 49 (4), 50 (3), 51 (0), 52 (4), 53 (2), 54 (3), 55
(0), 56 (2), 57 (1), 58 (2), 59 (1), 60 (2), 61 (1), 62 (0), 63 (0), 64 (1), 65 (1), 66 (0), 67 (2), 68 (2),
69 (1)

Az els6 statisztikus azt az eredményt kapta, hogy a fiatalokat kevésbé érdekli a politika, és az
idéseket a legjobban. Az osztalyokba sorolds alapjan elkészitette az életkor szerinti részvételi

1étszam oszlopdiagramjat:

OsZlopdiagram osztalyokkal

60 -
50
40 A
30 -
20 -
10

Darabszam

15-19 20-29 30-44 45-69
Eletkor

A masodik statisztikus fejét csévalva azt mondta: Nem jo, hiszen az osztadlyok nem egyforma
életkori 1étszamrdl szélnak. Tehat figyelembe kell venniink, hogy egy osztaly hany évet dlel fel, és
ezzel el kell osztanunk az adatokat. Igy az els6 osztaly létszamat 5-tel, a masodikét 10-zel, a

harmadikét 15-tel, a negyedikét 25-tel osztjuk. A kapott értékeket abrazoljuk oszlopdiagramon:
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Oszlopdiagram osztalyokkal

1,5
1
05 -
04

15-19 20-29 30-44 45-69
Eletkor

Darabszam/oszt szél.
N
N D

Ebbdl éppen az jott ki, hogy a fiatalokat érdekli a legjobban a politika, és az id6seket legkevésbé.

A harmadik statisztikus azt mondta: Egyiknek sincs igaza, hiszen a grafikonokbél szarmazé
kétféle, egymasnak ellentmondé eredmény azt mutatja, hogy rossz az osztalybasorolas. Olyan

osztalyokat kell keresni, ahol mindkét féle grafikonbdl ugyanazt az eredményt kapjuk. Mutatott is

egy példat:
Oszlopdiagram osztalyokkal Oszlopdiagram osztdlyokkal
L 45 90 -
T 4 80 |
E’ 35 | e
N 3 g 60
% 2,5 g 50
w 2 g 407
g 1,5 1 8 30 A
g 1 20 |
8 051 10 |
0 - 0
15-24 25-39 40-69 15-24 25-39 40-69
Eletkor Eletkor

Azt ugyan nem lehet eldonteni a grafikonok alapjan, hogy melyik korosztalyt érdekli legjobban a

politika, de az biztos, hogy a kdzépkortakat a legkevésbé, hiszen mindkét grafikon ezt alatdmasztja.

A negyedik statisztikus azt mondta: Ne éndlléan nézziik az adatokat, hanem prébaljuk meg a
varos lakossagahoz viszonyitani. El is kérte a nyilvantartasbdl a lakossagi 1étszamokat, és a

kovetkezoket kapta (az elsd esetben figyelembe vett osztalybasorolassal dolgozott):

| Eletkor | 1519 | 2029 | 3044 | 4569
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Lakosok dsszes szama 359 518 735 894
Rendezvényen részt vett 20 29 41 50
Lakosok szamdahoz viszonyitott %-os arany 5,57% 5,6% 5,58% 5,59%

Ebbdl viszont latszik, hogy érdekl6désben nincs jelentds kiilonbség a korosztalyok kozott.

Megjegyzésként hozzafiizziik a feladathoz, hogy az adatok osztalybasorolas nélkiil is

abrazolhat6ak, érdemes elgondolkodni, hogy ebbdl milyen kdvetkeztetés vonhat6 le:

12

Darabszém
o N A O [ee]

Oszlopdiagram egyedi adatokkal

2. példa: A varosi 6nkormanyzat és a fejlesztés

Egy népszert fiird6hely fiird6jének latogatottsagi adatait tartalmazza az alabbi tablazat:

Ev

1970

1972

1976

1978

1981

Latogatdszam

755 000

815 000

845 000

850 000

945 000

A vérosi tanacsban az ellenzék képvisel6je felszoélal: Botranyos, hogy mikézben ugrasszeriien n

a latogatok szama, a varos vezetése nem tesz semmit a komoly fejlesztések érdekében.

Bizonyitékként az alabbi grafikont mutatja be:

Evek

Vonaldiagram
€ 900 -
8
<
B 800 -
g
‘©
- 700
1970 1972 1976 1978 1981
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Erre a véros vezetése reagal: Ismerjiik az adatokat, de meg kell mondjuk, nem latunk semmiféle
ugrasszerd valtozast, egy megfontolt, lassti novekedés érzékelhet6, ami nem teszi indokoltta a

nagyaranyu fejlesztéseket.

Vonaldiagram
1000
Q
3 600
§ 400 -
S 200
8
J 0 T
1970 1972 1976 1978 1981
Evek

Az ellenzék képviselGje ismét szot kap: Nézziik meg, hogy 1970-hez képest milyen nagyaranyu

novekedés volt tapasztalhaté a latogatdk 1étszamaban %-ban kifejezve:

Bazisév: 1970, vonaldiagram

130 -

Latogatdk ardnya, %
=
=
o

1970 1972 1976 1978 1981
Evek

Erre a varosi vezetés képviselGje valaszol ismét: Nézziik meg, hogy az el6z6 évhez képest
mekkora novekedés volt az egyes években! Lathat6, hogy a novekedés nagyon ingadozd, sot,

csokkend tendenciat is mutatott sokaig, tehat ismételten nem indokolt a fejlesztés.
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Bazisév: el6z6 év, vonaldiagram
140 -
130
5 120 -
£
@ 110
© N
X 100 -
)
5 %
£ -
-l
70
1970 1972 1976 1978 1981
Evek

Megjegyzés: Nagyon jo gyakorléterep a kiilonb6z6 djsagokban megjelend grafikonok elemzése,
rengeteg rossz grafikonnal, és ezek alapjan félreértelmezett kovetkeztetéssel lehet talalkozni a

mindennapokban is.



Magyar Zsolt: Val6szinliségszamitds és statisztika 15. oldal

I.4. Kozépértékek

Sok esetben valami szamszerii jellemz6t keresiink, amely valahogy jellemzi a sokasagot. Milyen

adatok segitségével tehetjiik ezt meg?

Jellemezhetjiik a leggyakrabban el6fordulé elemével, ezt modusznak nevezziik. (Ha tobb olyan
szam van, ami egyforma gyakorisaggal fordul el6, akkor ezek a méduszok halmazat alkotjak.)
Ennek megaddasa valamit elarul a sokasagrol, de ha minden elem csak egyszer-kétszer fordul el
benne, akkor a méduszok halmazdnak megadasaval elég kevés, és viszonylag rosszul kezelhetd

informaciéhoz jutunk.

Bizonyos sokasagokr6l valamivel tobbet mond a sokasag kozépsd értéke (természetesen ez
megkivanja, hogy az adatok rendezhet6ek legyenek.) Vagyis rendezziik nagysagrendi sorrendbe az
adatokat, és valasszuk ki a k6zéps6 elemet; ha nincs kdzépsé elem, mert paros szamu adatunk van,
akkor a kozépso kett6 szamtani kozepét vegyiik. Az igy kapott szamot medidnnak nevezziik. (Azaz
ha az adathalmaz 2k+1 elembdl &ll, akkor a sorbarendezés utdn a k-adik elem a median, ha pedig 2k
elembdl 4ll, akkor a median a sorrendbe éllitott elemek koziil a k-adik és k+1-edik elem 6sszegének
fele.) A medidn mar egyértelmiien meghatarozott, de még mindig viszonylag kevés informaciot
hordoz a sokasagrol, hiszen az elemek soranak elején és végén a mediantél nagyon kiilonb6zé
elemek is allhatnak.

Megjegyzés: A median altal megadott informdacidt kiegésziti az un. also és fels6 kvartilis
értékének megadasa. Ezek a medidnhoz hasonlé kozépértékek, de nem a felez6 értéke az
adathalmaznak, hanem az als¢ kvartilis a ,,negyedel6”, a fels6 kvartilis pedig a ,,hdromnegyedel$”

érték.

A median esetében fellép az a probléma, hogy a sokasag tobbi tagjanak csak sorrendje hatarozza
meg, de a nagysagrendjiik nem szerepel benne. Ebb&l a szempontbél még tébb informaciét
kaphatunk a sokasagrdl akkor, ha minden benne szerepld szamot figyelembe vesziink, tehat a
szamok 0Osszegét osztjuk a darabszamukkal. Az igy kapott értéket nevezziik a sokasdg dtlagdnak
vagy szdmtani kozepének. Ez azonban megint csaldka lehet: ha van egy, a tobbiekhez nagyon nagy
vagy nagyon kicsi szam a sokasagban, akkor az adatok jelent6s része dontéen eltérhet az atlagként

kapott adattol.
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A fentiekbdl lathato, hogy a fent meghatarozott kozépértékek mas-mds jellegii informdaciét adnak

a sokasagrdl, de egyik sem kielégit§ 6nmagaban. Nézziink néhany példat ezek alkalmazasara!

1/1. példa: Egy osztalyban felmérjiik azt, hogy a gyerekek koziil kinek mi a kedvenc étele.

Milyen adattal jellemezhetjiik a kapott adathalmazt?

Egyértelm{, hogy ennél a feladatnal csak a médusz johet sz6ba, ugyanis nem szamszert, és nem
is rendezhet6 adatokbdl all6 adathalmazrél van szo, igy a median és az atlag nem létezik. A médusz
megadasa azt jelenti, hogy az osztalyban melyik ételt szeretik a legjobban.

Az olyan adathalmazokndl, melyek kvalitativ (mindséget kifejezd) és 6sszehasonlithatatlan

adatokbol éllnak, a jellemzés csak a moédusszal torténhet.

1/2. példa: Egy munkahelyen 6sszeirjuk mindenkinek az iskolai végzettségét. Arra a kérdésre
szeretnénk valaszt kapni, hogy ez egy magasan kvalifikalt emberekbdl 4ll6 hely-e vagy pedig csupa
alacsony iskolai végzettségli ember dolgozik itt. Milyen adattal jellemezhetjiikk a kapott

adathalmazt?

Nyilvanval6, hogy mivel nem szdmszerii adatokrdl van sz6, az atlag nem kiszdmithatd, de az
adatok rendezhet&ek, tehat a median illetve a mddusz is meghatarozhat6. A modusz megadasa nem
mond el semmit, hiszen lehet, hogy eggyel tdbb nyolc altalanost végzett takarité van, mint diplomds
vagy doktori végzettségli, vagy érettségizett alkalmazott, akkor azt kapjuk, hogy ez egy eléggé
alacsonyan kvalifikdlt tarsasdg, holott nem az. Alkalmasabb a median ezen adathalmaz
jellemzésére, mert itt azt tudjuk megmondani, hogy a dolgozdk kdzépvégzettsége mekkora. Ha ez
alacsony, akkor itt nem til sok magas iskolai végzettségli ember van, ha magas, akkor sokan

dolgoznak itt pl. diploméaval.

2/1. példa: Felmérjiik, hogy az iskoldban a tanul6k melyik keriiletben laknak. Milyen adattal

jellemezhetjiik a kapott adathalmazt?

A kapott adatok szamok, tehat kiszamithat6 az atlaguk, azonban eléggé egyértelmdi, hogy ez itt
semmiféle informaciét nem ad. Nyilvan nincs értelme az olyan tipusu kijelentéseknek, hogy ,,A
gyerekek iskolankba atlagosan a 12 és feledik keriiletbdl érkeztek.” Hasonl6an nem sok informéaciot
hordoz a median megadasa, és itt a médusz sem olyan nagyon informativ, bar ez a legalkalmasabb a

sokasag jellemzésére.
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2/2. példa: Egy taborban részt vev6 gyerekek iskolai osztalyat tudjuk, 7. osztalyosoktol 12.
osztalyosokig voltak jelen. Olyan adatot szeretnénk, melynek segitségével eldonthetjiik, hogy a
tabor inkabb kisebbeknek szélt vagy inkabb az id6sebb korosztalynak. Milyen adattal

jellemezhetjiik a kapott adathalmazt?

Ha a mdduszt adjuk meg, akkor ez csak abban az esetben ad informéciét, ha a médusz éltal
meghatarozott évfolyambdl kozel a tdbor létszamaval megegyezd szamu gyerek érkezett. A median
eléggé informativ, hiszen a kdzepe felett és alatt egyforma mennyiségii adat taldlhat6. Ha a median
nagy, akkor a nagyobbak voltak nagyobb ardnyban, ha kicsi, akkor a kisebbek (esetleg az als6 és
fels6 kvartilis értékét is hozza lehet venni). Az atlag lehet nagyon félrevezetd, példaul ha sok 7-9-es
van, és elég sok 12-es, akkor az atlag lehet 10 kortiil, amire azt mondanank, hogy az életkor nagyon
vegyes volt, holott zommel kisebbek voltak a tdborban. Természetesen itt megint problémakba

iitk6zhet az atlagosan 9 egész egyharmadik osztdly értelmezése.

A 2/1 példaban azt lathattuk, hogy attdl, hogy valamilyen adathalmaz szamokbdl all, még nem
biztos, hogy van értelme az atlagot kiszamolni. A 2/2 példaban az ,atlagosztily” még
valamiféleképpen értelmezhet6 lenne, de mondhatjuk, hogy nem foglalkozunk ilyen jellegii

értékkel.

3/1. példa: Egy kis cip6készité iizemnek csak arra van lehet6sége, hogy egyféle méretli cip6t

készitsen. A tulajdonosanak milyen cipéméretet kell kivalasztania?

Nyilvanval6, hogy itt azt a cipOméretet célszer(i valasztani, ami a legtdbbszor szerepel az
emberek labméretei kozott, hiszen ekkor lehet abbdl az adott méretbdl a lehetd legtobbet eladni,
tehdt a mdduszat kell meghatdrozni a cipéméretek halmazanak. Az is nyilvanvald, hogy nem
érdemes atlagot szamolni, hiszen lehet, hogy nem is egész szam jon ki erre, a median
meghatarozasa pedig szintén nem ad megfelel§ informdaciot, hiszen lehet, hogy az ott lakdk egyik
felének 38-as, a masik felének 46-os ldba van, és egyvalakinek 42-es; ebben az esetben a median

42-es, de csak egy ember fog ekkora cip6t venni, és ebb6l nem nagyon lehet megélni.

3/2. példa: Valaki atlagos képesitéssel egy céghez akar menni dolgozni, és szeretné megtudni,

hogy varhatéan mennyit fog keresni. Milyen adatot kell kérnie a fizetésekrol?
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Ha a moéduszt kéri, akkor nagyon rosszul is jarhat, hiszen lehet, hogy a cégnél elég sok alacsony
fizetésli pl. takarit6 van, és 6 ezeknél mindenképpen tobbet fog kapni. Az atlag megint csak nem
lenne jo6, hiszen a fénokség magas fizetése nagyon eltorzithatja a ténylegesen kaphaté Osszeg
nagysagat. A median megadasa t{inik a legjobb megoldasnak, hiszen 6, mint kezd6 annal a cégnél

feltehet&en a kozepes fizetés kornyékén fog kapni.

Természetesen el6fordulhat, hogy ugyananndl az adathalmaznal mas-mas kérdésfelvetéshez mas-
mas kozépértéket érdemes megadni. Példaul a 3/1. példaban ha azt kérdeznénk, hogy éltaldban
mennyire vannak az emberek j6l megfizetve ennél a cégnél, akkor a méduszt kéne megnézni, azaz a
leggyakoribb fizetést. Ha viszont az adéhivatal érdeklédik a cégnél kifizetett jovedelmek utan,

akkor az atlagot kell szolgaltatni, illetve a dolgozéi 1étszamot.

I.5. A kozépértékek ,,josaganak” mérészamai

A fentiekben lathattuk, hogy a leggyakrabban hasznélatos kozépértékek a mdédusz, a medidn és
az atlag. Természetesen az adathalmazt barmilyen maés, egyéb moédon definidlt kézépértékkel lehet
jellemezni, hiszen nagyon sokféle szempont dominalhat ennek megadasaban.

Felmeriil viszont az a kérdés, hogy egy adott k6zépérték mennyire jellemzi jol az adathalmazt,
mennyire nagy az egyes elemekt6l valé eltérése. Ennek megadasara ujabb mérészamot vagy

méroszamokat kell bevezetniink.

Els6ként megadhatjuk az adathalmaz terjedelmét, azaz a legnagyobb és legkisebb elem
kiilonbségét. Ha ez kicsi, akkor gyakorlatilag barmelyik kézépérték jol jellemzi az adathalmazt, ha
pedig nagy, akkor nem lehet eldonteni, hogy mi mennyi informéciot szolgéltat. A terjedelem masik
nagy problémaja, hogy egy-egy adatra nagyon érzékeny, tehat nagyon nagy lehet, ha van egy kiugré
adat a tdbbi kozott, amely a tobbihez képest nagyon nagy, vagy nagyon kicsi, holott az adatok
lényegében egy szam koérnyékén tomoriilhetnek. Ezt szoktdk ugy kikiiszobolni pl. fizikai kisérletek
eredményének kiértékelésekor, hogy a legnagyobb és legkisebb adatot kihagyjak az értékelésbdl,
azonban ez nem minden esetben tehet6 meg. (Természetesen ez a moddszer a tdbbi kdzépérték

esetén is javitja az értékelés josagat.)

Vehetnénk azt is, hogy atlagosan mekkora eltérései vannak az adathalmaz elemeinek a megadott
kozépértéktdl, ezt nevezhetnénk atlagos eltérésnek. Azaz az atlagos eltérés képlettel megadva: ( X

jeloli az adott kdzépértéket)



Magyar Zsolt: Val6szinliségszamitds és statisztika 19. oldal

~ ~

(xl—X)+(x2—X)+...+(xn—)z)

Ennek azonban van egy oriasi hatranya: mivel a megadott kozépértéknél feltehetGen vannak
nagyobb és kisebb adatok is az adathalmazban, az sszegben szerepelnek pozitiv és negativ tagok
is, ezek viszont 0sszességében eredményezhetnek nagyon kicsi szdmot, holott 6k maguk abszolit
értékben lehetnek nagyok. Példaul konnyen belathatd, hogy a fenti kifejezés az atlag esetén mindig

0, fiiggetleniil att6l, hogy mik az adathalmaz tagjai.

Ki kell tehat kiisz6bdlni az elGjelproblémat az atlagos eltérésbdl. Erre a legegyszer{ibb médszer,
ha az eltérések abszoltit értékét atlagoljuk, ennek neve atlagos abszolit eltérés. Kiszamitasi modja

tehat:

|x1 —X|—|—|x2 —X|—|—...+|xn —X|

n
Ha valaki kicsit is jartas az abszolut értékes fiiggvények dbrazolasaban, akkor lathatja, hogy ez a

kifejezés a median esetén lesz minimalis. Ennek grafikus bizonyitasa a fiiggelékben talalhato.

A masik mddszer az elGjel kikiiszdbolésére a négyzetre emelés. Tehat megadhatjuk az atlagos

négyzetes eltérést, ami az eltérések négyzetének atlaga.

Ezzel azonban f6leg mértékegység problémdk vannak. Ha az adatok valamilyen
mértékegységgel rendelkeznek, akkor az atlagos négyzetes eltérés mér6szama ennek négyzete, tehat
szokas ennek négyzetgyokét venni.

Szintén a matematikai jartassaggal rendelkez6k be tudjak bizonyitani, hogy az atlagos négyzetes
eltérés a szamtani kdzép esetén lesz minimalis, ehhez a masodfoku fiiggvények ismerete sziikséges.
A bizonyitads természetesen nem nagyon bonyolult, részletesen a fiiggelékben talalhato.

Az atlagos négyzetes eltérést a szamtani kdzépre felirva empirikus szorasnégyzetnek nevezziik, a

négyzetgyokét empirikus szorasnak, jelolése G,.

Felmeriilhet az a kérdés, hogy ezen mérdszamok koziil melyiket érdemes haszndlni a
gyakorlatban, és erre a kérdésre a kés6bbiekben targyaland6 Csebisev-egyenl6tlenség adja meg a
valaszt. Eszerint ugyanis az atlagtél az adatok legfeljebb 25%-a térhet el a széras kétszeresénél
jobban, legfeljebb 10-11%-a térhet el a széras haromszorosdnal jobban, és 5-6%-a a széras

négyszeresénél jobban. Természetesen maga a Csebisev-egyenl6tlenség durva becslésen alapszik,
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ezért gyakorlatilag a szoras négyszeresénél jobban nem térnek el az adatok az atlagtdl, de az 5-6%-
ot biztosan mondhatjuk barmilyen adathalmaz esetén.
(Ez egyébként konkrét adathalmazokra vonatkoztatva az ugynevezett empirikus Csebisev-

térvény, vagy az atlag koriili szoras empirikus térvénye.)

L.6. A kozépértékek és a grafikus dbrazolas kapcsolata

A hisztogramon 4abrazolt adatok esetén a lehet6 legegyszeriibb megkapni a median értékét,
hiszen csak meg kell keresni az oszlopok koziil a kdzépsé6t, és az az érték lesz a median. Ha paros
szamu adat van, akkor a két k6zépsét kell atlagolni.

Szar-levél diagram esetén a mediant megtalalni szintén egyszerli, de ehhez célszerli az egyes

adatsavokon beliil az egyes adatokat nagysagrendi sorrendben feltiintetni.
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II. Valoszinliségszamitasi alapismeretek

II.1. A véletlen esemény

A véletlen felfogéasa alapvetéen kétféle lehet. Az tin. determinisztikus vilagképben a véletlen
egyszeriien a tudasunk hianyat jelenti. Mivel nem tudunk minden adatot, ezért nem tudjuk
meghatarozni, mi fog térténni, de ha ismernénk minden informdciét, akkor a véletlen megsziinne. A
masik felfogds szerint a véletlen alapvet6 része a vilagnak, ezért akkor sem tudnank megmondani,
hogy mi torténik, ha ismernénk minden adatot egy adott problémaval kapcsolatban.

Hasonlé a helyzet a valészintliséggel. Nem tudjuk pontosan eldonteni, hogy egy adott helyzetben,
pl. kockaval dobva a dobott értékek bekovetkezésének valdszintisége csak a kockatol fiigg-e, tehat
un. objektiv valésziniisége van-e, vagy pedig valami mas tényez6 is befolyasolja ezt. Sokszor ebben
a problémaban az ,,elegendd ok hidnya” dont: nincs okunk azt feltételezni, hogy egy adott kisérlet
kimenetelei nem szimmetrikusak, tehat objektiv valdsziniiséget tételeziink fel. Persze mas kérdés
az, hogy az objektiv valdsziniiségrél hogy lehet elddnteni, hogy mekkora az értéke?

Probalkozhatunk modellalkotassal is. Laplace (1812) az tun. klasszikus modellt alkalmazta: egy
esemény bekovetkezésének valdszinilisége a kedvezd esetek szdma osztva az Osszes esetek
szamaval. Eszerint az tigynevezett elemi események (ami az ,,6sszes esetekb6l” egy darabot jelent)
valo6sziniisége meg kell egyezzen. De milyen jogon mondhatjuk, hogy az egyes elemi események
valészinlisége megegyezik? Ugyanoda jutottunk vissza, ahonnan elindultunk.

Kolgomorov (1933) tovabb lépett. Azt mondta: axiémdkat, tehat nem bizonyitandé (és nem is
bizonyithat6) allitdsokat kell feldllitani a valdszinliségrél, és ezek segitségével fel kell épiteni a
valészinliség-fogalmat. [Tomoren: Metrikdnak nevezziik azt a hozzarendelést, amelyben egy
alaphalmaz részhalmazaihoz szdmértékeket rendeliimk. A hozzarendelt értékeket az adott
részhalmaz mértékszamanak nevezziik. Egy metrika akkor valésziniiség, ha az alaphalmazhoz
rendelt értéke 1, nem negativ és additiv (diszjunkt részhalmazok mértékének 6sszege az unidjukhoz
rendelt mérték).] Ezzel azonban szintén nem jutottunk kozelebb ahhoz a problémdahoz, hogy a
kockaval mekkora val6sziniiséggel dobunk hatost.

Szeretnénk tehat egy olyan éllapotot elérni, amiben az a helyzet all fenn, hogy bar nem tudunk

mindent (ez tény), de a nemtudasunknak ne legyen nagy kockazata.

Kezdjiik tehat el6lrél, épitsiink fel egy modellt, aztan prébaljuk meg megvizsgélni, hogy ez a

modell mennyire j6.
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I1.2. Klasszikus valészini{iségszamitasi modell

A valészinliségszamitdsban haszndlni fogunk néhany fogalmat, ismerkedjiink meg ezekkel!
Kisérletnek neveziink valamely folyamatot, melyben a véletlen donti el, hogy mi fog torténni. A
kisérletek altalaban megismételhet6ek (mi itt ilyen kisérletekkel foglalkozunk), de kimeneteliik nem
feltétleniil lesz ugyanaz, mint egy korabbi kisérletben. Egy kisérlet lehetséges kimeneteleibsl
képezhetiink halmazokat; ezeket nevezziik eseményeknek. Példaul dobokockaval egyszer dobva a
kockadobas lehetséges kimenetelei 1, 2, 3, 4, 5, 6; esemény példdul, hogy péaros szamot dobtunk,
vagy hogy 3-mal oszthaté szamot dobtunk, de az is esemény, hogy pozitiv szdmot dobtunk.
Lehetetlen eseménynek nevezziik azokat az eseményeket, melyekhez nem tartozik egyetlen kimenet
sem (pl. dobdkockaval nem egész szamot dobunk), biztos eseménynek nevezziik azokat az
eseményeket, melyekhez az &sszes lehetséges kimenetel hozzatartozik (pl. dobdkockaval dobva
egész szamot dobunk).

A leiré statisztikdban szerepeltek az alabbi fogalmak: relativ gyakorisdg, modusz, atlag, median,
szoras. Probaljunk meg ezeknek valamiféle megfelel6t talalni.

A relativ gyakorisag azt jelenti, hogy egy adott adathalmazban egy adat hanyszor fordul el6. Ha
a valoszinliségrél az a képiink van, hogy adott szamu kisérletb6l az esemény bekovetkezéseinek
szama aranyos a bekdvetkezésének valdsziniiségével, akkor a valdszinliségre a relativ
gyakorisagnak megfeleld értéket kell adnunk. Tekintsiink egy adott kisérletsorozatot, amely annyi
kisérletb6l &ll, ahdny lehetséges kimenetele van a kisérleteknek. Tételezziik fel, hogy minden
lehetséges kimenetel pontosan egyszer kovetkezik be a kisérletsorozatban (ez persze meglehetdsen
hihetetlennek tiinik). Egy adott esemény pontosan annyiszor kovetkezett be, ahanyféle lehetséges
kimenetel tartozik hozza. Ha sok ilyen kisérletsorozatot végziink el, akkor tapasztalataink (és
modelliink) szerint egy adott esemény atlagosan annyiszor kovetkezik be, ahdnyféle lehetséges

kimenetel tartozik hozza. Ez vezet a Laplace-féle klasszikus modellhez:

pP(A bekoévetkezik) = JO esetek szdma

Ssszes esetek szama
Itt p a valdszintliséget, A pedig egy adott eseményt jelent. Természetesen tigyelniink kell arra,
hogy az ,,0sszes esetek szama” olyan eseteket tartalmazzon, melyek bekévetkezése egyforman
valészinii, ezek az ugynevezett elemi események. Annak eldontésére, hogy mely események
vehetdk elemi eseményeknek, megint csak a modellhez kell nyulnunk: ha sok kisérletet végezve
lényegében egyforma szdmban kovetkeznek be ezek az elemi események, akkor mondhatjuk, hogy

ezek valoszinlisége megegyezik.
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A biztos esemény valosziniisége 1, mivel itt minden eset j0 eset, a lehetetlen esemény
valosziniisége 0, mivel itt egyetlen j6 eset sincs. (De vigyazat! Az, hogy egy esemény valésziniisége
1, nem feltétleniil jelenti azt, hogy a biztos eseményrdl van szd; ugyanigy az, hogy egy esemény
valészintisége 0, nem feltétleniil jelenti azt, hogy a lehetetlen eseményrél van sz6. A klasszikus
valosziniiségszamitasi modellben igen, amikor véges sok kisérletet hajtunk végre, és az esetek
szama véges sok. Azonban lehet végtelen kisérletsorozatokat is végrehajtani, illetve a geometriai
modellben is lehet ,végtelen sok eset” problémaval taldlkozni; és itt mar a fenti megallapitasokat

konkrét példakkal is illusztralni lehet.)

Felmeriilt az a kérdés az el6z6ekben, hogy a klasszikus modell alkalmazdsakor milyen
eseményeket tekinthetiink elemi eseményeknek. Fz a kérdés mar régen felmeriilt, és az igynevezett
,harom kocka” problémajaként volt ismeretes. Ez a kovetkez&képpen hangzott:

Ha harom kockaval dobunk, akkor ugyanannyiféleképpen dobhatunk 6sszesen 9-et, mint 10-et:

A dobott szamok Osszege 9 A dobott szamok Gsszege 10
1+2+6 1+3+5 1+3+6 1+4+5
1+4+4 2+2+5 2+2+6 2+4+4
2+3+4 3+3+3 2+3+5 3+3+4

Ha azonban elkezdiink dobdlni harom kockaval, akkor azt tapasztaljuk, hogy az 0Osszeg
gyakrabban lesz 10, mint 9. Mi lehet ennek az oka? Amikor azt mondtuk, hogy
ugyanannyiféleképpen dobhatunk a harom kockaval 10-et és 9-et, akkor az elemi eseményeknek
tulajdonképpen azt tekintettiik, hogy a dobott szdmokat nagysagrendi sorrendbe rakva hogyan
kaphatjuk meg a 10-et illetve a 9-et, azaz elemi eseményeknek az 1, 2, .., 6 szamokbol
Osszedllithaté rendezetlen harmasokat vettilk. De van-e jogunk ehhez? Ha a sorbarendezést nem
engedjiik meg (tehat az elemi eseményeket a rendezett szamharmasok jelentik), akkor a 10-et mar
nem ugyanannyiféleképpen kaphatjuk meg, mint a 9-et. A tablazatban szerepl6 szdmharmasokat
tobbszor kell szamolni a sorbarendezéseknek megfelelGen, igy a 10 esetén 27 lehet&ségiink van,
mig a 9 esetén csak 25. Hogyan lehet igazsagot tenni? Mivel azt szeretnénk, hogy a gyakorlatban
lejatsz6dd véletlen eseményeket tudjuk modellezni, ezért végre kell hajtanunk a harom kocka
dobasanak kisérletét sokszor, és meg kell nézni, hogy melyik modell irja le jobban a megfigyelt
jelenséget. A tapasztalat azt mutatja, hogy az a modell all kdzelebb a valdsaghoz, amelyben nem

tekintiink el a kockak dobasi sorrendjétél.
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Erre persze mondhatja valaki, hogy a harom teljesen egyforma kinézetli, azonos anyagbdl
késziilt, minden szempontbdl egyforma kockat mi kiilonbozteti meg egymastél? Honnan tudhatjuk,
hogy melyik melyik?

Végezziik el a kovetkez6 gondolatkisérletet: Vegyiink harom teljesen egyforma dobdkockat, és
fessiik be 6ket pirosra, zoldre, kékre. Adjuk 6ket oda egy normalis embernek, és dobaltassuk fel a
kockakat. O meg tudja kiilonboztetni a kockakat egymastol, hisz azok kiilonbozd sziniiek. Sok
kisérlet végrehajtasa utan kap valamiféle relativ gyakorisagot a lehetséges értékekre. Ezutan adjuk
oda a kockéat egy szinvaknak, aki szamara a harom kocka teljesen egyforma, hiszen nem latja a
sziniiket. Ha 6 dobal a kockakkal, akkor nyilvanvaléan ugyanazt az eredményt kell kapja az egyes
értékek relativ gyakorisagéara, hiszen a kockak nem tudjdk, hogy most éppen egy szinvak dobal
veliik, tehat nyilvanvaléan ugyanigy viselkednek, mint eddig. Vegyiik le ezutdn a szinezést a
kockakrol, és adjuk vissza a normalis embernek. Az 6 kezében a kockdk ugyanugy kell
viselkedjenek, mint a szinvak ember kezében, hiszen a kockak arr6l sem tudnak, hogy be vannak-e
szinezve. Ebbdl a gondolatmenetbdl viszont az kovetkezik, hogy a megkiilénboztetd jellel ellatott
kockdk ugyanugy viselkednek, mint a nem megkiilonboztethetd kockak. Tehat a sorrendet

figyelembe kell venniink a dobott értékeknél.

Hasonléan kivalo terep az elemi események el6forduldsanak vizsgalatdra az ugynevezett
kockapoker jaték. Ebben 5 kockaval dobunk, és a klasszikus pékerszabalyoknak megfelelGen

értékeljiik a kapott szamotost (azaz a kiértékelésnél nem szamit a dobasi sorrend). A lehet6ségek:

egy par: 2 egyforma+ 1+ 1+ 1szam (pl. 3,4, 5, 1, 3)

két par: 2 egyforma + 2 egyforma + 1 szam (pl. 3, 5, 4, 3, 5)

terc vagy drill: 3 egyforma + 1 + 1 szam (pl. 2, 3, 4, 2, 2)

sor: 5 egymast kovet6 szam, tetsz6leges sorrendben (pl. 2, 3, 1, 4, 5)
full: 3 egyforma + 2 egyforma széam (pl. 3, 2, 3, 3, 2)

poker: 4 egyforma + 1 szam (pl. 3, 4, 3, 3, 3)

royal poker: 5 egyforma szam

Kérdés, hogy mekkora valdészinlisége van az egyes lehet6ségek bekdvetkeztének? A kérdés
megvdlaszoldsa szempontjabdl nem érdektelen, hogy a dobott szdmok sorrendjét is figyelembe
vesszilk az egyes lehet6ségekhez tartozo ,,jo esetek” megszdmolasanal, vagy pedig a dobaési

sorrendtdl eltekintve hatdrozzuk meg az esetek szamat. A fiiggelékben részletezett szamitasok
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szerint az egyes lehetGségekhez az alébbi ,,j6 eset”-szdmok tartoznak, att6l fiiggéen, hogy a

sorrendet figyelembe vettiik-e avagy sem:

Lehetséges eredmény Sorrend szamit | Sorrend nem szamit

Egy par 3600 60
Két par 1800 60
Terc 1200 60
Sor 240 2

Full 300 30
Poker 150 30
Royal péker 6 6

Lathat6, hogy a tablazat két oszlopa elég jelent6sen eltérd adatokat tartalmaz. Hogy lehet
eldonteni tehat, hogy a tdblazat melyik oszlopat tekintsiik érvényesnek a gyakorlati problémakban?

Egy osztalynyi tanulé (kb. 30 f6) mindegyike dobjon 50-szer az 5 db kockaval, és jegyezze fel a
kapott eredményeket a tablazatba. Utdna 0Osszesitsék a tanulok a kapott eredményeket
kimenetelenként, és ha ezen szdmok aranya az 1. oszlop aranyainak megfelel, akkor a sorrendet
figyelembe kell venniink, ha a 2. oszlop ardnyainak felel meg, akkor a sorrendet nem kell
figyelembe venntink.

A tapasztalat azt mutatja mar ilyen viszonylag kevés dobas esetén is, hogy a szamok az 1. oszlop

aranyait mutatjak, tehat a sorrendet figyelembe kell venniink.

J6-j6, mondhatja még mindig a kételkedd, de mi van azokkal a problémakkal, ahol
nyilvanvaloan nem kell megkiilonbéztetniink a sorrendet? Vegyiik példaul a lottéhuzast! Ott mar
tényleg nem kell foglalkozni a sorrendi problémakkal! Valéban igy van ez? Jarjuk korbe ezt a

kérdést alaposabban!

A kovetkez6 kijelentéssel elég gyakran lehet taldlkozni: A lottd 6t6s kihtizdsdnak val6sziniisége

1

90
[90), (az Osszes esetek szama ( 5 )(eltekintve a huzasi sorrendtdl, hiszen az nem szamit), és a jo
5

esetek szama 1, feltéve, hogy csak 1 szelvény toltottiink ki).

Ha a klasszikus modellt a hizasi sorrend figyelembevételével alkalmazzuk, akkor az Osszes
esetek szama 9089 8887-86, a j6 esetek szama pedig 1, hiszen tovabbra is csak 1 lott6t

toltottiink ki, tehat az eredmény nem ugyanaz, mint az el6bb. Igen am, csakhogy ha a sorrendet
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figyelembe vessziik a hiizasnal, akkor figyelembe kell venniink a lottészelvényiink kitoltésénél is!
Az egy darab lottdszelvényt 5-4-3-2-1 -féleképpen t6lthetjiik ki ugyanazokkal a szamokkal, hiszen
a beikszelést annyiféleképpen végezhetjiik, ahanyféleképpen az 6t altalunk kivalasztott szamot

5.4.3.2.1
9089888786

sorbarakhatjuk. Tehat az 0sszes esetek szama amit atalakitva, és felhasznalva a

(9? 9089888786 Y
= egyenl@séget az

5 5-4.3-2-1
5-4.3.2-1
54321 _ 1
90.898887-86 (90
5.4.3.2.1 5

osszefiiggést kapjuk, tehat a kétféleképpen szamolt valésziniiség megegyezik.

Ha az 4talakitast részletesebben megnézziik, akkor ki is deriil ennek oka: amikor nem vessziik
figyelembe a sorrendet, akkor tulajdonképpen az torténik, hogy csoportositjuk az elemi
eseményeket: azokat a hizasokat, amelyekben ugyanazok a szamok szerepelnek, egy kupacba
tessziik, és ,Ujfajta” elemi eseménynek tekintjiik. Minden ,,ijfajta” elemi esemény ugyanannyi régi
elemi eseménybdl tevédik ©ssze, ezért a sorrend figyelembe vételekor kapott hanyadosban a
szamlalot és a nevezdt ugyanazzal a szammal kell leosztanunk, hogy a sorrend nélkiili eset
hanyadosat kapjuk, igy az eredmény nyilvanvaloan ugyanaz lesz.

Ez egyben azt is mutatja, hogy a sorrendet figyelembe véve mindig helyes eredményt kaphatunk,
de szamolasunkat leegyszeriisitheti a sorrendt6l valo eltekintés. Mikor lehet ezt megtenni? Erre is
valaszt kaptunk: akkor, ha az elemi események beoszthatéak egyforma elemszamu csoportokba
olyan médon, hogy minden csoportban olyan elemi események keriiljenek, melyek egymastol csak
sorrendben térnek el, és az dsszes ilyen esemény bekertilt az adott csoportba. Az is latszik, hogy ez
a csoportba osztds nem tehet6 meg pl. a visszatevéses hiizdsnal a hizasi sorrend alapjan
megkiilonboztetett események esetén, hiszen ekkor a kiilonb6z6 elemeket tartalmazé hizasokat a
sorrend szerint nem ugyanannyiszor szamoljuk meg, mint az egyforma elemeket is tartalmazé

hazasokat.

A legtobb véletlen esemény modellezésére alkalmas az ugynevezett urna-modell. Legyen egy

K
adott esemény bekovetkezésének valdszinlisége p= N Tegytink egy urndba K db fehér, és N—- K
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db fekete golyot, és hizzunk ki egy golyo6t az urnabdl. Ekkor az esemény bekdvetkezte megfelel a
fehér goly6 hiizasnak, az esemény be nem kovetkezte a fekete goly6 hizasnak.
Ennek segitségével ki tudjuk szamitani, hogy pl. n db kisérletbél hanyszor kovetkezik be egy

adott esemény. Az el6z6ekben ismertetett urnabdl hiizzunk n-szer, visszatevéssel (tehat a kihtzott

K
goly6t mindig visszatessziik, azaz mindig N eséllyel hizunk fehéret). Mi a valésziniisége, hogy k-

szor hiztunk fehér golyot? (Azaz mi a valosziniisége, hogy az A esemény k-szor kovetkezett be?)

Hasznaljuk a klasszikus modellt. Az dsszes hizasok szama N, a j6 esetek szdma, amikor k db

n
fehéret és n-k db feketét szerepeltetiink: (k ) K" - (N —K)"™ (%), igy a keresett val6szinfiség

n k n—k
K*(N-K)
k k _ n—k
p(A eseméll ny k—szor kévetkezik be )= N = Z -—ﬁk-—(NNf(_l =
(n| KX [0 KK (] & n—k
6 k W _Nn—k = k ‘p (1_p)

n
(*) Megjegyzés: El6szor ki kell jelolntink a k db fehér goly6 helyét, ezt ( k}féleképpen tehetjiik

meg, majd kivalasztjuk a k fehéret visszatevéssel a K golyd koziil, amelyeket a kordbbiakban
mondottak miatt megkiilonbézethetének vesziink, K X-féleképpen, és az n—k feketét az N—K

fekete koziil (N —K )™ -féleképpen.
I1.3. Miiveletek eseményekkel; kapcsolat a valosziniiségek kdzott
Az eseményekkel valé miiveletek kozott két legfontosabbat kiilonboztetiink meg:

a) események szorzata: Az A esemény és B esemény szorzatan azon eseményt értjiik, melyben A
és B esemény egyiittesen bekovetkezik. Jelolése: AB. [Ugy is megfogalmazhatnank, hogy az AB
esemény minden esetben bekovetkezik, amikor A és B egyiittesen bekdvetkezik.]

Az AB esemény bekdvetkezésének valosziniiségét tigy tudjuk meghatarozni, hogy az egyiittes
bekovetkezéshez tartoz6 elemi események szamat elosztjuk az 6sszes esetek szamaval.

Az AB esemény valdszinliségének lehetséges kiszamitasarél kés6bb még, az Események

fiiggetlensége cimii fejezetben ejtiink szot.
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b) események Gsszege: Az A esemény és B esemény dsszegén azon eseményt értjiik, melyben A
vagy B esemény bekdvetkezik (nem kizar6 vagy; A és B kiilon-kiilon, de egyiitt is bekdvetkezhet).
Jelolése: A +B. [Ugy is megfogalmazhatnank, hogy az A +B esemény minden esetben
bekovetkezik, amikor A vagy B bekévetkezik. ]

Ha ismerjiik az A és B események bekdvetkezését jelentd elemi eseményeket, akkor az (A + B)
esemény bekovetkezését jelentd elemi események szama ugy alakul, hogy A-hoz és B-hez tartozo
elemi események darabszdmanak 6sszegébdl ki kell vonnunk az A és B mindegyikénél szerepld
elemi események darabszamat, hiszen ezeket az Osszegben kétszer szdmoltuk, de csak egyszer
kellett volna. Ha ezt val6szinliségekre forditjuk le, akkor p(A+B) = p(A)+ p(B) — p(AB) .

Ha A és B diszjunkt események, azaz egyiittes bekovetkezésiik nem lehetséges (tehat AB

lehetetlen esemény), akkor a fenti dsszefiiggés a p(A+B) = p(A) + p(B) alakot 6lti.

I1.4. Feltételes valoszinliség

Nevezzilk az A esemény B eseményre vonatkoz6 feltételes valosziniiségének annak a
valdszinliségét, hogy A esemény bekdvetkezik, feltéve, hogy a B esemény mindenképpen
bekovetkezik. Jelolje ezt a valdszinliséget p(A| B). Ebben az esetben a klasszikus
valészintiségszamitasi modellt alkalmazva felmeriil a kérdés: mit is jelent az ,,0sszes esetek” illetve
a ,,jo esetek” szama a problémara vetitve? Az ,0sszes esetek” szama nyilvanval6an azokra az
esetekre korlatozodik, amikor a B esemény bekovetkezik; ezek koziil azok szamitanak majd ,,jo
eseteknek”, amikor az A esemény is bekdvetkezik. Tehat valamiféle tsszefiiggés gyarthatd ennek
segitségével:

azon esetek szadma, amikor A és B bekévetkezik
p(A| B)=

azon esetek szama, amikor B bekévetkezik

Ha a kapott tortnek a szamlal6jat és a nevezdjét is elosztjuk a kisérlet Osszes lehetséges
végkimeneteleinek szamaval (0sszes eset), akkor a szamlaloban A és B egyiittes bekdvetkezésének
valészinlisége, a nevezében B bekovetkezésének valdszinilisége jelenik meg. Tehat

(AB)_p( ) ) i : )
plA| B)= (B) Természetesen ehhez a kiszamitdsi moédhoz nem kell ragaszkodni konkrét
szamitdsi feladatokban, lehet a kordbban vazolt esetszdmok hanyadosaval is dolgozni.

A kapott képlet lehet8séget ad arra, hogy p(A| B) é p(B) ismeretében p(AB) értékét

meghatarozzuk.
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Példa: Két urndban fehér és fekete golyok vannak. Az els6 urndban 3 fehér és 2 fekete, a
masodik urndban 2 fehér és 3 fekete. Dobdkockaval dontjiik el, hogy melyik urndbdl vesziink ki
egyet: ha a kockaval 5-6st vagy 6-ost dobunk, akkor az elsé urnabol, egyéb esetben a masodik
urnabol hizunk ki egy goly6t. Mi annak a valészintisége, hogy a mésodik urnabél hizunk fekete

golyot?

Megoldas: Legyen a B esemény az, hogy a masodik urnabol hiizunk, az A esemény pedig az,

4
hogy feketét hizunk. Ekkor annak valészinlisége, hogy a masodik urnadbol hizunk: P (6sszes

esetek szama 6, ebbdl 4-ben hiizunk a masodik urnabdl), annak val6sziniisége, hogy feketét hiizunk,

3
feltéve, hogy a masodik urnabol hizunk: S Tehét annak a val6sziniisége, hogy a masodik urnabél

hiizunk, és ez a goly6 fekete lesz: p(A| B)- p(B) = p(AB) =

wIinN
ul|lw
Ul N

Példa: Két urndban fehér és fekete golyok vannak. Az els6 urndban 3 fehér és 2 fekete, a
masodik urnaban 2 fehér és 3 fekete. Dobdkockaval dontjiik el, hogy melyik urnabdl vesziink ki
egyet: ha a kockdval 5-6st vagy 6-ost dobunk, akkor az elsé urnabol, egyéb esetben a masodik

urnabdl hizunk ki egy golyo6t. Mi annak a val6szintisége, hogy fekete goly6t hiizunk?

Megoldas: A ,fekete goly6 hiizasa” esemény két diszjunkt eseményre bonthat6: az elsé urnabol

hizunk fekete goly6t vagy a mdasodik urnab6l huzunk fekete golyét. Az el6z6 példaban

kiszamoltuk, hogy a masodik urnaboél val6 fekete goly6 hizasanak valészinlisége R hasonl6an

2 .
=—. (Osszesen
15

Wl
vl N

kiszamithat6 az els6 urnabol torténé fekete goly6 hizasanak valdszintisége

2 01 7
tehat —+—=—.
5 15 15
Megjegyzés: A feladat megoldasa sordn a kovetkezd sémdt hasznaltuk: Legyen B, és B, két
diszjunkt esemény ugy, hogy Osszegiik kiadja a biztos eseményt, és A egy tetsz&leges esemény.

Ekkor az A esemény val6szintisége a kovetkezéképpen irhat6 fel:

p(A)=p(B,)-p(A| B,)+p(B,)-plA| B,)
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A mondott azonossdg formadlisan is egyszeriien beldthato: p(B)-pl(A| B,)=p(AB),
p(B,) plA| B,)=p(AB,), ennek megfelelGen, mivel B; és B, események Gsszege a biztos

esemény: P(AB,)+ p(AB,) = p(A(B, +B,)) = p(A). Ennek az Aallitasnak az Aaltalanosan
megfogalmazott alakjat a teljes valdsziniiség tételének nevezik:

Legyenek By, B, ..., B, paronként diszjunkt események, melyek 6sszege a biztos eseményt adja
ki (igynevezett teljes eseményrendszer). Ekkor egy tetsz6leges A esemény valdsziniisége ugy
hatarozhat6 meg, hogy P(A) =p(B,)- p(A| B,)+p(B,)- p(A| B,)+...+p(B,)- p(A| B,)

A teljes valdsziniiség tételét nem feltétleniil kell kimondanunk, hiszen a mintafeladatok
megoldasanal vazolt gondolatmenet alapjan mindig végiggondolhaté az egyes események
valészintiségének feltételes valdsziniiségekkel torténé kiszamitasa, azonban a teljesség kedvéért
megemlitjiik itt.

Még egy megjegyzés: A feltételes valoszintiségekkel kapcsolatos az ugynevezett Bayes-tétel is.

Ha B,, B, ..., B, paronként diszjunkt események, melyek Osszege a biztos eseményt adja ki, és
ismerjiik a p(Bl) , p(Bz) , ... valosziniiségeket, valamint a p(A| B1), P(A| Bz) ... feltételes

valésziniiségeket, akkor ki tudjuk szadmitani a p(B1 | A), P(Bz | A), ... feltételes
valészintiségeket. A Bayes-tétel azt az eljarast foglalja Ossze és mondja ki tétel formdjaban,
p(B,A)

melyben a P(Bl | A) =m tipusi hanyadosok szamlaldjat és nevezgjét hatdrozzuk meg a

kordbban mondott médszerek szerint. A Bayes-tétel kimondasat azért nem tartjuk itt sziikségesnek,
mert felesleges képlet, és alkalmat ad arra, hogy Gsszezavarja a kozépiskolasok gondolatait. Akik
sziikségesnek tartjak, a rendelkezésre 4ll6 informaciok alapjan osszeallithatjdk a tételt maguk is. A

szamolas menetét azonban nézziik meg egy gyakorlati példan:

Példa: Két urnaban fehér és fekete golyok vannak. Az elsé urnaban 3 fehér és 2 fekete, a
masodik urnaban 2 fehér és 3 fekete. Dobdkockaval dontjiik el, hogy melyik urndbdl vesziink ki
egyet: ha a kockaval 5-6st vagy 6-ost dobunk, akkor az elsé urnabol, egyéb esetben a masodik
urndbol huizunk ki egy golyot. Valaki elvégzi a kisérletet, és fekete goly6t hiz. Mi annak a

valo6sziniisége, hogy a masodik urnabol hiizott?

Megoldas: Legyen a B esemény az, hogy a masodik urnabol hiizunk, az A esemény pedig az,

hogy feketét hiizunk. Ekkor a p(B| A) feltételes valdsziniiséget keressiik. Ennek kiszamitasa a
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_Dp(BA

p(B| A)= o A)) képlet alapjan torténik. Hatdrozzuk meg a p(BA) [a méasodik urnabdl hiztunk

és fekete golyot] és p(A) [fekete goly6t hiiztunk] val6sziniiségeket a kordbban bemutatott médon!

P e o ol v 4
P(BA) kiszdmitasa: Annak valésziniisége, hogy a masodik urnabél hizunk: 5 annak

valészintisége, hogy feketét hizunk, feltéve, hogy a masodik urnabdl hizunk: 5 Tehat annak a
valészinlisége, hogy a masodik wurndbdl hiazunk, és ez a golyé fekete lesz:

_ _23_2
p(AIB)-p(B)—p(AB)—3 “==.

P(A) kiszamitasa: annak a valdsziniisége, hogy a masodik urnabdl hiizunk, és ez a golyo fekete
2 3_2 e o P . .
lesz: 3575 annak a val6sziniisége, hogy a masodik urnabdl hizunk, és ez a goly6 fekete lesz:

2 . ; 2 1 7
— . Osszesen tehat p(A) =—+—=—.
15 5 15 15

12
35

2

2
. e p(BA) _ 5
- plB| A)= ==
A Kkeresett feltételes val6szintiség: p( | ) o(A) 7 7
15

I1.5. Események fiiggetlensége

Az A eseményt a B eseménytdl fiiggetlennek tekinthetjiik akkor, ha a B esemény bekovetkezése
vagy be nem kovetkezése nem befolyasolja az A esemény bekovetkezésének valdsziniiségét. Ezt
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy minden olyan esetben, amikor B esemény bekovetkezik, az A
esemény ugyanolyan valdsziniiséggel kovetkezik be, mint azokban az esetekben, amikor a B
esemény nem kovetkezik be (és ez a valdsziniiség nyilvan megegyezik az A esemény mindenféle
feltétel nélkiili bekovetkezésének valdsziniiségével). Ha numerikus 6sszefiiggést keresiink, akkor a

kordbban  kapott feltételes val6sziniiségre  vonatkozd — dsszefiiggést  alkalmazhatjuk:

AB
p(A| B)=p(A), azaz p(A| B)Z%ZP(A). A maésodik egyenletb6l azt kapjuk, hogy

P(AB) =p(A)- p(B). Ez az 6sszefiiggés tobb dologra is alkalmas:
1. Ha ismerjik p(A), p(B), p(AB) értékét, akkor el tudjuk donteni, hogy az A és B

események fiiggetlenek-e.
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2. Ha tudjuk, hogy A és B események fiiggetlenek, akkor pP(A) és p(B) értékének
ismeretében ki tudjuk szamitani p(AB) értékét.

A probléma persze az, hogy mi van akkor, ha két esemény fiiggetlenségét vagy osszefiiggését
szeretnénk eldonteni, de nem tudjuk meghatarozni P(AB) értékét. Nyilvan nem jarhat6 ut, hogy
szamitsuk ki a fenti képletbdl, hiszen ez csak akkor alkalmazhatd, ha tudjuk, hogy A és B
fiiggetlenek; viszont amig nem tudjuk, hogy A és B fiiggetlenek, addig nem alkalmazhatjuk ezt a
képletet. Ez egyfajta 6rdogi kor, amibSl mindenképpen ki kell 1épni. Ugy tudjuk feloldani ezt a
latszolagos ellentmondast, hogy a fiiggetlenség fogalmat kiterjesztjiik: ha a két esemény olyan,
hogy nyilvanval6an nem befolyasoljak egymas bekovetkezésének valdszintliségét, akkor elfogadjuk,
hogy a két esemény fiiggetlen, és az egylittes bekovetkezésiik valoszintiségét a fenti 6sszefliggéssel

meghatarozhatjuk.
I1.6. Valoszinliségi valtozo eloszlasa

Val6sziniiségi valtozénak nevezziik azt a mennyiséget, melynek értékét valamely véletlen
esemény hatdrozza meg. A valdsziniiségi valtoz6 eloszlasa azt adja meg, hogy a valtozé egy-egy
értéket milyen valészinliséggel vesz fel. A mi mostani targyaldsunkban az ugynevezett binomidlis

eloszldsu valosziniiségi vdltozok jatszanak nagy szerepet, ezek eloszlasa

p(X =k) =(Z ) p*-—p)*

ahol p valamely esemény bekovetkeztének valdsziniisége.
Ilyen valtoz6 pl. a egy adott p valészinliségli esemény n fiiggetlen kisérletb6l torténd

bekovetkezéseinek szama.
K
Legyen az adott esemény bekdvetkezésének valosziniisége pZN. Tegyiink egy urnaba K db

fehér, és N— K db fekete golyot, és hizzunk ki egy golyot az urnabol. Ekkor az esemény
bekovetkezte megfelel a fehér golyé hizasnak, az esemény be nem kovetkezte a fekete golyd
hizasnak.

Az el6z6ekben ismertetett urnabol htizzunk n-szer, visszatevéssel (tehat a kihdzott goly6t mindig

K
visszatessziik, azaz mindig N eséllyel hizunk fehéret). Mi a valdsziniisége, hogy k-szor huztunk

fehér golyot? (Azaz mi a valésziniisége, hogy a vizsgélt esemény pontosan k-szor kovetkezett be?)
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Hasznaljuk a klasszikus modellt. Az §sszes hizasok szama N, a jo esetek szama, amikor k db

n
fehéret és n-k db feketét szerepeltetiink: (k J K" - (N —K)"™ (%), igy a keresett val6sziniiség

N" k| N* Nk

n Kk Knik n k n-k
{25 () oo

n
(*) Megjegyzés: El6szor ki kell jelolniink a k db fehér golyo helyét, ezt (k}féleképpen tehetjiik

n k n—k
-(N—-K)
. .. k}( k —K)™k
pP(A esemdéy k—szorkbvetkezile = ( :[n} K= (IN=K)™ =

meg, majd kivéalasztjuk a k fehéret visszatevéssel a K goly6 koziil, amelyeket a korabbiakban
mondottak miatt megkiilonbozethetének vesziink, K *-féleképpen, és az n—k feketét az N—K

fekete koziil (N —K )™ -féleképpen.

A gyakorlati életben el6fordulé problémdkban nem mindig visszatevéses mintavételt
alkalmazunk, hanem sokszor visszatevés nélkiilit, és ekkor az tgynevezett hipergeometrikus
eloszldst kapjuk. (PL. ha a kézvéleménykutatasnal megkérdeziink embereket, akkor iigyeliink arra,
hogy kétszer ne ugyanazt az embert kérdezziik meg.) A hipergeometrikus eloszlas azonban nagy

elemszamu halmazokban kis elemszamu mintavétel esetén kozelithet6 a binomidlis eloszlassal,

nevezetesen:
K ' N-K
!k”n—k' nY(KY (N=K Y™
PR ) (G5
n

Itt N a halmaz elemszama, K a kitiintetett elemek szama, n a minta elemszama, és X azt jeldli,
hogy a kihtizott n elem koziil hany esik a kitiintetett elemek kozé.

A fenti egyenl6ség szemléletesen is megmagyarazhat6: ha sok elem van az urndban, és keveset
hizok, akkor egy kihtizott elemet kicsi valdsziniiséggel hiznék ki még egyszer az urnabol, tehat
nem jelentOs eltérést okoz, ha nem is teszem vissza; masrészt pedig egy kihuzott elemmel nem
csokken l1ényegesen az elemek szama, tehat egy elem kihdzadsanak valdszinlisége csak nagyon
kicsivel valtozik a visszatevéses esethez képest. A fenti kozelités csak a mondott feltételek

teljestilése esetén all fenn (N ,nagy”, n ,kicsi”), a tényleges val6sziniiségtél vald eltérés a fenti

n
. ‘21 . e Yres . . . . n e
binomidlis eloszlassal val6 kozelités esetén tetszoleges k-t valasztva kisebb (ﬁ) -nél.
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I1.5. A valoszintiségi valtozokat jellemzd adatok

Az adathalmazoknal mar lathattuk, hogy az atlag nagy szerepet jatszott az adatok jellemzésében.
Mi felelne meg a mi modellinkben az &tlagnak? Az atlagban a szdmok Osszege szerepelt,
darabszamukkal osztva. Ha csoportositjuk az adatokat, akkor a szamok 6sszegében minden adatnak

annyiszorosa szerepel, ahanyszor el6fordul az adathalmazban. Tehat

X +X+H.ak X, kXX KX, kK k, Ky
= =1X+—2X +.+—2X,
n n n n n
k Kk K,
ahol kK, +k, +.+4K, =n ezért —++—2 +.+ 2 =1,
n n n

A fenti képletben az egyes adatok relativ gyakorisagai szerepelnek, amiket a valdsziniiségnek
feleltettiink meg, az adatok pedig a valdsziniiségi valtozo lehetséges értékeit jelolik. Ez a kapcsolat
lehetGséget ad arra, hogy az atlaggal analég varhaté érték definici6jat megadjuk:

Az X valoszinliségi valtozé varhatd értéke
E(X)=pX, +P,X, H.+p,X,,

ahol a val6sziniiségi valtozé eloszlasa p(X =x,) =p,

A varhaté érték jelentése nem az, hogy ha pl. kockaval dobunk, akkor 3,5-et fogunk dobni,
hiszen ez meglehet6sen furcsa lenne, hanem az, hogy elegendéen sok kisérletet végezve a kapott
adatok atlaga a varhaté érték kornyékén lesz. MegelGlegeztik mar az atlag és a szoras
kapcsolataban az adatok elhelyezkedését, és itt is lehetdséget kapunk majd arra, hogy tippeljiink

eldre arra, hogy mi lesz a kimenetele egy adott véletlen kisérletnek.

A vérhaté érték tulajdonsagai:

— Ha E(X) létezik, akkor létezik E(cX) is, és E(cX) =cE(X), ahol c tetsz6leges alland6

— Ha E(X) és E(Y) létezik, akkor E(X+Y) is, és E(X +Y) =E(X)+E()

— Ha X és Y fiiggetlen valdszinliségi valtozok, és l1étezik a varhato értékiik, akkor létezik E(X-Y)

is, és E(X -Y) =E(X)-E(Y)

A binomialis eloszlasu valésziniiségi valtozok varhato értékének meghatarozasara hasznaljuk fel
a varhat6 érték fent jelzett masodik tulajdonsagat!
Vezessiink be egy tgynevezett indikator-valtozot, melynek értéke 1, ha az A esemény

bekovetkezik, és 0, ha az A esemény nem kovetkezik be. Nyilvanvalé a definiciébdl, hogy az
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indikétor-véltozé varhat6 értéke p(A). Vizsgaljuk most n szamu fiiggetlen kisérletben az A esemény
bekovetkezéseinek szamat. Ez nyilvan binomialis eloszlasu valdsziniiségi valtozét jelent.
Vezessiink be n darab indikator valtozot: > értéke 0, ha az i-edik kisérletben az A esemény nem
kovetkezett be, és 1, ha bekovetkezett. Nyilvanvaloan az A esemény bekovetkezéseinek szamat az
indikator valtozok Osszege jelenti, tehat varhaté értéke az indikator valtozék vérhaté értékének
dsszege, azaz N- P(A) . Ha tehat egy p, n paraméterii binomialis eloszlast vizsgalunk, akkor annak

varhat6 értéke np.

Annak mérésére, hogy a varhatd érték mennyire j0 mérészam (akarcsak arra, hogy az atlag
mennyire j6), tobbféle mddszer is valaszthatd. A leir6 statisztikahoz hasonl6an nézziik végig az ott

mdr definidlt mérészamok megfeleldit.

X, —X| +|x2 —X| +...+

. %]

Az atlagos abszoliit eltérésre adott képlet szerint , ha az X adat

n

K; -szer szerepel a felsoroltak kozott, akkor a fenti képlet az

by — X[k |, — K|, o]y, — K,

n

alakot 6lti, aminek a valésziniiségi valtozok esetén a
|x1 —E(X)| - P —|—|x2 —E(X)| - Py +---+|Xz —E(X)| - P,
érték felel meg, ami nem mads, mint az |X —E(X)| valésziniiségi véltoz6 varhat6 értéke. Ezt a
kifejezést a valdszintiségi valtozd vdrhaté abszoliit eltérésének nevezziik.

A leir6 statisztikdban mar lathattuk, hogy a szérasnak nagyobb szerepe van az adathalmazok

leirasaban, ezért az empirikus szérasnégyzetre kapott

~ ~

(52()?): (xl—X)2+(x2—X)2+...+(xn—)?)2

n

képlet alapjan valdszintiségi valtozok esetén a szorasnégyzetet (a fenti gondolatmenethez

hasonléan) az (X —E(X))? varhat6 értékeként definialhatjuk, azaz

D*(X] =[x ~E(X))" - p,+[x, —E(X)]* - p, +..+(x, = E(X))" - p,
A valo6sziniliségi valtozé szérdsa a szoérasnégyzet négyzetgyoke, és formalisan is D(X)-szel
jeloljik.
A varhat6 érték alaptulajdonsagait felhasznalva a szérasnégyzet a

D?(X) =E[(X —E(X))?| = E[X? —2X - E(X)+ E(X)?| =
= E(X?)—2E(X)-E(X)+E(X)? = E(X?)—E(X)?
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alakban irhaté.

A szorasnégyzet tulajdonsagai koziil bizonyitas nélkiil k6zoljiik az alabbit:

Ha X és Y fiiggetlen valdsziniiségi véltozok, akkor D (X +Y) =D?*(X)+D?(Y).

Ezt a tulajdonségot felhasznalhatjuk a binomidlis eloszlast val6sziniiségi valtozd szérasanak
meghatarozasara. Hasznaljuk a korabban bevezetett, fiiggetlen indikator valtozékat. Ezek eloszlasa
p(X;=1)=p, p(X,=0)=1-p, igy négyzetik eloszlisa p(X =D=p, p(X?=0)=1-p
ugyanez, tehat varhaté értékiik p, négyzetiik varhaté értéke p. Ekkor viszont szérasnégyzetiik:

D*(X,)=E(X/)-E(X,)’ =p-p* =pQl-p)

Mivel a binomidlis eloszlasu valészinliségi valtozé6 n db ilyen fiiggetlen indikéatorvaltozé
Osszege, ezért a szorasnégyzet emlitett tulajdonsdgat felhaszndlva a binomidlis eloszlasu
val6sziniiségi valtozé szérasnégyzete: D*(X)=np(l—p), ezért a binomidlis eloszlds szérdsa

D(X) =+/np(Q1—p)

A leir¢ statisztikaban hasznalt t6bbi kozépértéknek is keressiik meg a valdsziniiségszamitasbeli
megfelel6jét!

A médusz azt mutatta meg, hogy melyik adat szerepel a legtobbszor az adathalmazban. Ennek itt
a legnagyobb valdsziniiségii érték felel meg (az az érték, amelyhez a legtébb elemi esemény
tartozik).

A median az adatok felez6je volt, tehat az adatok fele ndla kisebb, az adatok fele nala nagyobb.
1
Ennek az a k érték felel meg, melyre teljesiil, hogy p(X <k)= 5 Ha nincs ilyen érték, akkor az ezt
legjobban teljesit6 szamot tekintsiik. Hasonl6an az als6 és fels6 kvartilisnek azok az m illetve n
3

értékek felelnek meg, melyekre p(X <m) =% illetve p(X <n)= "
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III. Statisztikai becslések

II1.1. Egyszerti becslések

A gyakorlati életben felmeriil6 problémdak kozott sokszor el6fordul, hogy szeretnénk egy adott
sokasagrol valamit megtudni, pl. hogy az emberek melyik moséport vasaroljak szivesebben, vagy
hogy egy gyar termékei kozott hany selejtes van. Ha azonban minden elemét végig kéne nézni a
sokasagnak, akkor az egyrészt nagyon sok ideig tartana, masrészt nagyon sok pénzbe keriilne.
Természetesen barmilyen, a sokasdgnak csak egy részét vizsgaldé megoldds nem ad pontos
eredményt, de ha joval olcsobban és gyorsabban jutunk egy kevésbé pontos eredményhez, akkor
lehet, hogy inkabb a pontossagbdl engediink szivesebben.

Tehat: adott egy N elembdl all6 adathalmaz, ahol N elég nagy, és van benne K darab bizonyos
tipust (nevezziik 6ket ,,megjeldlt” adatoknak), a mi érdeklédésiinkre szamot tarté adat. Szeretnénk

megtudni, hogy K mennyi. Ehhez kivalasztunk n darab adatot, és megnézziik, hogy kozottiik hany
»megjelolt” van, ez legyen k darab. Véleményiink szerint a — mennyiség valamennyire megkdzeliti
n

K . , ) . . k. 3 K
a N mennyiséget. J6 lenne tudni, hogy mennyire kozeliti meg, azaz — értékének ismeretében N
n

milyen hatédrok kozé eshet; tovabba arrél is j6 lenne informaciot kapni, hogy hany elemet kell

kivalasztanunk a sokasagbdl, hogy jél (azaz altalunk megadott pontossagon beliil) megkézelitse.
A N mennyiséget jelolje p, ez annak a valdsziniisége, hogy az els6 hiizasnal ,,megjelolt” adattal

talalkozunk. Természetesen a masodik huzasnal mar nem ekkora a val6sziniisége, hiszen akar

»megjelolt” volt az els6 adat, akdr nem, N értéke megvaltozik (hiszen nem tessziik vissza a

. . . e K-1 .
kivalasztott adatokat), és az 1j valdszintiség vagy 7 Azonban ha sok adat van, és

N -1
Osszességében keveset vesziink ki koziiliik, akkor ez a valtozas nem lényeges. Nagy pontossaggal
mondhatjuk azt, hogy a tovabbi esetekben is mindig p a valdsziniisége annak, hogy megjelolt adatot
valasztunk ki. Ez persze némi pontatlansdgot eredményez, de az altalunk vett tizedesjegyek altal
generalt hibahataron beliil maradunk ezzel a kozelitéssel. Ezzel az igynevezett binomialis eloszlast
kapjuk, melynél n fiiggetlen kisérletben vizsgédljuk egy adott p valdsziniliségli esemény

bekovetkezéseinek darabszamat.

A becslések végrehajtasahoz sziikségiink lesz két egyenlGtlenségre:
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Markov-egyenlétlenség:

Legyen az x nemnegativ értékii valészinliségi valtozo. Ekkor

Ax>u-E(x)]<X
0

A Markov-egyenl6tlenség elénye, hogy barmilyen valdsziniiségi valtozo esetén igaz. Ez
természetesen hatranya is, hiszen emiatt a becslés meglehet6sen durva; ennek ellenére hasznalhaté

eredményt fog adni szamunkra.

A Markov-egyenl6tlenség segitségével levezethet6 a Csebisev-egyenlotlenség:

pljx— E(x)| 2 A- D(x)) < %

A Csebisev-egyenldtlenség szintén minden valdszinliségi valtozo esetén igaz, és orokli a
Markov-egyenl6tlenség pontatlansagat.
(A Markov-és Csebisev-egyenl6tlenség levezetésével most nem foglalkozunk, az érdekl6ddék a

fiiggelékben utdnaolvashatnak.)

A binomialis eloszlasu valdsziniiségi valtozé a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:
1. Annak valészinlisége, hogy egy adott, n kisérletbdl allé kisérletsorozatban az éaltalunk vizsgalt
n
p valdsziniiségii esemény k-szor kovetkezik be: p(X =k) =p, = (k )Pk a-p).

2. Varhato értéke E(X)=np

3. Szbérasa D(X) =+/np(1—p).

Irjuk fel a Csebisev-egyenl6tlenséget binomidlis eloszlasi valdsziniiségi valtoz6 esetén,

felhasznalva a fenti tulajdonsagokat:
p(|x—n;}2 A/ nA1— p)) < %2

X
Térjink at az x értéke helyett a relativ gyakorisdgra, azaz —-re. A zardjelben levd
n

egyenlGtlenséget ehhez végig kell osztanunk n-nel:
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X PA—p) )1
{‘77 p{z?» n ]<73

Vezessiik bea d=2A-, /@ jelolést! Ekkor a fenti egyenl6tlenség a
X p(1—p)
> A= M
{‘ n p( - 8J< n-&°

1
Ezt az alakot még a p-t6l is fiiggetlenné tudjuk tenni, ha felhasznaljuk a p(l—p)SZ

alakot olti.

egyenlGtlenséget (ez pl. a szdmtani és mértani kozép kozti egyenl6tlenséggel vagy rendezéssel és

teljes négyzetté alakitassal bizonyithat6):

X p(1—p) 1 .
- > <
{‘n p{ _8)< N A tehat

X 1
2 > -
{‘n p(_s)<4n-82

Felhaszndlva a valo6sziniiség azon tulajdonsdgat, hogy egy eseménynek és komplementer

eseményének valdsziniisége dsszesen 1, a kapott egyenl6tlenséget a kovetkezd formaba irhatjuk:
X _pd<slz1- 1 5
n 4n- 35

Vizsgaljuk meg a most kapott egyenldtlenséget kdzelebbrol! I)—; egy adott kisérletsorozatban az

altalunk figyelemmel kisért, p valdsziniiségli esemény bekovetkezésének relativ gyakorisaga. o
értékét mi valaszthatjuk meg, tehat a relativ gyakorisagnak a valdsziniiségt6l vald eltérését
tetsz6legesen eldirhatjuk (azaz tetsz6legesen kicsinek vaélaszthatjuk). A jobboldalon viszont
tetsz6legesen nagy értéket szerepeltethetiink, ha n-et elég nagynak valasztjuk. Ez azt jelenti, hogy
elegendben nagy szamu kisérlet esetén a vizsgalt esemény bekovetkezésének relativ gyakorisaga
tetsz6legesen nagy valdsziniiséggel, tetszOleges pontossaggal megkozelitheti a vizsgalt esemény
bekovetkezésének valosziniiségét. (Ennek altalanosabb alakjat szokds a nagy szamok torvényének
is nevezni.) Ez viszont lehet6séget ad nekiink arra, hogy megbecsiiljik egy ismeretlen
val6szintiségli, de binomialis eloszlasu (vagy annak tekinthet6) esemény valdszintiségét.

Probaljuk meg a kapott egyenldtlenség segitségével megvizsgalni, hogy mit kell tenniink ahhoz,
hogy egy érmérdl eldontsiik: elhissziik-e, hogy szabalyos, illetve hogyan hatarozhatnank meg pl. a

fejdobés valdszintiségét!
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Hanyszor kell feldobni egy pénzérmét, hogy 99%-os biztonsaggal az ,,objektiv” valésziniisége a
fejdobasnak ne térjen el a relativ gyakorisagtél 0,01-ndl jobban? Adjunk becslési mddszert a

fejdobas valdszintiségére a kapott eredmény alapjan!

A feladatban megfogalmazott feltétel azt jelenti, hogy annak val6sziniisége, hogy a fejdobas

relativ gyakorisaga a fejdobas valdszintiségétdl legalabb 0,01-ra eltér, kisebb, mint 1%, azaz 0,01.

.5 < 0,01-nek, azaz n=25000. Tehét legalabb

ennyi dobast kell végrehajtanunk a becsléshez. Ha csak egy dobdssorozatot végziink, akkor a

Ebben az esetben & = 0,01, igy teljesiilnie kell

fejdobasok relativ gyakorisdga 99%-os val6sziniiséggel nem tér el 0,01-nal jobban a fejdobas

tényleges valdsziniiségét6l. Tehat a fejdobés tényleges valdsziniliségére azokat az értékeket hissziik

X X
el, melyek az [77—0,0177+0,0]z| intervallumba fognak esni. Ez a mddszer lehetéséget ad

ugynevezett hipotézisvizsgalatra: a hipotézis a kezdeti feltételezésiink (pl. hogy a pénzérme
szabalyos, azaz a fejdobas valosziniisége 0,5), és a kapott eredmény fliggvényében dontjiik el, hogy

a hipotézist elfogadjuk vagy elvetjiik.

Ha viszont pontosabb eredményt szeretnénk kapni az altalunk teljesen ismeretlennek tekintett
fejdobas-valdszintiségrol, akkor a kovetkezd lehet6ség kinalkozik: végezziink sok ilyen 250000
dobasos kisérletet, nézziik meg, hogy ezekben mekkora a relativ gyakorisdga a fejdobasnak. Mivel
ez a fejdobés tényleges valdsziniiségétél nagy valoszintiséggel nem tér el 0,01-nél jobban, ezért a
kapott relativ gyakorisdgokat fedjitk le egy 0,02 hosszusagi intervallummal tgy, hogy minél
kevesebb ,l16gjon ki” az adatok koziil, és ennek a lefedd intervallumnak a kézepét tudjuk hasznalni

a fejdobas valdsziniiségének becsléséhez.

Mi a hatranya ennek a mdédszernek? Borzasztoan sokat kell dobalni a vizsgalt pénzérmével, de ez
nem is olyan nagy csoda, hiszen a felhasznalt becslések nagyon durvak voltak. Ugy is
mondhatnank, hogy kis harc aran csak kis gy6zelmet tudunk elérni ebben a kiizdelemben.

Az imént vizsgédlt problémaban egy dobéssorozat esetén hipotézist allitottunk fel, melyet
elfogadtunk vagy elvetettiink az eredménytdl fiigg6en. Milyen modszer alkalmazhaté azokban az
esetekben, amikor egy kisérletsorozat eredménye alapjan akarunk kozvetlen informéciét kapni egy

adott valdszintiségrol, kezdeti feltételezések nélkiil?
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I11.2. Konfidencia intervallum

Népszavazashoz gyiijtottek aldirdst egy orszagban. Az els6 kontroll utan (kivalogattadk azokat az
alairdsokat, melyek mell6l valamely a hitelesitéshez sziikséges adat hidnyzott, illetve azokat,
melyek tobbszor szerepeltek) maradt 41000 aldiras. Ebbél kivalasztottak 3000-et véletlenszertien, és
ezek hitelességét ellendrizték. Azt talaltak, hogy ezek koziil 343 nem volt hiteles. Mit mondhatunk

a 41000 alairas kozott levd hiteles alairasok szamardl, 95%-os biztonsaggal?

Ebben a példdban szintén nem ismerjiik a 41000 alédiras kozott levo hiteles alairasok szamat,
tehdt nem ismerjiik annak valdszinliségét, hogy koziiliikk egyet véletlenszeriien kivalasztva az hiteles
lesz. Ha valaki azt mondja, hogy a hiteles aldirdsok szama 15000, akkor azt elég nehezen fogjuk
elhinni, hogy mi a 3000 kivalasztottbdl csak egytizedét hiztuk a nem hitelesek koziil, holott abbdl
joval tobb van. Azt sem fogjuk elhinni, hogy 40500 hiteles alairas van, hiszen ez azt jelentené, hogy
a kihuzott 3000 alairas k6zo6tt van az 6sszes nem hiteles tobb, mint fele.

Van tehét egy als6 és egy felsé hatéra annak, hogy milyen valdsziniiséget ,,hisziink el” egy adott
esemény bekovetkeztére; az ezek kozott levé szamok halmazat konfidencia (megbizhatdsagi)
intervallumnak nevezziik

Megjegyzés: Be kéne bizonyitanunk természetesen azt, hogy tényleg minden szdm ,hihet6”
valészintiséget ad a kapott széls6 értékek kozott, tehat hogy a megfeleld (,,hihet6) valosziniiségek
halmaza valéban egy intervallum. Ezt nem fogjuk kiilon bizonyitani, hanem a folytonossagi
tulajdonsagokra alapozva szemléletesen elfogadjuk.

Feladatunkban tehat azt kell meghatarozni, hogy mennyi a konfidencia intervallum az alairasok
esetén, sOt, igazabol csak az also hatarara vagyunk kivancsiak (tehat hogy legalabb hany hiteles
alairas van kozottiik).

A megvizsgalt aldirdasokrol feltételezziik, hogy kivalasztasuk véletlenszerii volt. Mivel a 41000
darabhoz képest csak keveset vettiink ki hitelesitésre, ezért egy aldiras kivétele a halmazbol nem
lényegesen valtoztatta meg a nem hiteles alairas kivalasztasanak valdsziniiségét egy-egy lépésre

vonatkoztatva. Emiatt j6 kozelitéssel kezelhetjiik tigy a problémat, hogy minden egyes lépésben a

nenhitelesldirasolszam.

nem hiteles alairas valasztasanak valdszintisége p, ahol p= 21000 . Tehat a

kozelitésiinkben a kivalasztott nem hiteles alairdsok szamat binomidlis eloszlasinak tekintjiik. A
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kivélasztott nem hiteles aldirdsok szama x =343, a kivalasztott dsszes alairasok (,kisérletek™)

szama: n = 3000.

1
A Csebisev-egyenl6tlenségb6l binomidlis eloszlds esetén kapott {‘% —P( <5)2 1- an. 52
egyenl6tlenséget fogjuk hasznalni. A vizsgalatb6l n = 3000, x = 343, 1— T 0,95, és innen &

értéke meghatarozhaté: 8=0,041, Tehat 95%-os biztonsaggal allithatjuk, hogy ‘% —p‘ <<0,041

X X
azaz ——0,041< p <—+0,041, Figyelembe véve a megadott értékeket, 0,073 < p <0,155 azaz a
n n

nem hiteles aldirdsok szama 2993 és 6355 kozé esik. Tehat a hiteles aldirasok szama legalabb
34645. A kapott eredmény természetesen 95%-os biztonsagi kiiszéb mellett érvényes, azaz 95% a
valo6sziniisége annak, hogy a hiteles alairasok szama ebbe az intervallumba esik.

Nézziik meg, mi torténik akkor, ha nagyobb biztonsagi kiiszébbel szamolunk!

Allapitsuk meg 99%-os biztonsaggal a konfidencia intervallumot!

1
Ekkor 1- s 0,99, innen 8=0,0913, Tehat 99%-os biztonsdggal azt allithatjuk, hogy

X X . ., ‘o
‘%-p‘<0,0913, azaz ;—0,0913< p<;+0,0913. Figyelembe véve a megadott értékeket,

0,023 < p <0,2056 | azaz a nem hiteles aldirdsok szama 943 és 8429 kozé esik. Tehat a hiteles
alairasok szama legalabb 32571.

Lathat6 tehat, hogy a biztonsag novelésével a konfidencia-intervallum is névekszik, ami érthetd
is, hiszen ha nagyobb valésziniiséggel, nagyobb biztonsaggal akarjuk meghatarozni egy adott
mennyiség értékét, akkor szélesebb tartomanyt kell ehhez biztositanunk.

Az is lathat6, hogy ez a modszeriink meglehet6sen pontatlan, hiszen a masodik esetben p
értékére csak egy 0,1826 hossziisagu intervallumot tudtunk biztositani. Felmeriilhet a kérdés, hogy
van-e mas szamitasi eljards, ami jobban haszndlhat6, vagyis pontosabb eredményt ad? Van, de
ennek elméleti hattere kicsit bonyolultabb, mint a fent ismertetett egyszerli becslési eljaras. A

tovabbiakban errdl lesz szo.

II1.3. A binomiélis eloszlasu valtozé és modositasa (standardizalas)

Ha egy binomialis eloszlasu valdsziniiségi valtozé egyes felvehetd értékeihez tartozd

valdszintiségeket grafikonon prébaljuk abrazolni, akkor azt tapasztalhatjuk, hogy a val6sziniiségek
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maximuma a varhaté érték kdrnyékén van, és minél nagyobb a valdsziniiségi valtozo szorasa, annal
jobban ,szétfolyik” a grafikon. Az illusztraciéban n =20 és p = 0,4 esetén lathaté x értékének

fiiggvényében a p(x = k) val6szintiség.

Binomidis elosdas
n=20, p=0,4
05
04
< 03
1

Q 02
01

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

01234567 891011121314151617181920

k=

A grafikonon oszlopdiagram forméjaban jelenitettik meg az egyes valdsziniiség-értékeket.
Mivel minden oszlop szélessége egységnyi, ezért egy oszlop teriilete éppen annak valdszintiségét
adja meg, hogy a valdszinliségi valtozd értéke az adott, x tengelyen levs értékkel egyezik meg.
Emiatt, ha pl. arra vagyunk kivancsiak, hogy a valdsziniiségi valtozo értéke milyen valészinliséggel
esik két adott érték kozé, akkor semmi egyebet nem kell tenniink, mint a két adott érték kdzé esd
oszlopok teriiletét 6sszeadni. (Természetesen ez egyelére semmi egyebet nem jelent, mint hogy a
megfeleld valdszintiségeket kell 6sszeadnunk.)

Végezziik el a kovetkezd 4talakitast: x helyett térjiink at az X :W alakra, a p(x = k)

valészinfiség helyett pedig a pP«x=D(X)- p(x=k) értékre. FEzzel tulajdonképpen a

koordinatarendszeriinkben a  téglalapok  szélességét  Gsszenyomtuk -szerestiikre,

D(x)
magassagukat pedig D(x)-szeresiikre valtoztattuk, tehat a téglalapok teriilete nem valtozott. (E(x)
levondsa a koordinata-rendszerben csak eltoldst jelent.) Tehat tovabbra is fenndll, hogy az x
valészinliségi valtozd két adott szam kozé esésének valdszinlisége a megfeleld téglalapok
terliletének 0sszege. Természetesen figyelembe kell venni, hogy x mddositdsa miatt azon értékek,
melyekhez tartoz6 téglalapokat figyelembe kell venniink az 1j grafikonon, x-hez hasonléan

valtoznak. Ha pl. az eredeti grafikonon az a és b értékek kozti téglalapok teriiletének 6sszegére volt
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a—E(x) A b—E(X
D(x) % D

sziikségiink, akkor a moédositott grafikonon az értékek kozti téglalapok

tertiletének osszegét kell kiszamitanunk.

Binomidlis elosdas nodositva
n=20, p=04
0,5 -
0,4 - fﬂ\
0,3 -
&
02 1
01 |
0
n 0 — O m o [(e]
o N o & © N 1
m o o o — oM <
Xk

Az igy kapott grafikon azonban a megfigyelések szerint nagyon jol illeszkedik a

-e

NN

fliggvény grafikonjahoz (ez utébbit a koordinatarendszerben vastag vonallal

o(x) S
V2r
jeloltiik). Mire j6 ez a megfigyelés? Azt mondtuk, hogy az x val6sziniiségi valtozo két adott szam
kozé esésének valdszintisége a megfeleld téglalapok teriiletének 6sszege. Itt a téglalapok teriiletének
dsszegét helyettesithetjiik a <#X) fiiggvény grafikonja alatti teriilet megfeleld értékek kozt vett
nagysagaval. Természetesen felmeriil a kérdés, hogy ez milyen hibat okoz. A részletesebb
vizsgalatok tgy taldltdk, hogy ha teljesiil az tugynevezett Laplace-feltétel, mely szerint
n-p-(1-p)>9, akkor az n, p paraméterii binomidlis eloszld&s modositott értékei helyett a
szamolasban hasznéalhatjuk fent emlitett fiiggvényt. Ez sokkal pontosabb eredményt ad, mint az
eddigi szamitasaink.
(Megjegyzésként megemlitjiikk, hogy az illusztracioként hasznalt esetben még nem teljesiil a
Laplace-feltétel, de a szemléltetés eredményessége miatt célszeriibb volt kis n értéket valasztani, és

mar itt is j6l lathat6 a kozelités pontossaga.)

IIL.4. A @(x) fiiggvény grafikonja alatti teriilet szdmolasa
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A «<«tXx) fiiggvény grafikonja (az ugynevezett ,haranggorbe”) alatti teriilet meghatarozasa
sajnos nem megy teljesen siman, néhdny tulajdonsdgat felhaszndlva azonban a szamolds
leegyszeriisithet6. A grafikon alatti teriiletet — o -t6] egy adott z értékig tablazatba foglalva adjuk
meg. (Sajnos nincs olyan elemi fiiggvény, amely ennek a teriiletnek a nagysagat z fiiggvényében
meg tudnd adni.) A tablazatban feltiintetett értékek adjdk a ®(z) fiiggvényt, a tovabbiakban ezzel
fogunk dolgozni. Milyen értékeket kell megadni? Célszeri ehhez megismerkedni a <fX)

fliggvény grafikonjaval (az x és y tengelyen az egységek nem egyeznek, a jobb lathatosag kedvéért):

Lathato a képlet alapjan is, hogy ez a grafikon szimmetrikus az y tengelyre. Az egész gorbe alatti
teriilet 1 (ezt integralszamitdssal is lehetne igazolni, de szemléletesen is latszik: az egész grafikon
alatti teriilet nagysdga azt jelenti, hogy minden lehetséges valdsziniiséget Osszeadunk a
valosziniiségi valtozonk vizsgélatakor; ennek 1-nek kell lennie, hiszen a valésziniiségi valtozé
minden lehetséges értékének egyiittese a biztos eseményt adja), ezért elég csak pozitiv z esetén
megadni IXZ2) értékét. Ekkor ugyanis az abran vonalkézott teriiletek jel6lt nagysagviszonya illetve

egyenlésége miatt P(—2) =1—dX2) , ha z=0.

°@ 1-0(2)

L L
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D(-2) \ 1-®(2)
N ya

A tablazatban szerencsére nem kell til sok értéket feltiintetni, hiszen a gorbe viszonylag meredek
lefutdsa miatt 9X4) =0,9999{ ami mar gyakorlatilag 1.
Konnyen lathaté tovabba az is, hogy a grafikon alatti teriilet nagysaga az x tengelyen vett a és b

értékek kozott D(b) —aXa) (feltéve, hogy b= a).

Térjiink vissza arra a két példara, amellyel kordabban a Csebisev-egyenl6tlenséggel vald

becslésnél foglalkoztunk.

Hanyszor kell feldobni egy pénzérmét, hogy 99%-os biztonsaggal az ,,objektiv” valésziniisége a
fejdobasnak ne térjen el a relativ gyakorisagtél 0,01-nal jobban? Adjunk becslési mddszert a

fejdobas valdszintiségére a kapott eredmény alapjan!

Itt binomialis eloszlasrél van sz6, hiszen n fiiggetlen kisérletet vizsgalunk, ahol minden
kisérletben a fejdobas azonos valészintiséggel kovetkezik be. A feladatban megfogalmazott feltétel
azt jelenti, hogy annak valdsziniisége, hogy a fejdobas relativ gyakorisaga a fejdobas

valdszinliségétol legfeljebb 0,01-ra eltér, legaldbb 99%, azaz 0,99. Azaz keressiik, hogy milyen n-re

k
teljesiil a — relativ gyakorisagra
n

{‘% — 4 <00 1)2 0,99

Alakitsuk at a zarojelen beliili egyenl6tlenséget!
"—( - p( <001
n

\k—nq S0,0]n’ azaz

np—00h<=k<np+00nh
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Itt k binomidlis eloszlast valdsziniiségi valtozd, melynek varhato értéke éppen np, és arra
vagyunk kivancsiak, hogy milyen értékek koézé esik 99%-os valésziniiséggel. Igy a korabban
mondott atalakitds segitségével éppen olyan alakot kaphatunk, melyet a IX2) értékek segitségével
becsiilhetiink!

Ha np—00Ih<k=np+0,0I1 99%-o0s valésziniiséggel teljesiil, akkor a binomidlis eloszldsa
grafikonjan az NP—0,0In é nNp+0,01n kozti oszlopok teriiletének oOsszege 0,99. Ennek

megfelelGen viszont az atalakitott

00 _ k-np _ 00D
Jnal—p)  /npl—p)  /np1—p)

egyenl6tlenségben a két szélén szerepld érték kozti, <#Z) grafikonja alatti teriilet értéke 0,99.

Ugy kell tehat megvalasztanunk az egyenlStlenség két szélén levé szamok értékét, hogy a

0,0
haranggorbe alatti teriilet e két érték kozott legalabb 0,99 legyen. Legyen <o Zm.

Rajzoljuk fel a gorbét! A szimmetria miatt a keresett tartomany két oldaldn lev( teriiletek

_0'9920,005.

megegyeznek, tehat ezek nagysaga

D)

Zy Zo

Az &bra alapjan tehat a legkisebb olyan Z, értéket kell megkeresniink a ®(z) tablazatbol,

melyre teljesiil, hogy 9(Z)=099% Ez két tizedesjegy pontossigra Zo =258 Tehat

00
m = 2'58, azaz négyzetre emelve és a nevez6vel beszorozva 10*n?=6,6564nK1— p)

, majd rendezve N=66564(1— p) . Kordbban lattuk mar, hogy P(1—pP) maximuma 0,25, tehat
ha teljesiil a N=665640,25 egyenl6tlenség, akkor biztosan teljesiil a mi dltalunk kivant feltétel is.
Ez azt jelenti, hogy n =16641, tehat legalabb ennyi dobast kell végrehajtanunk a becsléshez.

Innen kezdve ugyanazt az eljarast lehet alkalmazni, mint ahogy azt kordbban tettiik: Végezziink
sok ilyen kisérletet, nézziik meg, hogy ezekben mekkora a relativ gyakorisdga a fejdobasnak. Mivel
ez a fejdobés tényleges valdsziniiségétdl nagy valdsziniiséggel nem tér el 0,01-nél jobban, ezért a

kapott relativ gyakorisdgokat fedjiik le egy 0,02 hossziisagi intervallummal tgy, hogy minél
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kevesebb ,,16gjon ki” az adatok koziil, és ennek a lefedd intervallumnak a kozepét tudjuk hasznélni

a fejdobas val6szintiségének becsléséhez.
Lathato, hogy a most alkalmazott becslésnél sokkal kisebb szamot kaptunk a kisérletek szamara,
mint a Csebisev-egyenl6tlenségnél, ezért uigy tlinik, hogy a gyakorlati életben sokkal jobban lehet

hasznalni ezt a médszert, mint a masikat.

II1.5. Konfidencia intervallum haranggorbés becsléssel

Népszavazashoz gytijtottek alairast egy orszagban. Az elsd kontroll utan (kivalogattak azokat az
alairasokat, melyek mell6l valamely a hitelesitéshez sziikséges adat hianyzott, illetve azokat,
melyek tobbszor szerepeltek) maradt 41000 aldirds. Ebbél kivalasztottak 3000-et véletlenszertien, és
ezek hitelességét ellendrizték. Azt talaltdk, hogy ezek koziil 343 nem volt hiteles. Mit mondhatunk

a 41000 alairas kozott levé hiteles aldirasok szamardl 99%-os biztonsaggal?

A feladat a Csebisev-egyenlGtlenségnél megfogalmazott problémét veti fel, megoldasahoz
hasznéljuk a haranggorbe alatti tertilet segitségével torténd valoszinliségi becslést. (Mivel ez itt egy
visszatevés nélkiili mintavétel, ezért ez hipergeometrikus eloszlasti, de a korabban mondottak
alapjan a binomialis eloszlassal kézelithet6.)

A kivalasztott nem hiteles alairdsok szama x = 343, a kivalasztott dsszes alairasok (,kisérletek™)
szama: n = 3000. Mivel az alairdsoknak csak kis hanyadat vizsgaljuk, jo kozelitéssel kezelhetjiik

Ugy a problémat, hogy minden egyes 1épésben a nem hiteles alairds valasztasanak valdsziniisége p,

nemhiteleslairésolszam.

X
_ 0/ e T . X .
ahol p 41000 . Ha 99%-o0s biztonsadgot adunk meg, akkor az relativ

gyakorisag ekkora val6sziniiséggel a [ p—8, p+3] intervallumba fog esni, azaz p—8< %: < p+39,

vagyis Np—m<=X<np+nd 99%-os valdsziniiséggel teljesiil. Mivel x binomidlis eloszlasi
valésziniiségi valtozd, ezért a megfelel§ téglalapok teriiletének 6sszege NP—NS és NP+nd
értékek kozott 0,99 a binomidlis eloszlds oszlopdiagramjan. Ez azt jelenti, hogy a transzformalt

. o —nd X—np nd o o .
valtozonal a Jnei—p) = Jnoi—p) - Jnod—p) egyenl6tlenség all fenn, vagyis a haranggorbe

—nd no
alatti teriilet Jnei—p) és Jnei—p) értékek kozott 0,99 nagysagu.
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Ugy kell tehat megvélasztanunk az egyenlStlenség két szélén levé szamok értékét, hogy a

nd
haranggorbe alatti teriilet e két érték kozott 0,99 legyen. Legyen <o :m. Rajzoljuk fel a

gorbét! A szimmetria miatt a keresett tartomany két oldalan levé teriiletek megegyeznek, tehat ezek

1-0,99

=0,00%

R
0,005 0,005

“Zq %0

nagysaga

Az ébra alapjan tehat a legkisebb olyan z, értéket kell megkeresniink a ®(z) tablazatbol, melyre
no
teljesiil, hogy @(Z,) =0,99E%, Ez két tizedesjegy pontossagra Z, = 2,58. Tehét Jrei—p) =258

rendezve 622,5&/#. Kordbban lattuk mar, hogy P(1—pP) maximuma 0,25, és

hasznaljuk fel, hogy n értéke 3000, tehat ha teljesiil a 5=2,58 /%’O egyenl6tlenség, akkor a mi
altalunk kivant feltétel is. Ez azt jelenti, hogy ©=0,0235.

Azokat a p értékeket tartjuk tehat 99%-os valdsziniiséggel ,hihetének” (azaz azok a p értékek

alkotjdk a  konfidencia-intervallumot), —melyekre = p—0,0235% %( < p+00235, azaz

%—0,02353 pS%+0,0235!. Mivel % ~01143, ezért 00908<p=0137< azaz a nem

hiteles aldirasok szdma 3723 és 5654 kozé esik, tehat a hiteleseké legalabb 35346 (99%-o0s
biztonsaggal).
A korabban a Csebisev-egyenl6tlenségbdl kapott eredményiink az volt (99%-os biztonsaggal),

hogy a nem hiteles alairasok szama 943 és 8429 kozé esik. Itt lathatéan pontosabb eredményt értiink

1
el, pedig még itt is az ismeretlen p értéket egy ponton becsiiltiik, a P(1— p) < 2 felhasznalasakor.

S6t, még a Csebisev-egyenl6tlenség felhasznalasaval kisebb, 95%-o0s biztonsaggal kapott
eredményiinknél is kisebb intervallumot eredményezett a mostani szamolasunk. Ez ramutat arra,

hogy ez a mddszer még nagyobb biztonsag eldirdsa esetén is pontosabb értéket ad, mint a korabbi
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modszeriink alacsonyabb biztonsagi kiiszob mellett. (Ezt annak tudatdban kell értékelni, hogy a
biztonsagi kiiszob novelése az esetek nagy tobbségében a konfidencia intervallum szélesedésével

jar.)

Ha még pontosabban akarunk szamolni, akkor a kapott &= zo,/@ (Zo=258)

egyenlGtlenségbdl vegyiikk a még legkisebb megfelelé6 & értéket, 82201}@, és ezt

X
helyettesitsiik vissza az eredetileg felirt p—06< = < p+9,azaz %—D‘ =3 egyenl6tlenségbe:

‘i(_p(szm/—p(l_p)
n n

Négyzetre emelés és rendezés utan egy masodfokii egyenl6tlenséget kapunk:

2 2 2
[1+Z—°J-pz—2x+z0 -p+X—SO

n n n’

A szerepl6 masodfoku kifejezés féegyiitthatdja garantaltan pozitiv, tehat ennek az
egyenl6tlenségnek a megoldasa mindig egy intervallum; mivel p-nek ide kell esnie, ezért ez éppen a
keresett konfidencia-intervallum.

Megoldva a konkrét esetben a masodfoki egyenlétlenséget, azt kapjuk, hogy 01= p <0130
azaz a nem hiteles aldirdsok szama 4100 és 5342 kozé esik, tehat legalabb 35658 hiteles szavazat
van a 41000 szavazat kozott 99%-os biztonsaggal. Latszik, hogy az eredmény pontosabb lett, de
talan annyival nem, mint amennyivel tébbet kellett érte szamolni. Ha gyorsabban, de elég pontosan
akarunk szamolni, érdemesebb az els6 mddszert valasztani, a beépitett becsléssel; ha mindenképpen
a pontosabb eredményre van sziikségiink, akkor érdemes csak a masodik mdédszert valasztani.

Megjegyzésként megemlitjiik, hogy éppen az illusztracioként hasznalt példaban csak egy
meghatarozott minimum f61€é kell mennie a hiteles alairdsoknak, hogy az alairasgyfijtés értelmet
nyerjen. Ennek megfelel6en ha ezt a szintet mar eléri a becslés a durvabb mdédszerekkel is, akkor

felesleges még egyszer finomitani rajta.
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aXz) tiblazat

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,00 0,50000 50399 50798 51197 51595 51994 52392 52790 53188 53586
0,10 53983 54380 54776 55172 55567 55962 56356 56749 57142 57535
0,20 57926 58317 58706 59095 59483 59871 60257 60642 61026 61409
0,30 61791 62172 62552 62930 63307 63683 64058 64431 64803 65173
0,40 65542 65910 66276 66640 67003 67364 67724 68082 68439 68793
0,50 0,69146 69497 69847 70194 70540 70884 71226 71566 71904 72240
0,60 72575 72907 73237 73565 73891 74215 74537 74857 75175 75490
0,70 75804 76115 76424 76730 77035 77337 77637 77935 78230 78524
0,80 78814 79103 79389 79673 79955 80234 80511 80785 81057 81327
0,90 81594 81859 82121 82381 82639 82894 83147 83398 83646 83891
1,00 0,84134 84375 84614 84849 85083 85314 85543 85769 85993 86214
1,10 86433 86650 86864 87076 87286 87493 87698 87900 88100 88298
1,20 88493 88686 88877 89065 89251 89435 89617 89796 89973 90147
1,30 90320 90490 90658 90824 90988 91149 91309 91466 91621 91774
1,40 91294 92073 92220 92364 92507 92647 92785 92922 93056 93189
1,50 0,93319 93448 93574 93699 93822 93493 94062 94179 94295 94408
1,60 94520 94630 94738 94845 94950 95053 95154 95254 95352 95449
1,70 95543 95637 95728 95818 95907 95994 96080 96164 96246 96327
1,80 96407 96485 96562 96638 96712 96784 96856 96926 96995 97062
1,90 97128 97193 97257 97320 97381 97441 97500 97558 97615 97670
2,00 0,97725 97778 97831 97882 97932 97982 98030 98077 98124 98169
2,10 98214 98257 98300 98341 98382 98422 98461 98500 98537 98574
2,20 98610 98645 98679 98713 98745 98778 98809 98840 98870 98899
2,30 98928 98956 98983 99010 99036 99061 99086 99111 99134 99158
2,40 99180 99202 99224 99245 99266 99286 99305 99324 99343 99361
2,50 0,99379 99396 99413 99430 99446 99461 99477 99492 99506 99520
2,60 99534 99547 99560 99573 99585 99598 99609 99621 99632 99643
2,70 99653 99664 99674 99683 99693 99702 99711 99720 99728 99736
2,80 99744 99752 99760 99767 99774 99781 99788 99795 99801 99807
2,90 99813 99819 99825 99831 99836 99841 99846 99851 99856 99861
3,00 0,99865 99869 99874 99878 99882 99886 99889 99893 99897 99900
3,10 99903 99906 99910 99913 99916 99918 99921 99924 99926 99929
3,20 99931 99934 99936 99938 99940 99942 99944 99946 99948 99950
3,30 99952 99953 99955 99957 99958 99960 99961 99962 99964 99965
3,40 99966 99968 99969 99970 99971 99972 99973 99974 99975 99976
3,50 0,99977 99978 99978 99979 99980 99981 99981 99982 99983 99983
3,60 99984 99985 99985 99986 99986 99987 99988 99988 99988 99989
3,70 99989 99990 99990 99990 99991 99991 99992 99992 99992 99992
3,80 99993 99993 99993 99994 99994 99994 99995 99995 99995 99995
3,90 99995 99996 99996 99996 99996 99996 99996 99996 99997 99997
4,00 0, 99997 99997 99997 99997 99997 99997 99998 99998 99998 99998
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IV. Fiiggelék

IV.1. Atlagos abszoliit eltérés a medianra minimalis

Ha dbrazoljuk az |x —a| +Hx —b| fiiggvény grafikonjat, akkor az alabbi jellegii abrat kapjuk:

; z >
X —)?] +|x2 —)?] +...+|x,, —)?]
n

A ,vodor” alja b—a magassagban taldlhat6. Ha most az |

kifejezésben az adatok nagysagrendi sorrendbe rakva szerepelnek, és parositjuk az elsé abszolut
értékes kifejezést az utolséval, a masodikat az utols6 el6ttivel, stb. és paronként abrazoljuk a

grafikonjukat, akkor a kovetkez6 abrat kapjuk:

- ; - ;
X X X X1 X1 Xy Xp X Xjer1 Xp-1 %o

Az adatok szama 2k Az adatok szama 2k+1

Az egymasba csusztatott ,,vodorforma” grafikonok alja azért keriil mindig lejjebb, mert a
megfeleld x értékek kiilonbsége egyre kisebb. Az abrar6l leolvashaté, hogy a minimalis értéket
minden par esetén a kozéps6 adatndl kapjuk, ha az adatok szdma pératlan, és a kozéps6 két adat
kozotti barmely érték minimumot ad, ha az adatok szadma péaros (ezért valasztottdk a két kozépso

érték kozott féliton levd szamot, azaz az atlagukat medidnnak).
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IV.2. Atlagos négyzetes eltérés az atlagra minimalis

R
n

2 2
Az atlagos négyzetes eltérést a (52( )'(v): (Xl_)a +(X2 X”_X) képlettel adhatjuk

meg. Végezziik el a szamlaloban a négyzetre emelést, majd végezziik el az dsszevonasokat:

XP =2 X+ X +X —2,X + X 4.4 x) - 2x, X +X°
n

2 F e x+x+.+x5:

)?_x1+x2+ X, ) (x +x2+ X, ) +xf+x22+...+x§
n

mennyiség alland6 (az

n

2 2 2 2
X, + X, +---+Xn) XX X
n

Mivel a kifejezés végén allo —(

adatok nagysdga meghatdrozza), ezért a teljes kifejezés akkor lesz minimdlis, ha

n

2
()? X, + X, +ot X X, +X, +ot X
n

. ) minimalis, azaz ha X = ———— . Tehat az atlagos négyzetes eltérés

valoban az atlag esetén minimalis.

I'V.3. Kockapoker eredményeinek valosziniisége

1 par:
5
a) szdmit a dobdsi sorrend: 6-féle szambol keriilhet ki a két egyez6 szam, ezeket (2 ]—féleképpen

lehet elhelyezni, és mellé a maradék 5-féle szambol kell 3 kiilonb6z6t kivalasztani a sorrend

5
figyelembevételével: 6- (2 J 5-4-3=3600

b) nem szamit a dobdsi sorrend: 6-féle szambol keriilhet ki a két egyez6 szam, a maradék 5-bél

5
pedig 3 kiilonbo6z6t kell kivalasztani ugy, hogy nem szamit a sorrend: 6 '(3)= 60
2 par:

a) szdmit a dobdsi sorrend: ( ]—féleképpen lehet kivalasztani a 2-2 egyez& szdmot, az els6 part

2
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5 3
(2 }féleképpen lehet elhelyezni, a masodik part (2) helyre lehet elhelyezni, a maradék 4-bél

6)(5)(3
pedig 1-et kell kivalasztani, ami a megmaradt helyre keriil.: (2 } (2 ) [2) 4 =1800

6
b) nem szdmit a dobdsi sorrend: (2 ]—féleképpen lehet kivalasztani a 2-2 egyez6 szamot, a maradék

6
4-bdl pedig 1-et kell kivalasztani: (2 } 4=60
Terc:
5
a) szdmit a dobdsi sorrend: 6-féle szambdl keriilhet ki a 3 egyezd szam, ezeket (3 ]—féleképpen

lehet elhelyezni, és mellé a maradék 5-féle szambol kell 2 kiilonboz6t kivalasztani a sorrend

)
figyelembevételével: 6- (3 ) 5-4=1200

b) nem szdmit a dobdsi sorrend: 6-féle szambdl keriilhet ki a 3 egyezd szam, a maradék 5-b6l pedig

5
2 kiilonbo6z6t kell kivalasztani tigy, hogy nem szamit a sorrend: 6- (2 ]= 60

Sor:

a) szdmit a dobdsi sorrend: 2-féle szamotos lehet, ezeket kell sorbarendezni, ha szamit a sorrend:
2:5-4.-3-2-1=240

b) nem szdmit a dobdsi sorrend: 2-féle szamotos lehet: 2

Full:
5
a) szdmit a dobdsi sorrend: 6-féle szambdl keriilhet ki a 3 egyezd szam, ezeket (3 ]—féleképpen

lehet elhelyezni, és mellé a maradék 5-féle szambdl kell a masik 2 egyez6t kivalasztani:

5
6~( J-5=300
3

b) nem szdmit a dobdsi sorrend: 6-féle szambol keriilhet ki a 3 egyez6 szam, és a maradék 5-bol
kell kivalasztani a masik 2 egyez6t: 6-5=30
Péker:

5
a) szdmit a dobdsi sorrend: 6-féle szambdl keriilhet ki a 4 egyezd szam, ezeket ( 4 ]—féleképpen
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5
lehet elhelyezni, és mellé a maradék 5-féle szambdl kell 1-et kivalasztani: 6 ( 4)- 5=150

b) nem szdmit a dobdsi sorrend: 6-féle szambol kertilhet ki a 4 egyez6 szam, a maradék 5-bél pedig
1-et kell kivalasztani: 6-5=230

Royal poker:

a) szdmit a dobdsi sorrend: 6-féle szambol kertilhet ki az 5 egyez6 szam: 6

b) nem szdmit a dobdsi sorrend: 6-féle szambol kertilhet ki az 5 egyez6 szam: 6

IV.4. Binomidlis eloszlas varhato értéke formalisan

Szamitsuk ki a binomidlis eloszlast valdsziniiségi valtozo6 varhaté értékét a definicié alapjan!

n n n
E(x)=2k-p(x=k)=2k-(k)-pk-(1—p)”k (@ k=0 eset azért hagyhaté6 ki, mert az
k=0 k=1

Osszegzésben ez egy 0-t jelent, ami nem véltoztatja meg az Osszeg értékét.)

k=1

E(X)=:Zlk'[:}19k -A—p)"* Zik'#!_k)!'}?k -A—p)" ™~ =

N, =D ek N (n—1)!
_gn (k=1 (n—k)! p-d=p) np g‘(k—l)!-([n—l]—[k—n)!

7 n _1 i i i n—l1 n _1 B e
:npzlk 1),pk1_(1_p)[ 11k 1]=n.p. k, ).pk '(l—p)[ 1K _
k=t - k'=0
=n-p-(p+0—p)"" =n-p
IV.5. Binomiadlis eloszlas szérdsa formalisan

Szamitsuk ki a binomidlis eloszlast valdsziniiségi valtoz6 szérasnégyzetét a definicié alapjan!
D?(x) =E(x*)—[E(x)]*. Az el6z6ekben mar lattuk, hogy E(x) =np, tehat [E(x)]* =n’p?,
n n n
igy csak E(x?) értékét kell meghataroznunk. E(x*)=Y k- p(x=k)=> k’ .(k ) p“-@a-p)™*
k=0 k=1

(a k =0 eset azért hagyhato ki, mert az 0sszegzésben ez egy O-t jelent, ami nem valtoztatja meg az

Osszeg értékét.)

S pr A= pylr R
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k=1

n n '
E(x?) :kz::}e .(:).pk A-p)" =Dk? -m.pk A-p)"* =

n—1

:kgn k- T _(g'_(:l)'_k)' p*-(—p)"* =n- P'gk .(k _1} p* (L — p)tniHk

=, n—1 , Y
=n-p->(k +1)'( K’ }Pk A-p)" =
k=0

_ =, (n—1 © ]k’ “in—1 » [k’
=n-p- >k’ w [P a=p +n-p- o [P a=p
k’=0 k=0

A kapott 6sszeg masodik tagja értékét mar az el6z6 pontban meghataroztuk, ez np, az elsé tag

értéke pedig az el6z6 pontban k6z6lt szamolashoz hasonléan szamithaté:

n- .ik’. n—1) v 1—p)ln i+ =p. .ik’. n—1) v 1— p)ln ik =
p P A L =n-p- P A =
K'=0 K'=1
-1
N (n—1)! K [n-11—k’
p Z: Kiin_1 o PP
-1
\ (n—2)! k [n-1]—k"
=n- . n_l . . . 1_ —
P20 G 2oy PP

n—2

“fn—-2 . e . n—2 . -
=”'P'(”—1)'P'Z(k’ 1}pk A= ”="'P-(n—1)-p-z( k }pk (A= p) =
k=1 - K"=0

=n-p-(n-1-p-(p+—pD"* =n-(n-1)- p°
Tehat D*(x)=E(x*)—[E(x)]* =n(n—1)p* +np—(np)* =np —np* =np(1—p), tehit a

binomiadlis eloszlasti valdszinliségi valtozo szérasa D(x) =+/np(1—p) .
IV.6. Markov-egyenlotlenség bizonyitasa

Markov-egyenldtlenség:

Ha x nemnegativ értékii val6szintiségi valtozo, és k=1, akkor

plx >W- E(x)] <l
n
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Biz: Legyen A az az esemény, amikor a valésziniliségi valtozd értéke nagyobb M- E(X)-nél.
Ekkor plx>p-E(x)]=p(A). Masrészt E(X)=x,p, +x,p, +...+x,p,, ahol p, =p(x=x).
Helyettesitsiik az osszes, K- E(x) -nél nem nagyobb x-t K- E(x) -szel, a t6bbit pedig 0-val. Ekkor
az osszefiiggést atalakitva:

E(x)>u-E(x)-p, +W-E(X)- p, +...+W-E(x)- p, =u-E(x)-(p, + p, +...+p,) =W E(x)- p(A) In

1
nen E(x) >u-E(x)- p(A), azaz m > p(A), és ez volt a bizonyitando allités.

IV.7. A Csebisev-egyenl6tlenség bizonyitasa

Csebisev egyenl6tlenség:

pl|x—E(x)| =1 D(x)) <5z

Biz: irjuk fel a Markov-egyenlétlenséget (x— E (x))*-re!
Alx—EC0)? > Elx—ECo)] <
mivel E l( x—E (X))2J = D?(x), ezért a zaréjelben levs egyenlStlenségbdl gyokvonassal
Alx—E(x)| =i - D) <:1L ,

és J=n jeloléssel ff|x—E(x)|=A-D(x)) < x—lz .
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IV.8. dX2) tiblazat

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,00 0,50000 50399 50798 51197 51595 51994 52392 52790 53188 53586
0,10 53983 54380 54776 55172 55567 55962 56356 56749 57142 57535
0,20 57926 58317 58706 59095 59483 59871 60257 60642 61026 61409
0,30 61791 62172 62552 62930 63307 63683 64058 64431 64803 65173
0,40 65542 65910 66276 66640 67003 67364 67724 68082 68439 68793
0,50 0,69146 69497 69847 70194 70540 70884 71226 71566 71904 72240
0,60 72575 72907 73237 73565 73891 74215 74537 74857 75175 75490
0,70 75804 76115 76424 76730 77035 77337 77637 77935 78230 78524
0,80 78814 79103 79389 79673 79955 80234 80511 80785 81057 81327
0,90 81594 81859 82121 82381 82639 82894 83147 83398 83646 83891
1,00 0,84134 84375 84614 84849 85083 85314 85543 85769 85993 86214
1,10 86433 86650 86864 87076 87286 87493 87698 87900 88100 88298
1,20 88493 88686 88877 89065 89251 89435 89617 89796 89973 90147
1,30 90320 90490 90658 90824 90988 91149 91309 91466 91621 91774
1,40 91294 92073 92220 92364 92507 92647 92785 92922 93056 93189
1,50 0,93319 93448 93574 93699 93822 93493 94062 94179 94295 94408
1,60 94520 94630 94738 94845 94950 95053 95154 95254 95352 95449
1,70 95543 95637 95728 95818 95907 95994 96080 96164 96246 96327
1,80 96407 96485 96562 96638 96712 96784 96856 96926 96995 97062
1,90 97128 97193 97257 97320 97381 97441 97500 97558 97615 97670
2,00 0,97725 97778 97831 97882 97932 97982 98030 98077 98124 98169
2,10 98214 98257 98300 98341 98382 98422 98461 98500 98537 98574
2,20 98610 98645 98679 98713 98745 98778 98809 98840 98870 98899
2,30 98928 98956 98983 99010 99036 99061 99086 99111 99134 99158
2,40 99180 99202 99224 99245 99266 99286 99305 99324 99343 99361
2,50 0,99379 99396 99413 99430 99446 99461 99477 99492 99506 99520
2,60 99534 99547 99560 99573 99585 99598 99609 99621 99632 99643
2,70 99653 99664 99674 99683 99693 99702 99711 99720 99728 99736
2,80 99744 99752 99760 99767 99774 99781 99788 99795 99801 99807
2,90 99813 99819 99825 99831 99836 99841 99846 99851 99856 99861
3,00 0,99865 99869 99874 99878 99882 99886 99889 99893 99897 99900
3,10 99903 99906 99910 99913 99916 99918 99921 99924 99926 99929
3,20 99931 99934 99936 99938 99940 99942 99944 99946 99948 99950
3,30 99952 99953 99955 99957 99958 99960 99961 99962 99964 99965
3,40 99966 99968 99969 99970 99971 99972 99973 99974 99975 99976
3,50 0,99977 99978 99978 99979 99980 99981 99981 99982 99983 99983
3,60 99984 99985 99985 99986 99986 99987 99988 99988 99988 99989
3,70 99989 99990 99990 99990 99991 99991 99992 99992 99992 99992
3,80 99993 99993 99993 99994 99994 99994 99995 99995 99995 99995
3,90 99995 99996 99996 99996 99996 99996 99996 99996 99997 99997
4,00 0, 99997 99997 99997 99997 99997 99997 99998 99998 99998 99998
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