Schultz Janos: Algebrai egyenl 6tlenségek, Megol dasok

111 FELADAT ALGEBRAI EGYENLOTLENSEGEKRE
Vegyes feladatok kitlonb6zé megoldasi modszerekre
MEGOLDASOK

1.
a) Vegyuk észre, hogy
k 1 1

k+D)! K (k+1!’

igy
1 2 2006 _1 1.1 1, 1 1 1
+— —==. -4+ = + - 1-

—+—+... = <1
2 3 200n 1 2 2 3! 2006 2007 2007

b) Vegyuk észre, hogy
1 K2 +2k+1_ (k+1)°
1+ = = ,
k(k+2) k(k+2) k(k+2)

ezért a bizonyitand6 egyenlétlenség bal oldalan all6 kifejezést atalakitva:

22 X3 x4% x..X2007° 2008 _ 2 >Q008
23 x4? x..x2007° 20082009 2009

¢) Tudjuk, hogy
n(n+1)
1+2+...+n:T,

ezért
1 2 _,m 1
1+2+...+n (n+1) 8 n+lg

igy a bizonyitandd egyenlétlenség bal oldalan szereplé 6sszeg:

B R R S L R .
&2 3 2006 2007 2007 2008g &2 20083

2.
a) Jeloljuk a bal oldalon szereplé szorzatot a-val és tekintsik az aldbbi
szorzatokat:

_ 8001 7998 7995 1005 1002 8002 7999 7996 1006 1003
~8000 7997 7994 1004 1001 © 8001 7998 7995 =~ 1005 1002

Mivel

n_+1_]_+1
n

n
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Schultz Janos: Algebrai egyenl 6tlenségek, Megol dasok

nagyobb n-re Kkisebb értéket ad, ha n pozitiv egész, igy kénnya latni, hogy
a>b>c. Szorozzuk 0ssze az a, b, c kifejezéseket! Kapjuk, hogy

8002

a®>abc=——>8,
1000
ahonnan nyomban addédik az allitas.
b) Legyen n = 2007 és tekintsuk az
Sn:aei*_ 1 +___+i9+ae 1 + 1 +___+i9+ael + 1 +___+i9
8n+1 n+2 2ng 82n+1 2n+2 3ng 83n+1 3n+2 dng
0sszeget!
Vegyuk észre, hogy
1 1 1 1 n
—<—+ +.+—<——X<
2 n+l n+2 2n n+1l
1 1 1 1 n 1
=< + +..+—< <=,
3 2n+1 2n+2 3n 2n+1 2
1 1 1 1 n 1
=< + +..+—< <=

4 3n+1 3n+2  4n 3n+1 3

A megfelelé oldalak dsszeadasa utan adodik, hogy

13 11
—<S <—.
12 . 6

c) Legyen
135 99
X= 27478 00
ekkor
1?2 -1 99°-1 1? 3? 992
—x X.. % <x*< - X.. % ,
22 42 1002 22-1 4>-1 100°-1
1 4 64 10008 , 1 3F & 99°
— x X X.. % <X <—X% b X.X% )
22 42 6 1002 34 53 75 10199
1 et
200 101’
+t.1 .1 .1
15 /200 J101  10°
3

Tekintsuk az aldbbiakat:
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1 _ g1 _ga 1o gl 1 tel

(k+1)\/E_‘m(k+1)k ﬁgk ﬁ%& ik \/k+l § \/k+ ﬁf \/k+1

B iz
igy akkor

1.1 1 1 1.1 1 1 1 6 1 6
= 2 s - 2= 8- 2<2.
2"32 B eV E V2 N2 BT Un Inls & Vneis
4.

Mindkét esetben azt fogjuk felhasznalni, hogy

[ +19® [x+ 1.

ami az Un. haromszdg-egyenlétlenség és négyzetre emeléssel egyszerien
igazolhat6. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha x és y azonos eléjel.
Tekintsilk a szamegyenesen azokat a helyeket, ahol az abszolut-érték jeleken
bellli kifejezés értéke 0 és ennek megfeleléen végezzik az alabbi becsléseket:
a)
() =[x+1+[2- {+ 42 [crie2- {+[x=3+[x3 3,

tovabba egyenléség pontosan akkor all fenn, ha x =0, ez a minimum helye.
b)

g(x) =|x+1+|7- X +|x- 4 +[3- X3 [x+1+7- X+|x- 2+3- ¥ =8+1=9,

tovabba egyenléség pontosan akkor all fenn, ha - 1E X£7 és 2£ X£ 3, azaz
2£ X £ 3, igy ezek mindannyian minimum helyek.

Megjegyzeés:
A fent leirt médon kereshet6é meg az

f(X) =|x- a|+[x- a,|+...+|x- &,

faggvény minimuma, ahol az a; -k adott valés szamok. Paratlan n-re az a) esettel,
paros n-re pedig a b) esettel analég eredmény adédik.
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Jeloljuk a szamokat a-val és b-vel, ahol a>0,b>0. A szamtani és mértani kozép
kozotti egyenlétlenség miatt

2
(a;b) sab>a+h,
ahonnan
(a+b)* >4(a+b)U a+b>4.
6.*

a) Fel fogjuk hasznalni azt a kdnnyen igazolhat6 allitast, hogy X,y >0 esetén

4£(x+y)ae—1+12.
gx Yo
Innen
1 £l a§+19.
Xty 4 &X VYg

Vegyuk észre, hogy akkor

@b el 10
a+b+2c a+c+b+c 4 %+b b+cg
bc Eael N 1 0
b+c+2a 4ga+b c+ag
ca caze 1 N 16

ct+ta+2b Zga+b c+a;+a'

Osszeadva a harom egyenlétlenséget kapjuk a bizonyitandé allitast. Egyenléség
pontosan a=b =c esetén all fenn.
b) Az a) részben latott egyenlétlenséget alkalmazva:

4
X+y

£1+1,

Xy
igy

i£g+

b+c b

4b £9+

c+a ¢cC

<

a

4c c
a+b

b
o
b
3
Cc
b

Osszeadva a harom egyenlétlenséget kapjuk a bizonyitandé allitast. Egyenléség
pontosan a=Db=c esetén all fenn.
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7.*
a) Jeloljuk az a szamok koézil a legnagyobbat a-val és legyen

_atat.ta,
A, - :
ekkor
a; +a, +..+al , a a . 6 .a
S Nfap - =2 EB 08
n AtaA- A= &2 A‘g 4

hiszen af £ aa,. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha egyrészt af =aa , azaz

minden i-re & =0 vagy a =a, masrészt A =a/?2. Ez kétféleképpen lehetséges:

minden a; 0-val egyenld, vagy n paros és n/2 darab a 0-val, n/2 darab pedig a-val
egyenlé, ahol a>0.
b) A bizonyitandé irhaté

a + a ta,+..ta
v &8, \/ainn 2 n—l3m

alakban. Ez pedig a szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlétlenség miatt igaz.
c) Feltehetjuk, hogy & % a, 3 ...% a, % 0. Ekkor i < j esetén

a-a|=a-aPla-alta-al=a-3

kovetkezésképpen

ala-als(n-1(a-a,).

i<j
Jaa,..a,°a,,

Viladgos az is, hogy

igy elegend6 megmutatni, hogy

s atat.ta

3, +=(n-1)(a - 3)2 212

azaz

na, +(n-1)(a - a,)% a+a,+..+a,

a,+(n-1)aa+a,+.+a,.

Ez a mondottak miatt teljesil, igy a feladatot megoldottuk.
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Vegyuk észre, hogy
F(x) = (X2 +3X)2 +2(X2 +3X)= (x2 +3x)(x2 +3x+ 2): (x2 +3x+1)2 EER

Ebbél vilagos, hogy f(X) minimalis értéke - 1, melyet ott vesz fel, ahol

x> +3x+1=0U x:#.

9.
VezessUk be az y=2ués z=3v helyettesitéseket, ekkor az

x> +u?+v? =1
feltétel mellet kell megkeresni az x* +4u® +9v’ kifejezés széls6 értékeit. Mivel
X2 +4u +9v? =1+3u +8v2 =1+3u% +8[L- X* - u?)=9- 5u - 8,

igy azonnal leolvashat6, hogy a minimum értéke 1, a maximum értéke pedig 9.
Minimalis akkor lesz, ha u=v=0, |x =1, maximalis pedig akkor, ha u=x=0,

M =1.

10.
Vegyuk észre, hogy

(x+y)' £ (x- y)* +(x+y)* =2(x* + y* +6x°y?),
igy

K £6(a* +b* +c* +d* +2a’h? + 2aC? + 2a%d? + 2b°C? + 2b°d® + 2¢°d?) = B(a2 +b? + ¢ +d>)f =6
i . 1 1
K maximalis értéke tehat 6, melyet akkor vesz fel, ha a=b=c=d = > vagy - 2

11.
Nyilvanvalo, hogy

O<a,b,c,d<1.
Elvégezve a muveleteket:

ab+cd+ad+ac+bc+bd- abc- abd - acd - bcd+abcd£%+abcd,

abi- c- d)+cdi- a- b)+(a+b)(c+d)£%,

ab(a+b)+cd(c+d)+(a+b)(c+d)£%,
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hiszen a+b+c+d =1.
Koénnyu latni, hogy

aa+bo a+dd
abfc—=, cdEc¢ <.
e 2 g e 2 g

Legyen a+b=xés c+d =y, ekkor x+y =1, tovabba elegendé igazolnunk, hogy

3

x3+y 5
£—.
2 Y
Mivel
x3+y? :(x+ y)(xz- Xy + yz),
igy

X2 - xy+y? 5
- 7 J 4 £_,
4 16

(X+y)2+xy£%,

2
Xty

:82

I-O

xy £

NI
Q

ami igaz. Visszafelé haladva vildgos, hogy akkor az eredeti egyenlétlenség is

: : ) ] . 1
teljestilni fog és egyenléség pontosan akkor al fenn, ha a=b=c=d = 2

12.
a) Mivel O£ x £1, igy
X; (1_ Xi)3 0,
X 3 %7,
ahonnan
axsax.
i=1 i=1

Legyen é X, = a, ekkor elegendé belatnunk, hogy
i=1

(a+1)?32 4a0 (a-1°2 0,

amely nyilvanvaléan igaz. Egyenléség pontosan akkor teljestl, ha a=1, vagyis
valamely X =1, minden masik pedig O.
b) Induljunk ki a nyilvanvaléan igaz

(- x*)a- y)2 0

egyenlétlenségbol! Rendezés utan:
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1+x%y3 X2 +y,
tovabba hasonléan kaphatjuk, hogy
1+y%z3 y*+z,

1+ 2°x3 z° + X.
Osszeadas utan:
3+ X2y +y’z+72°x3 X2 +y? + 22 +x+y+z,

igy elegendé igazolnunk, hogy

(=) XP+y?+Z%+x+y+z3 23 +2y% +27°.
Mivel
X +x- 2x% = x(x+1- 2x2):x(1- x)(L+2x)2 0,

Ezért az analég egyenlétlenségek felirasa, majd a kapottak megfelelé oldalainak
Osszeadasa utan a (—) egyenlétlenség adodik.
Egyenléség pontosan akkor &all fenn, ha x=y=z=1, vagy pedig két valtozo

értékel, a harmadiké pedig O.

Megjegyzés:
A megoldasokban szereplé 6tlet jol hasznalhatd minden olyan esetben, ahol a
valtozOk zart intervallumok elemei.

13.
a)
Legyen
X+ X+ X o+ Xy, =, Xy + X, + X+t Xpgos =D

Ekkor, felhasznalva a szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlétlenséget:

a@l+b(’j2 1

SEabf¢—= =-.
e 2 g 4
Egyenléséghez szUkséges, hogy a:b:EteIJesuIJon, ami  pl.x, =X, =—és

X3 = X, = ... = Xy0; = Oesetén megvalosul, ezért kimondhatjuk, hogy S maximalis

L, 1
értéke —.

S

b)*
Vegyuk észre, hogy

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ -8/77-
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S= Xl(l' X2)+X2(1' X3)+---+X2008(1' Xl)’
ahol OEx £1és O£1- X; £1l. Ha 0£af£lés OEbEL, akkor

ab£@£a;b,

felhasznalva a szadmtani és mértani kézép kozotti egyenlétlenséget, ezért

c X+ X, Font Xpgoe T1- X, +1- X+ +1- X0 +1-
2

s "1 ~1004.

S maximalis értéke 1004 lesz, amit pl. akkor vesz fel, ha X,,,, =1 X, =0.

14.
Ha a jobb oldalon pontosan egy vagy harom tényezé negativ, akkor készen
vagyunk. Két negativ tényez6 nem lehetséges, mert pl. a+b-c<0 és
- at+tb+c<0esetén 0Osszeadas utan b<Q0adodna. Végul, ha a jobb oldalon
mindharom tényezé pozitiv, akkor

a’3a’- (b-c)30,

b?3 b?- (c- a)’3 0,

c?3c?- (a- b)y’3 0,
igy a megfelel6 oldalak 6sszeszorzaséaval:
a’b’c?3 (a+b- c)’(b+c- a)’(c+a- b)?,

ahonnan a bizonyitandé azonnal adodik. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha
a harom valtozé egyenlé.

15.%

Legyen a=—,b= X,c =—, ekkor az egyenlétlenség atirhaté a kdvetkezé alakba:
z

y Yz ZgeX X g

BX 1428 1 XEE 0, Y0010 (x- yr2)y- z+x)z- x+Y)E vz,

ami éppen a 14. feladat Aallitasa! Egyenléség csakis akkor &all fenn, ha
a=b=c=1.

16.**
a)
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A valtozdk ciklikus cseréjevel a bal oldalon lévé Kkifejezések egymasba mennek at,
igy feltehet6, hogy x3 y3 z. Atalakitas utan:

(x- X (x- 2- ¥ (y- 2] +Z (x- 2y- 22 0.

Mivel x" 3 y"és x- z3 y- z3 0, ezért itt a bal oldalon mindkét tag nem negativ!
Egyenléség pontosan akkor all a mondott feltevés mellett, ha x=y=2z vagy
x=y,z=0.

Fontos az a specialis eset, amikor r =1. Atrendezés utan:

X3+ Y2+ 28 +3xyz3 Xy +x%z+ y’X+y’z+z2°x+ z2°y.

b)
A bizonyitandé irhat6 a kdvetkezé modon:

4a° +4b* +4c® +15abc 3 (a+b+c)’.
A kobre emelés elvégzése, majd rendezési lépések utan:
a’®+b°®+c®+3abcs a’b+a’c+b’c+b*a+c’b+c’a,
ami épp a Schur-egyenlétlenség atrendezett alakja r =1Kkitevé esetén!

1 1
Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=b=c= 3’ vagy két valtozo értéke —, a

harmadiké pedig O.

Megjegyzés:
A feladat megoldhat6 a 28. feladat megoldasaiban leirt mddszerek alkalmazaséaval
is.

17.
Jeldljuk a feladatban szerepl6 6sszeget S-sel. Nyilvanvalé, hogy

a b c at+b+c
+ + = =1

S> =
a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c

Masrészt 0<a<bés c>0esetén

a _a+tc

— < .

b b+c
Szorzas, majd rendezés utan:

O<c(b- a),
amely nyilvan igaz, igy
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a+c b+a c+b
+ + =
a+b+c a+b+c a+b+c

S<

Egyik oldalon szereplé egyenlétlenség sem élesitheté. Legyen pl. b=xa és
¢ = x%a, ahol x>0, ekkor
2 x?
e 5 -
1+x 1+x

Ha x® 0, akkor S® 2, ha pedig x® ¥, akkor S® 1.

Megjegyzés:
A feladatban szereplé egyenlétlenség kdnnyen altalanosithato.

18.
Mivel (a+b)’* >a? +b? és (c+d)’ =2c® +2d?- (c- d)? £2(C2 +d2), igy

2 2 2 .2
a2+b2 2(a+b)2 :2893+b9 <202 =8,
c’+d®  (c+d) éc+dg

19.*
Az a) ill. b) rész bizonyitadsa szorosan dsszefligg!

b) Végezzik el a kdvetkezé helyettesitéseket: x = E, y= %, zZ= l .
a C
Ekkor pl.
1
a2_1_bC_yz_1§[x29
2 - - 2 T o6 2 oo
2a® +bc 2+b7(23 iz+£ xX*+2yz 2& X +2yzy
a a® bc

Az analdg Osszefliggések felirasa és behelyettesités utan, rendezést kovetéen a
bizonyitando:

2 2 2
X z
Y +

x> +2yz  y*+2zx 7% +2xy

1£ <3,

ami épp az a) részben kittazott egyenlétlenség!
Mivel minden toért 1-nél Kisebb, igy a jobb oldali egyenlétlenség nyilvanvalo.
A bal oldali egyenlétlenség igazoldsahoz vegyuk észre, hogy pl.

2yz£y?+22 0 0£(y- 2%,
igy

2 2

X 3 X

X2 +2yz x2+y2+22'

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ -11/77 -



Schultz Janos: Algebrai egyenl 6tlenségek, Megol dasok

A masik két tortre a hasonlé egyenlétlenségek felirdsa, majd 6sszegzés utan
addodik a bizonyitandé. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha

x=y=zU a=b=c.

20.
Vegyuk észre, hogy pl.

2 2 1
2 2 -2 2 £ )
(a+1)’+b?+1 a’+b’+2a+2 ab+a+l
hiszen
a’+b?3 2abU (a- b)*3 0.
Legyen
azﬁ,bzl,czz,
y z X
akkor
1 _ 1 _ yz
ab+a+1 §+§+1 Xy+yZ+ZX
zy

A masik két tort esetére is alkalmazva a gondolatmenetet készen vagyunk, hiszen
a harom tort 6sszege 1 lesz. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=b=c=1.

21.*

A feladat feltételeibdl kovetkezik, hogy O£ x,y,z£1.

A bal oldalon szereplé kifejezés becsléséhez el6szor belatjuk, hogy 0<afbés
c?3 Oesetén

a.atc
b b+c’
Szorzas, majd rendezés utan:
Of£c(b- a),

amely nyilvan igaz..
Alkalmazva a fenti egyenlétlenséget:

1 c 1+y+z _1+y+z
1+x 1+x+y+z 2

és hasonléan

1 £1+x+z
1+y 2

1 £1+x+y
1+z 2

Osszegzéssel:
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1,11 £3+2(x+y+z):g_

1+x 1+y 1+z 2

Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha két valtozé értéke 0, a harmadiké pedig 1.
A masik egyenlétlenség igazolasdhoz vegyiik észre, hogy O £ X £ 1esetén

2- x£ 1 _
2 1+x°
Rendezést kovetden:
(2- x)a+x?)£ 2,
2+42x%- x- X*£2,
- x1- x’ £0,

amely nyilvan igaz. Ez alapjan akkor teljestuilnek a kovetkezék is:

2-y£ 12é82-z£ 12’
2 1+y 2 1+2
ahonnan
§=6-(x+y+z)£ 1 4 1 + 1 .
2 2 1+ x> 1+y® 1+27°

Koénnyen leolvashatd, hogy egyenléség pontosan akkor all fenn, mint az el6zé
egyenlétlenség esetében.

22.*
Jeldlje by,b,,...,b,az a szamok novekvé sorrendbe rendezett sorozatat! Ekkor

1 1 1 1 1 1
Bl R gl S el

ai a2 a'n bl b2 bn
illetve
| £ | .
a+ta, +..+ta b +b,+.+b

Elegendé megmutatni, hogy

1 2 n &l 1 10
4+ .+ <4—+—+. . +—7.
b, b+b, T Th+b+.+b, &b b, b i

A bal oldalon 1évé tagokat becsuljuk felulrél az aldbbiak szerint:

(=)
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Schultz Janos: Algebrai egyenl 6tlenségek, Megol dasok

2 2 _1
b +b, b+b b

illetve k3 2esetén

2k-1 < 2k-1 £‘2k-l< 2
b +b, +..+by, b t..+tb,, kb, b,

2k 2k 2% _2

< I .
b +b,+..+b, b, +..+b, kb, b

igy akkor a (=) bal oldalan all6 mennyiség kisebb lesz, mint

i1 1 2 2 2 2 2 10
—_t——+t——+——+—+—+—+ .. . =4Cc—+—+—+  +—T.
b, b, ¢

b b b Db, b, b

Ezzel a feladatot megoldottuk.

Megjegyzés:

Jéval erésebb eszkozokkel belathatd, hogy a 4 helyett a jobb oldalon 2-es szorz6
mellett is érvényes az egyenlétlenség, de 2-nél Kisebb szadm esetén mar nem
feltétlendl.

23.**

Ha minden valtozé egyenlé —-nel, akkor egyenléség all fenn. Ha van két
n

1
kilonbozo, akkor legyenek azok 0<x<—<y<1.
n

Mivel
_(xry)  (x-yp

tovabba

@l gl 0_ (1- x2X1- yz)_l- (x+ y)2+2xy+1:1- (x+y) + 24

ex ' o X’y X’y x2y? %y
igy az x+ yosszeget allandd értéken tartva, ha x-et és y-t egymashoz kozelitjuk,
akkor a szorzat értéke csokkenni fog! Ha x vagy y valamelyike eléri az — értéket,
n
akkor vizsgaljuk meg az 0j szdm n-est. Amennyiben a szamok koézul nem mind

egyenlé —-nel, akkor ismételjuk meg rajuk a fent leirt eljarast. Mivel véges sok
n
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szam van és az —-tél kulénbdzék szama szigorian monoton cstkken az eljaras
n

soran, igy véges sok lIépés utan minden szadm egyenlé lesz, mikdzben a bal oldalon
szerepl6 szorzat értéke csokken. Ezzel a feladatot megoldottuk.

24 *
Tekintsuk az

f(a)=(aj1 +aj +...+a§)a1

fuggvényt, ahol O<a . Belatjuk, hogy O<a <b esetén f(a)> f(b), igy az els6
szam lesz a nagyobb. Jeldlje a az aszamok kozul a legnagyobbat, ekkor az

_4

— helyettesitést alkalmazva:

&

1

f@) :a1(1+ X5 ..+ X5 )5.

Vegyiik figyelembe, hogy 0<x£1, igy 0<a <b esetén x* 3 x°, ezért

1

1
fa)s 31(1+X§ +...+x§)§ >a1(1+x§ +...+x§)€ = f(b),
amint azt allitottuk.

25.*%
El6szor bebizonyitjuk, hogy X,y > 0esetén

XY

[SEREek

X

(-) —

0

Vilagos, hogy x =yesetén egyenléség all fenn. Ha x>y, akkor legyen x=y+d,
ahol d >0, igy

prrag . T Y
@ Yo
Ha x <y, akkor pedig
X0 ) a:,yo
ng eXz

miatt az el6zéleg mar igazolt alakhoz jutunk.
Alkalmazva a (—) egyenlétlenséget az a, b, ¢ pozitiv szamokra, kaphatjuk, hogy

@B DO a0
Y Y Q_+ 310 aZabeCZC 3 ab+cbc+aca+b,

¢~
ebfa écg éag
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ami épp a bizonyitandé allitas. Egyenléség pontosan akkor teljesill, ha a=b=c.

26.*
Belatjuk, hogy n3 2esetén a , >a,, azaz

16 1 6 182, 16
+—— X I+ S+ QI+ —=
a 17 g 2(n- 1)@ ? ng? 2Ng

Atalakitasokat végezve:

@n o 2n-1_an+ly' 2n+1
&n-1g n-1 &ng n

2n

n >2n+1
( 2_1)" 2n-1’

A bal oldalt alulrél megbecsulhetjuk Ugy, hogy a binomidlis tétel szerint Kkifejtett
alakjanak csak az elsé harom tagjat irjuk le, igy elég belatnunk, hogy

1420 1 @0 1,
glgn2 -1 gzg(nZ ] 1)2 2n-1

Ujabb atalakitasokat végezve:

n__ n S 2
n*-1 2(n+1?(n-1) 2n-1’

2(n+1)n+n S 2
2(n?-1fn+1) " 2n-1’

(2n2 +3n)(2n- 1)> 4(n3 +n%-n- 1),
4n®*+4n? - 3n>4n®*+4n?- 4n- 4,
amely nyilvan igaz.

Megjegyzés:
A fentihez hasonld, de technikasabb szamolassal igazolhat6, hogy a
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:g§+_9 gr1+ 19

& ngé 2n+lp
sorozat szigoran monoton né!

27.*

Belatjuk, hogyha n=2“- lalak(, akkor elég nagy k-ra s, t(lné barmely elére
rogzitett szamot. Az 06sszeg becslését a 2-hatvanyok segitségével az alabbiak
szerint végezhetjuk:

1 1 1 1 1 1 1
s, >0+ + + + + + +...+ =
2lg4 3lg4 4lg8 5Ig8 6lg8 7Ig8 (2" - Pig2*
1el 1 1 1 1 1 1
+ + + + + +..+
|92§2>Q 30 43 58 63 733 2% - 1)k
1 1 1 1 6. 1 &1 16

> 8%" +4x—+ . +2" x G S O .
lg2¢ 4xX 83 2k><kg 2lg2ée2 3 Kg

Ismeretes, hogy a zaréjelben szereplé dsszeg tetszélegesen nagy lehet (ez pl. a 2-
hatvanyok segitségével a fentihez hasonléan lathaté be), igy ezzel allitAsunkat
igazoltuk!

28.*
I. megoldéas

Belatjuk, hogy a kifejezés legnagyobb értéke % .Rendezést kovetéen:
7
x(y+ z)+ yz(l- 2x)- > £0,
7
(1- 2x)yz+ x(1- x)- > £0.

Legyen yz=tés
f(t)=(1- 2x)t+x- x*- 7

27
Ekkor
.2
fO=x-x-+L=-F-20_ L 4
27 e 2g 108
Mivel
+2)f _ (- )
S VAL =t
yz 2 4 0
esetén
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1- x)? 7

f(t :1-2x><(—+x1-x-—,
(to) = (1- 2= ==+ x{1- x)- —
tovabbéa f (t)elséfoku flggvény, ezért elegendé kimutatnunk, hogy f(t,) £0, mert

akkor a [O;to] intervallumon f (t) £ 0, ami épp a bizonyitando6 allitas!
Vegyuk észre, hogy

108f (t,) = 27(1- 2x)(1- x)* +108x(1- x)- 28=-54x® +27x? - 1=- (3x- 1)*(6x +1) £ 0!

. 1 .
Egyenléség pontosan akkor teljestl, ha x = 3’ tovabba y=12z,azaz x=y=2z=

wlpk

Il. megoldéas
Az aldbbiakban szereplé moédszer (,valtozok varialasa”) igen jol alkalmazhaté sok

3-valtozo6s kifejezés vizsgalatakor.
Legyen

f (X, y,z)=xy+yz+2zx- 2xyz!
Tegyuk fel, hogy x3 y3 z, ekkor z£§. El6szor igazoljuk, hogy

f(xy2z)E f?;y,xzy,zg.

Kiirva:
2 2
aex+y2 +2vX+yz- ng Z,
8 2 g 2 g 2 g
Axy +Ayz+ 47X - 8XYyZ £ X° +2xy + Y + 4xz+ 4yz- 2X°z- Axyz- 2y°zZ,

Xy +yz+2X- 2XyZ £

O£ X*- 2xy+y* - 2X°z+4xyz- 2y*z,

O£ (x- y)2 q1- 2z),
ami igaz.
Ezek utan elegendé megkeresnink az f (a,a,l- 2a) kifejezés maximalis értékeét,

ahol l£ aEE! Kiirva:
3 2

f (a,a,1- 2a)=a’ +2a(1- 2a)- 2a*(1- 2a)=4a’- 5a’ +2a=g(a).

Mivel g(a) elsé derivaltja

gq(a) =12a? - 10a+2:128%- E(‘_j&a_ EQ
& 2

3p%
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igy az adott intervallumon g%a)£0, ezért g(a) monoton csokken,

kovetkezésképpen maximalis értékét az a :% helyen veszi fel. Ekkor
1 e . T
X=y=z= 5 a kifejezés maximuma pedig 77

29.*

Kénnya latni, hogy 6£X,y,Z£ 21. Vezessuk be az a=x-6,b=y-6,c=2z-6
helyettesitéseket, ekkor O£ a,b,c£15 és a+b+c=30. A feladatban szereplé
szorzatot K-val jeldlve:

K =(a+10)(b+10)(c+10) = abc +10(ab +bc +ca) +100(a+b +c) +1000 =
=abc+5ga(b+c)+b(c+a)+c(a+b)g+4000.

Az a-ra, b-re és c-re vonatkozo feltételek miatt:

a(b+c)3 15a,
b(c+a) 3 15b,
c(a+b)3 15c.
Ezeket 0sszeadva, kihasznalva, hogy a+b+c =30, adédik, hogy

K 3 abc+5x15x30+ 40003 6250.

Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=0,b=c =15, illetve a bettik cseréjével
kaphato esetekben. Ekkor x =6,y = z =21 stb. Ezzel a feladatot megoldottuk!

A NEVEZETES KOZEPEK ALKALMAZASAI

30.
Mivel
a+tb+c=10 1+a=(1- b)+(1- ¢),

Igy a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlstlenség miatt:

1+a3 2,/(1- b)1- c),

1+bs3 21/11- aﬂl- ci,

1+c3 2,({1- a)\l- b).
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Osszeszorozva a fenti egyenlétlenségek megfelels oldalait adodik a feladat allitasa.

Egyenléség pontosan akkor teljestl, ha a=b=c= % .

31.
Elvégezve a muveleteket észrevehetjik, hogy

(a+b)b+c)c+a)=(a+b+c)ab+bc+ca)- 1,

ezért a bizonyitandé:
(a+b+c)(ab+bc+ca- 2)3 3.

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség miatt:

a+b+c3 R/abc=3 és ab+bc+ca- 23 Ra’h’c® - 2=1,
ezért készen vagyunk. Egyenléség csakis akkor all fenn, ha a=b=c=1.

32.*
A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenséget 3 valtozora alkalmazva pl.

X2 +~/x +/x 3 3x,

igy
x> +y? + 7 +2(\/;+\/y+\/2)3 x+y+z)=(x+y+z)f =xP+y? + 22 +2(x+y+2),
ahonnan a bizonyitand6 azonnal adodik. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha
x=y=2z=1.
33.*
Belatjuk, hogy a kifejezés maximalis értéke %
Tegyiik fel, hogy x a legnagyobb, ekkor y?z £ xyzés z°x £ zx*, igy

X2y + y2z+ 22X £ X2y + xyz + X £ x(x + z)§8y+§g=%x(x+ z)(2y + Z)E%gT; =

mikozben felhasznaltuk a szamtani és mértani kdozép kozotti egyenlétlenséget.

1 2
Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha z=0 és x=2y, azaz z:O,yzg,ng,

illetve ezek valamely ciklikus cseréjével kaphat6 esetben.
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Megjegyzés:
A feladat megoldhaté a 28. feladat megoldasaiban alkalmazott modszerek
segitségével is.

34.*

a) . megoldas
A jobb oldalon:

xyz(xy + yz+ 20) £ xyz{x? + y? + 2% ) = xCyz + y'zx + Zxy

mivel kdzismert, hogy
Xy +Yyz+zx £ X* +y® + 7%,

Elég belatnunk, hogy
x'y+yiz+z2°x3 XPyz+ yizx+ 2xy.

Vegyiik észre, hogy x3,y°, Z%ill. yz,zx,xy ellentétesen rendezett szamharmasok,

igy a rendezési tétel miatt a jobb oldalon lévé kifejezés nem nagyobb, mint a
masik parositassal adodé bal oldali kifejezés. Egyenléség pontosan akkor all fenn,
ha x=y=12.

Il. megoldéas
Osszuk el mindkét oldalt xyz-vel! Kapjuk, hogy

XS y3 Z3
—+—+—3 xy+yz+2zx
zZ X 'y

Bévitve a bal oldalon all6 torteket:

4 4 a4 2 + 2_'_222
Xy, Xy
Xz Xy zy Xy +yz+ 22X

3 Xy +yz+ X,

mikozben felhasznaltuk a 46. feladatban szereplé, a Cauchy-egyenlétlenségbdl
levezethet6 egyenlétlenséget.

b) A jobb oldalon:
xyz(x2y+ y?z+ zzx),
ahol
X2y + Yy z+ 22X E X +y2 + 28,

ami vagy a rendezési tételbsl az x,y,z és x%y% z*> azonosan rendezett
szamharmasokra hivatkozéssal, vagy pedig
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2X3 + y3 s 3'(X3)2 y3 — X2y

3

stb. miatt a szamtani és mértani kozep kozotti egyenlétlenségbdl adodik.
Igy elegendé belatnunk, hogy

X°y+y°z+2°x3 x*yz+ y*xz+ z*xy.

Hasznaljuk a rendezési tételt az x*,y* z*%ill. yz,zx,xy ellentétesen rendezett
szamharmasokra! Egyenléség akkor és csak akkor teljestl, ha x=y =2z.

35.*
Fel fogjuk hasznalni a sulyozott szadmtani és mértani Kkozép kozotti

egyenlétlenséget, mely szerint, ha a, >0és s >0, akkor

1
S +S,+..+S,

ahol az s -k az an. sulyok. (Ha s =s, =...=s, =1, akkor a kdzonséges szamtani
és mértani kézép kozotti egyenlétlenséget nyerjuk.)
Ha
__S
X =,
[o}
as

akkor a gyakran alkalmazhat6
X~ X X
Xa +Xa,+..+xa 3 a*a’..a,

alakhoz jutunk, ahol x, >0 és X +X, +...+ X, =1. Egyenléség pontosan akkor all
fenn, ha a, =a, =..=a,.
Legyen

a, =a’b,a, =b%c,a, =c*d,a, =d“a,

ekkor a’bcd becsléséhez teljestilnie kell a kdvetkezéknek:

14X + X, =2,
J|,'4x2+x1:L
[

.|.4)(3+)(2 =1
fax, +x =1

ahol jol lathatéan x;, + X, + X, + X, =1.
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A fenti linearis egyenletrendszert megoldva

Y517 51'° 51" 51
vagyis
§a4b+lb4c+£c4d +Ed4a3 a’bcd.
51 51 51 51

Az eredeti egyenlétlenség jobb oldalanak masik harom tagjara is felirva a
megfelelé becsléseket, majd a 4 egyenlétlenség megfelelé oldalait dsszeadva
addédik a feladat allitasa. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=b=c=d.

36.
A szamtani és mértani kézép kozotti egyenlotlenség miatt

a+bs3 2@,

igy a bal oldalt tagonként becstilve, az legalabb

A&, foc, [cad
é CZ a2 b2 5

A zarogjelben allé kifejezésre alkalmazva a 3-valtozés szamtani és mértani kdzép
kozotti egyenlotlenséget addédik, hogy értéke legaldbb 3, amibél kovetkezik a
feladat allitasa. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=b=c.

Megjegyzés:
A feladatban szereplé egyenlétlenség altalanosithaté n darab valtozéra.

37.%
Vegyuk észre, hogy pl.

Lot =Lcryraf oxts e yze ace =(xe e 2,

ugyanis egyszerii szamolassal belathaté, hogy
(a+b+c)’ 3 3(ab+hc+ca).
Elegendé ezért igazolnunk, hogy

Xy yz N 2 1

e xzry) Joryxr2) Jyr2ly+x) 2

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség miatt pl.

(=)
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1 1
+

1 £x+y z+x,

w/fz+xj_(x+y5 2

igy kapjuk, hogy (—) bal oldalan allé kifejezés 2-szerese legfeljebb

e 1 1 0 1 9

x+y X+Zg z+x z+yg y+z x+y5
amit atalakitva:

(yz+zx)+ (yz+xy)+ (xy+zx):z+y+x:1,

X+y X+2Z zZ+y

ezért a (—) egyenlétlenség igaz, kovetkezésképpen az eredeti is az. Egyenléség

akkor és csak akkor all fenn, ha x=y=z= 3

38.%
Felhasznéljuk, hogy
a®+b° +c®- 3abc = (a+b+c)a® +b? +¢? - ab- bc- ca).

A bizonyitandét atalakitva:

2
2(a3+b3+03)_ 6+9(a+b+c) 9730,
abc a’ +b* +c?
+b+c 9 0,

2la? +b?+c?- ab- bc- ca - hot
( )gfabc a’+b?+c’g

Ismert, hogy az elsé zaréjelen beltl nem negativ szam all, igy elegendé belatni,
hogy

a+b+c 9
abc a?+b?+c?

20

(=) (a+b+c)a?+b?+c?)* abc.

A szamtani és mértani kézép kozotti egyenlétlenség miatt:

a+b+c3 Rlabc ill. a? +b? +c? 3 R/a’b?c?,

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ -24177 -



Schultz Janos: Algebrai egyenl 6tlenségek, Megol dasok

amelyek megfelel6 oldalainak 0Osszeszorzasaval adédik a (—)-gal jeldlt
egyenlétlenség, amivel az eredeti allitast is igazoltuk. Egyenléség csakis akkor all
fenn, ha a=b=c.

39.*
Szorozzunk (1+ abc) -vel és adjunk mindket oldalhoz 3-at! Kapjuk:

l+abc+a+ab 1l1+abc+b+bc l1l+abc+c+ca
+ +
a(l+b) b(1+c) c(1+a)

36,

l+a +ab(1+c)+ 1+b +bc(1+a)+ l+c +ac(1+b)3

a(+b) ali+b) b{i+c) bl+c) clra) clra) O

Alkalmazzuk a szamtani és mértani koézép kozotti egyenlétlenséget a bal oldalon
szereplé 6 tagra és készen is vagyunk! Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha
a=Db=c=1, bar ennek kiszamolasa kissé hosszadalmas vizsgalatokat igényel.

40.**
a) Legyen

a b C
X = = zZ=

] y ] .
va? +8bc vb? +8ca Jc? +8ab

Viladgos, hogy 0<x,y,z<1, a bizonyitand6 pedig:

X+y+z31.
Vegyuk észre, hogy
a® _1-x* b* _1-y* ¢* _1-7
s8bc x* '8ca y? '8sab 7’

miatt
1 X2 5 y2 72

512 1- X2 1- y? 1- 22 0 (- Ji- y2Ju- 22)=512xy222.

Tegyuk fel, hogy x+y+z<1l! Ekkor, a szamtani és mértani kozép kozotti
egyenlétlenség felhasznalasaval:

1

2

L Y- y2Ji- 22)> (x+y+ 2 - 2 (x+y+ 2 - y2(x+y+2) -
: Ry?z

1
=(x+x+y+z)y+z)x+y+y+z)x+zfx+y+z+z)x+y)s ax?yiz

2
1
4

N

X

1 11 11 1 1 1 1 1

XAx4y2 74 XROX2 72 XAx* Y472 Rx2y? = 512x2y? 7>

ami ellentmondas, igy a bizonyitandé igaz. Egyenléség pontosan akkor all fenn,
ha
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X
1]
<
1]
N
1]
Wl
(@)
QD
1]
O
1]
o

b) Vezessuk be az x = %, y= Z—b, zZ= E helyettesitéseket, ahol a,b,c>0! Ekkor pl.
C a

1 _ 1 _ b
2 2 2 2’
\/Zx +1 \/2 4; 41 x/8a +b
igy a bizonyitando:
b N C N a a1
J8aZ +b? +f8b?+c®  /8c% +a?
Legyen
b C a

X = Y = Z = |

Jsa? +b? 8P +c? ect+ad
Ekkor azt kell belathunk, hogy X +Y +Z 3 1. Mivel pl.

2 2
b X X

) v 7).

512 = 7

Innen a megoldas sz szerint Ugy fejezheté be, mint azt az a) részben lattuk!
Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha

X=Y=ZU0 a=b=cU x=y=z=2.

41 .**
Elvégezve a muiiveleteket, a bal oldalon 1évé Kifejezésbdl

x2y222+2(x2y2 +y222 +22x2)+4(x2+y2+22)+8

addodik. Ismeretes, hogy
Xy +yz+zx £ X2 +y? + 7%,

Vegyuk még figyelembe, hogy

axy £2x%y? +20 0£2(xy- 1),
igy
Axy +yz+ 2x) £ 2(x2y2 +y27% + 22x2)+6,

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ -26/77 -



Schultz Janos: Algebrai egyenl 6tlenségek, Megol dasok

ahol egyenléség pontosan akkor all fenn, ha x=y=z=1.
Elegendé ezek utan belatnunk, hogy

X2y2Z2 + X2+ y? + 22 +23 2(xy + yz+ 2x).
Tekintsuk a pozitiv a, b, c szdmokra érvényes, a 14. feladatban szereplé
abc? (a+b- c)a- b+c)(- a+b+c)
egyenlétlenséget! Atrendezés utan
a®+b® +c® +3abc3 ab(a+b)+bc(b+c)+calc+a),
majd, felhasznalva a szamtani és mértani kdzép kozotti egyenlétlenséget
a®+b* +c® +3abc 2 2(ab)” +2(bc)*? +2(ca)*?.

Legyen most a = x*'*,b=y?? c=2z"2, igy kaphatjuk, hogy

X2 + yz + 72 +3(xyz)2’3 3 2(xy+ yz+ ZX).
Végul belatjuk, hogy

x2y222+x2+y2+22+23 x2+y2+22+3(xyz)2’3.

Alkalmazzuk a szamtani és mértani k6zép kozotti egyenlétlenséget az

x?y?z?, 1,1

szamhéarmasra!
Az eredeti egyenlétlenségben pontosan akkor van egyenléség, ha x=y=2z=1.

A CAUCHY-EGYENLOTLENSEG

42.
Alkalmazzuk a Cauchy-egyenlétlenséget:

(a+b+c+d)8§+1+ﬂ+gg3 (1+1+2+4) =64.

ea b c cg
Egyenléség:
2 d2
a’z=p?=2="
4 16

U a=b=

N O
N
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43.
Legyen
P(x) =a,x"+a _,Xx"'+..+ax+a,,

majd alkalmazzuk a Cauchy-egyenlétlenséget:

(P)*= 1.

P(x) XPgégz (anxn +...+a1x+a0§51nin+...+a11+a093 (@, +..+a +a,)
exg & " x X ‘g

44.
A Cauchy-egyenlétlenség miatt:

a+b+c=1><a+1><lo+1><c£Jsia2 +b? +02§,

igy elegendé belatnunk, hogy
3f£a’+b*+c’.

A szamtani és mértani kézép kozotti egyenlétlenség miatt:
3=3R/a’b’c?® £a*+b® +c?,
ezért készen vagyunk. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=b=c=1.

45.*
Az a) feladat kovetkezik a c)-bdél, ha n =2, igy csak ez utébbit igazoljuk.
Az an. rendezési tételt fogjuk felhasznalni! Vegyuk észre, hogy az

1 1 1
b+c'c+a a+b

a",b",c" és

szamharmasok azonosan rendezettek, igy

S ST SPCE S ST SR

a —+ +C 3 a c ,
b+c c+a a+b a+b b+c c+a
aniern 1 e 1 3 gn 1 L b 1 e 1 ,
b+c c+a a+b c+a a+b b+c

melyeket dsszeadva:

(-) a" Lot vt s lam'+b" b"+c" c'+a’l
b+c  c+a  a+b 2@ a+b b+c c+a g

Most igazoljuk, hogyha X,y > 0és n pozitiv egész szam, akkor
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n-1 n-1

Xn+yn3X +y
X+y 2

Ebbdél és a (—) egyenlétlenségbél adédik a feladat allitasal
Rendezés utan:
(X- y)(xn—l_ yn—l)3 0,

amely nyilvan igaz, hiszen a két tényezé azonos eléjel.
Egyenléség az eredeti egyenlétlenségben pontosan akkor Iép fel, ha a=b=c.

Megjegyzés:
Ha n=1, akkor a (—) egyenlétlenség atmegy az Un. Nesbitt-egyenlétlenségbe:

a b C 3
+ + 3 —.
b+c c+a a+bh 2

A b) feladatra két megoldast is mutatunk.

I. megoldéas
Jeldljuk a bal oldalon szereplé kifejezést Si-gyel és legyen

2 2 2

a b C
S, = + + :
c+a a+b b+c

Ekkor
a’-b*> b*-c¢* c?-a’
+ +

—a- b+b-c+c-a=00 S =S,
a+b b+c c+a 5 =5

S-S,=

igy
2 2 2 2 2 2 2
28, = 31+522 b coa+b b+c+c+a.
ga+b b+c c+ag a+b b+c c+a

Ha x,y >0, akkor

24 y? +y .
PV s 2200 (x- y)f e
X+y 2
Ezt felhasznélva adodik, hogy
+ + +
28, = Sl+823a b bzc c2a_a+b+0’

ami épp a bizonyitandé. Egyenléség pontosan akkor, ha a=b=c.
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Il. megoldas
Vegyuk észre, hogy X,y >0 esetén

x? , 3x-y

U (x- y)*2o0.
oy a9 )

Alkalmazva, a bal oldal legalabb

3a-b, 3-c, 3c-a_2a+b+c)_a+b+c
4 4 4 4 2

ami a bizonyitando volt.
A d) feladat megoldasa teljesen analdg a b)-re adott megoldasok barmelyikével.

Megjegyzés:
Tovabbi megoldasok addédnak egyszertien az a), b) és d) egyenlétlenségre a
kovetkezo feladatban targyalt egyenlétlienségbél.

46.*
Legyen X =& és y, :\/H,, ekkor

/o

D0y + XY, +o XY, )

2 2 2 3
X2+ X2 + ..+ X7 22 j
i Y, tety,

VO 52+ X2 yZ + Y2+t V)3 XY XY, et XY,

ami a jol ismert Cauchy-egyenlétlenség! Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha

minden i-re a =1 , adott pozitiv szam.
47 .*

a) A Nesbitt-egyenlétlenséget nagyon sokféleképpen igazolhatjuk, az alabbi
modszer talan a legelegansabb.

Legyen
b+c=2x,c+a=2y,a+b=2z,
ekkor
a=y+z-x,
b=x+z-Yy,
C=X+Yy- z

igy a bizonyitandé:

y+tz-x X+z-y X+y- z3§1
2X 2y 2z 2
& YO0 aX, 6 20, &y zc_536

T+ L+ ST+ 2T
gy Xg 82 Xg 82 Xg
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amely igaz, hiszen egy pozitiv szamnak és reciprokanak oOsszege legalabb 2.
Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha x=y=zU a=b=c.

Mind a négy egyenlétlenség igazolhatdé a Cauchy-egyenlétlenségbél levezethets, a
46. feladatban szereplé egyenlétlenség segitségével! Csak a nehezebb c¢) és d)
esetre mutatjuk meg ezt a megoldasi moédszert.

A c) esetben a bal oldal becslése:

a’ b? c? d? e (a+b+c+d+e)’ , 5

+ + + +
ab+ac bc+bd cd+ce de+da ea+eb ab+ac+ad+ae+bc+bd+be+cd+ce+de 2

Rendezést kdvetéen, a muveletek elvégzése és 4-gyel val6 szorzas utan:

(@a- e +(a-cf+(a-d)’ +(a- €’ +(b- )’ +(b- d)* +(b- €’ +(c- d)* +(c- €)*+(d- €)°2 0
Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=b=c=d =e.

A d) esetben:

at b o dr e f (a+b+c+d+e+f)
ab+c) blc+d) c(d+e) dle+f) &f+a) f(a+tb) (a+d)b+e)+(b+e)(f+c)+(f +c)(a+d)

Legyen
atd=xb+te=y,f+c=z,

Ekkor elegendé belatni, hogy

(x+y+2)’
Xy + yZ+ 2X

330 x2+y?+27°3 xy+yz+ X,

amely kozismert egyenlétlenség. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha

x=y=zU a=b=c=d=e=f.

Megjegyzés
A fenti egyenlétlenségek csak specidlis esetei az in. Shapiro-egyenldtlenség-nek:
a >0esetén (ahol a,,, =a,a,,, =a,) teljestlni fog

J a n
a v 3 _
i=1 ai+1+ai+2 2

akkor, ha n paros és n£12, illetve, ha n paratlan és n £ 23. A tobbi n esetén nem
teljestl az egyenlétlenség ebben a forméban. A bizonyitas igen nehéz.
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48.*
Alkalmazzuk a 46. feladatban latott egyenlétlenséget!

a(a, +a;) ala;+a,) 7 ala+a) aa +aa +.+aa +aa, 2al+al+..+a?)
mikézben felhasznaltuk, hogy
a2 + b2
>

ab £

Egyenléseg pontosan akkor all fenn, ha a, =a, =...=a,.
49.*
Alkalmazzuk ismét a 46. feladatban szereplé egyenlétlenséget! A bal oldalt

atalakitva:

2 2 2
X z
+ Y +

axy +bzx ayz+bxy azx+byz’

melynek értéke legalabb
(x+y+2) _ (x+y+2)
axy +bzx +ayz+bxy +azx+byz  (a+b)(xy+yz+2x)’

igy elegendé belatni, hogy
(X+ yt 2)2 33
Xy +yz+ 2

amelyet mar korabban bizonyitottunk.

Megjegyzés:
Ha a=b=1, akkor a feladatban szereplé egyenlétlenség atmegy az Uun. Nesbitt-
egyenlétlenségbe, igy annak altalanositasaként is felfoghaté.

50.*
Rendezés utan:
£ a b C
ab+bc+ + +
( © Ca)gb(b +c)’ clc+a)’ ala+b)

A Cauchy-egyenlétlenség szerint
(2 3¢ + 52 Jy2 + 2 + 2 )2 ()3 + %0, + %5y, )

_Va
Vblb+c)

Legyen X, = @, y, = stb., ekkor a bizonyitand6 bal oldala legalabb
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a b cC &
ge + + 9.
éb+c c+a a+bg

A zardjelen belll allé mennyiség a Nesbitt-egyenlétlenség szerint legalabb > igy

készen vagyunk. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=b=c.

51.*
A feladatban szereplé feltétel irhaté x+ y+ z =3xyz formaban. Ismeretes, hogy

X +y3+2°- Bxyz=(x+y+2) ) +y?+22- xy- yz- ),

igy a feladat allitasa:

X3+y3+z3_3xyz+1_ X3+y3+z33X2+y2+22
X+y+z X+y+z X+y+z

ahonnan
(x+y+z)(x3+y3+z3)3 (X2+y2+22)2_

Alkalmazzuk a Cauchy-egyenlétlenséget! Egyenléséghez x=y =12z, ahonnan a
feladat feltételét figyelembe véve: x=y=2z=1.

52.**
A 46. feladatban szerepl6 egyenlétlenséget alkalmazva:
a® b ¢ (a3+b3+03)2
ab+ac bc+ba ca+ch 2@b+bc+ca)’

Mivel

ab+bc+cafa®+b*+c” =1,
igy

O R——
ab+bc+ca

A harmadik illetve masodik hatvanykozép kozotti egyenlétlenség miatt:

1

1
@’ +b’+c* ¢ @’ +b’+c’ 02 _ 1
5 5 & 3 5 B

ahonnan hatodik hatvanyra emelés utan

(—=) (a3+b3+c3)23 32><3£3=%.
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Az (—) és (——) egyenlétlenségek egybevetésébsl adddik a bizonyitandoé allitas.

Egyenléség pontosan akkor teljesull, ha a=b=c= i .
V3
53.**
Legyen
a:l’b:11czl’
X y z
ekkor
abc=xyz=1,
tovabba a bizonyitando:
2 2 2
(=) X + Y 4% 5 E
y+z z+x Xx+y 2

Alkalmazzuk a 46. feladatban szereplé egyenlétlenséget (—) bal oldalara, az akkor
legalabb

(x+y+2)’ _x+y+z 3%z _3

2(x+y+2) 2 2 2’

ahol még a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenseget is felhasznaltuk.
Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha x=y=zU a=b=c=1.

TRIGONOMETRIKUS HELYETTESITESEK

54 .*
Legyen

a=2x,b=2y,c=2z,
ekkor

X2 +y?+z°+2xyz =1,
a bizonyitando6 pedig:

3
X+y+z£—.
y 2

Tekintve a z-ben méasodfoku
z° +2xyz+(x2 +y?- 1):0
egyenletet, a diszkriminans
ax2y? - 4x? +y? - 1)=4lt- X Ji- y?),

pozitiv gyoke pedig

z=-xy+.[l- x2J1- y?).
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(Nyilvanvalo, hogy x és y O és 1 kozé esik.)
Legyen a és b olyan hegyesszég, hogy X =cosa,y =cosb . Ekkor

z=- cosa cosh +sinasinb =- cosfa +b)=cosp - (a +b)).

Legyen p - (a +b):g, igy z=cosg, tovdbba a,b,gegy haromszog szogei, a
bizonyitandé pedig

cosa +cosb +cosg £ g .

Ez egy elég ismert egyenlétlenség, igazolhatd pl. vektorok skalaris szorzatanak
felhasznalasaval, vagy a kovetkezé feladat megoldasaban leirt médon. Egyenléség
pontosan akkor van, ha a haromszog szabdlyos, igy a=b=c.

55.*
Vegyuk észre, hogy
_ Xty

=1 ot

ami sugallja a kovetkez6 trigpnometrikus helyettesitést:

X =tana,y=tanb,z=tang,

ahol a,b1 ?%g Ekkor a tangensre vonatkozé addiciés 0sszefliggés miatt

-z=tan(a +b)=tan(p- g)=-tang ésa +b +g=p.

Tekintettel arra, hogy
1

1+tan’f =———,
cos” f

A feladatban szereplé egyenlétlenség ekvivalens egy haromszdg szogeire
vonatkozé

3
cosa +cosb +cosg £ >
egyenlétlenséggel, amely kézismert. Egy lehetséges egyszert bizonyitasa:

cosg =- cosla +b)=- cosa cosb +sina sinb
miatt
3- 2(cosa +cosh +cosg) = (sina - sinb)? +(cosa +cosb - 1)° 3 0.

Egyenléség pontosan akkor teljestl, ha a haromszdg szabalyos, igy x=y=z= \/§
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56.*
Ha a szamok kozott van két egyenlé, akkor készen vagyunk, ellenkezé esetben
legyenek a szamok:

0<X <X, <Xz <X,.

Végezzuk el az aldbbi atalakitast:

10 6?__}_10
X-y 8 X

Léx+y+2g A+ 108?[+— +1

8ng Yo

=tan(a - b),

6 . N AY Ve
ahol a = arctana?[+1+, b= arctana?l+12, tovabba a,b | P B‘?_
& Vo & xo 4’28
Mivel
P _
tan— =2- /3,
12
p_P )
e 2 4 _P . . &, 10 .
tovabba = igy a skatulya elv értelmében az arctang +—_-szbgek kozott
3 12 e Xg
P

van kett6, melyek kulénbsége kisebb, mint —, amibdl adédik a feladat allitasa,

hiszen a tangens flggvény szigoridan monoton né az adott intervallumon.

57.*
Vezessuk be az x, =sina, helyettesitést! Mivel

sin3a =3sina - 4sin®a,
igy

sn’a =%(35ina - sin&a),

ezért
0=sina, +..+sina =%[(35inal- sin3a,)+..+(3sina, - sin3a, )],

vagyis elegendé belatnunk, hogy

sn3a, +..+sin3&, e n
3 3

ami trividlis, hiszen - 1£sinj £1.
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GEOMETRIAI MODELL

58.

I. megoldéas
Alkalmazzuk a négyzetes és szamtani kozép kozotti egyenlotlenséget 10 valtozora

az aldbbiak szerint:

A5, A5, As ., 1 1 1
9= +X 9x== + 9= +Z
BT R it T T 0 R A M- L o8 e S
J10 10 10 10 10 10 10 10
ahonnan

s3 J10.

1
Egyenléség pontosan akkor &ll fenn, ha x:y:zzé, ekkor lesz tehat S

minimalis, a minimum értéke pedig J10.

Il. megoldéas
Tekintsik az alabbi abrat! Vilagos, hogy S éppen az AQPC térottvonal hosszat

adja meg, ami akkor lesz minimalis, ha P és Q illeszkedik az AC egyenesre.

Ekkor x:y:z:%,tovébbé S=410.

Megjegyzés:
Erdemes észrevenni, hogy mennyivel egyszerubb eszkézt hasznal a masodik
megoldas!
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59.*

I. megoldéas
A Kkifejezést a szamtani és négyzetes kozép kozotti egyenlétlenség segitségével

becsulljuk az alabbiak szerint:

.2 .2 .2
a? +(1- b)* +a®20 |y +(1- c)’ gE0 e +(1- &)’ 1420
L: 82ﬂ + gzﬂ + g (%] 3
J6 6 6 6
1 1 1
a+l-b+4x> b+l-c+4x- Db+l-c+4x
3 24 2., 2 :§
6 6 6 2’
ahonnan
L3 36

5
Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=b=c :%.

Il. megoldas
Tekintsuk a térbeli derékszégu koordinata-rendszerben az aldbbi pontokat:

A(1- 0,0),P(11- b;1),Q(2- ¢;12),B(22- &3) !

A két pont tavolsagara vonatkozé képlet miatt:

AP = [ +(1- b +1,PQ =[[L- ¢ +b7 +7,QB= /& +(1- a) +2 .

igy
L=AP+PQ+QB.

A haromszog-egyenlétlenség alapjan vilagos, hogy

- O3,
N
\l
w
&

Ls AB=[(1+a) +(2- a) +3 =22’ - 2a+14:\/2§%- %

Megjegyzés
Ez a megoldas lényegében az un. Minkowski-egyenlétlenség alkalmazasa. Lasd
még a 111. feladatot!

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ -38/77-



Schultz Janos: Algebrai egyenl 6tlenségek, Megol dasok

60.

P2 <]
Tekintsik a derékszogti koordinata-rendszerben az Aga;

C%;ngontokaﬂ Vilagos, hogy az AB szakasz tartalmazza az origét, tovabba a
4]

pontok tavolsagara vonatkozé képlet felhasznalasaval konnyen adédik, hogy

AB=+/4a%> +3,AC =+a%?- a+1,BC =+/a’+a+1.

Ebbdl kovetkezik, hogy a harom szakasz egy haromszdg harom oldala. Az origé
helyzetére tett megjegyzés miatt azonnal addédik, hogy az AB oldalhoz tartozé

i 1 5 .
magassag mérészama legfeljebb 3 Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=0.

61.
Vegyuk fel az aldbbi dbran lathaté médon az OA=a,0OB =b,0C =c szakaszokat

ugy, hogy AOBD =60°,BOCD =60° teljestljon!

A Koszinusz-tétel miatt a bizonyitandé egyenlétlenség ekvivalens az
AB+BC:3 AC
egyenlétlenséggel, amely nyilvanvaléan igaz.

62.

|. megoldas
A bal oldali egyenlétlenség nyilvanvald, hiszen felirhaté

0<a(l- b)+b(1- c)+c(1- a)
alakban.
A jobb oldali egyenlétienség pedig kénnyen adédik abbdl, hogy

0<(1- a)(1- b)(1- c).
Il. megoldéas
Tekintsiink az egységnyi oldalu szabalyos ABC haromszdget, melynek AB, BC és
CA oldalain vegyuk fel rendre a P, Q és R pontokat oly modon, hogy
AP = a,BQ =b,CR =c teljesuljon! Felhasznalva a trigonometrikus tertletképlet:
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_a(1- c)sin60° +b(1— a)sin60° .\ c(1- b)sin60° J§

+toeo + ook =
PBQ QCR 2 2 2

g(1- c)+b(1- a)+c(1- b)g.

tAPR

Mivel

<t =

0< taer + tPBQ + tQCR ABC

4>|§|

ezért T-gyel val6 osztds utan adddik a feladat allitasa.

63.*

Legyeny+z=a,z+x=b,x+y=c! Tekintsik az a, b, c¢ oldalakkal biré
haromszoget! A félkertlet x+y+z, igy a Héron-képlet szerint a haromszog
terulete:

t=(x+y+z)xyz=1
Ekkor
(x+y)(x+2z)=bc3 bcsina =2t =2,

felhasznalva a trigonometrikus tertletképletet. A feladatban szereplé Kifejezés
minimuma 2. Ez akkor jon létre, ha a =90°, tovabba pl. z=y=1és x= \/E- 1.

64.*
Az alabbi gondolatmenet egyszerre igazolja mindkét egyenlétlenséget, masrészt
ramutat a feladat keletkezésére és altalanositasi lehetéségekre.

Tekintsuk az f(x):\/x- 1 flggvényt, ahol x 3 1, valés szam! Szemeljuk ki a
faggvény grafikonjanak a kévetkezé harom pontjat:

A(a; m) B(b, \/b_l) C(c, \/c_l) .

A feladat feltételei miatt 1£ a,b,c£5 és a+b+c=7. Mivel az f fliggvény (az egész
értelmezési tartomanyon) konkav, ezért az ABC haromszdg teljes egészében abban
a sikidomban kell, hogy legyen, amelyet a PQ szakasz ill. a P(L0)és
Q(5;2) kozétti grafikonrész hatarol. Nézziik az ABC haromszog S stlypontjat! Ez a
haromszog belsejében van, koordinatai pedig:

s & +a- 1+\/b 1++/c- 19
&' 5
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i 7 ,
Az S pont rajta van az ng egyenleth e egyenesen, melynek a PQ-val és a

faggvénygrafikonnal alkotott metszéspontjai kézé esé szakasza van az emlitett

2./30

T pontban, a PQ szakaszt pedig a

sikidomban. Az egyenes a grafikont a g?
7]

8%;59 pontban metszi. Mivel az S e két pont kézé kell, hogy essen az emlitett
e [}
egyenesen, ezért:

2 Va-1+4b-1+yc-1_2V3

3 3 3’

ahonnan a bizonyitand6 azonnal adddik. A jobb oldalon csakis akkor all fenn
egyenléség, ha A, B és C egybeesik, kdvetkezésképpen:

a:b:c=z.
3

A bal oldalon pontosan akkor teljesul egyenléség, ha A, B és C kozul ketté a P,
egy pedig a Q ponttal esik egybe, azaz:

a=b=1c=5
a=c=1b=5
b=c=1a=5

valamelyike teljesul.

Megjegyzés:
A fenti megoldasban az f fliggvény konkéav tulajdonsaga az [a; b] intervallumon

Ggy értelmezett, hogy barmely x,X, helyekre, ha a£ x, £ x, £b, akkor
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g, 1)+ i)
e 2 g 2

A feladat megoldasabdl lesziirheté altalanositas az aldbbiakban foglalhatd 6ssze.
Legyen az [a;b] intervallumon az f(x) fuggvény konkav (a fentebb emlitett

értelemben), tovabba a£ x £x, £...£ X, £b. Tekintsiik az A A,...A, sokszdget, ahol
a csucsok koordinatai:

A(%:f(x))-

Az AA ...A sokszogrél igazolhato, hogy konvex, tovabba belathato (pl. teljes

indukcidval), hogy konvex pontrendszer sulypontja (az az S pont, amelybdl a
pontokba mutaté vektorok 6sszege nullvektor - ilyen tulajdonsagu pont mindig
pontosan egy létezik) a konvex sokszdg belsé pontja, igy az

G X, Fo X, f(x1)+ f(x2)+...+ f(xn)g

S5 :

e n n

sullypont belsé pont lesz. Vilagos, hogy S felette van a
P(a; f (a))és Q(b; f (b))

pontokat 0sszek6té szakaszoknak, ezért fennall a kdvetkezé két egyenlétlenség:

fx, )+ f(x,)+...+ f(xn)£ (@t X, +..+X, 0
n e n o

(=)

Fx)+ )+ (%), flb)- fla) x+% +..+x,  bf(a)- af (b) _
n b- a n b- a

Ha f konvex flggvény, akkor a latott egyenlétlenségek iranyai pontosan
ellentétesek. A (—) egyenlétlenség Jensen-egyenlétlenség néven ismert és igen
gyakran alkalmazhaté. A konkavsag (konvexség) fentebbi értelmezésére a Jensen-
konkav (konvex), vagy gyengén konkév (konvex) elnevezést szokds hasznalni. A
Jensen-egyenlétlenség bizonyitdsa megtalalhaté, pl. Molnar E.: Matematikai
versenyfeladatok gydjteménye 1947-1970 c. kényvében.
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65.*
Alkalmazzuk az el6z6 feladatban latott modszert az f(x) =16"fliggvényre!

Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha két valtoz6 értéke % a harmadiké pedig

1

E.
66.*

a) I. megoldas
A négyzetes és a szamtani kozép kodzotti egyenlétlenség miatt:

\/az +3p? +5¢% +7d? | a+3p+5c+7d
16 16

igy elegendé belatnunk, hogy
a+3p+5c+7d ;1
16 4’
a+3b+5c+7d?2 4.

Tekintsik az alabbi, a feladat feltételeib6l azonnal adédoé becsléseket:

atb+c+d3 1,
2b+c+d3 1
c+d3 ],
4d 3 1.

A megfelel6 oldalak O6sszeadasaval adddik az allitas. Egyenléség pontosan akkor

all fenn, ha a=b=c=d :%.

Il. megoldas
Felhasznéljuk a 64. feladat utani megjegyzésben szereplé Un. Jensen-

egyenlétlenség altalanositott (sulyozott) alakjat.
Ha az | intervallumon az f (x) fuggvény konvex, tovabba al, > 0szamok olyanok,

hogy |, +1,+..+1 =1, akkor
Lf () +1,F (%) +tl F(x,)3 F(1x +1,%+.+1 x).
(Konkav fuggvény esetén forditott irdnyu egyenlétlenség all fenn.)

Legyen n=4¢és |, :1—16,I ) =%,|3 :%,I . :%, tovabba f (x)=x’. Ekkor
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ia2+ib2 +£b2+1d23 aa+3b+5c+7d 02
6 16 16 16 & 16 5
a2 +3p% +5c2 +7d2 3 ?+3b+5c+7d o2

4 7

Innen az |I. megoldasban latott médon fejezhetjuk be.

Megjegyzés

Konnyd latni, hogy a négyzetes és szamtani kozép kozotti egyenlétlenség
egyszeriien adddik a Jensen-egyenlétlenségbdl, igy a két megoldas lényegesen
nem kulonbdzé.

1 2 3 4
b) Legyen Nn=4 és |, =— | =—,l.,=—,1,=—, tovabba f(x)=+Xx és
) gy 171002100 1004 10 ( ) [

alkalmazzuk a Jensen-egyenlétlenségnek az a) részben emlitett alakjat! Kapjuk:

d
10\/; 10\/; 10\/7 \/10 20 30 40’

\/5+\/B+\/E+\/a£lo\/12a+6b+4c+3d.

120

Vegyuk észre, hogy

12a+6b+4c+3d =3(a+b+c+d)+(a+b+c)+2(a+b)+6af 3x30+14+2>6+6 =120,

ahonnan a bizonyitand¢ is adédik. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha

a=1Lb=4,c=9d=16.

67.*

Tekintsik az y = 1 grafikont az [];1+t] intervallumon, ahol t >0! A grafikon alatti
X

terulet:
l+t

O—dx [Inx];"* =In(+t).

Tekintsuk az x:1+§helyhez tartozo érintét! Mivel az adott intervallumon a

flggvény konvex, igy az érinté folott helyezkedik el a grafikon, ezért az érintével
hatarolt trapéz tertlete kisebb a grafikon alatti tertletnél, igy

1 2t

1+ 1 To+t
2

In(1+t) >
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Legyen most t = i ekkor
100

002 _ 2
2+0,01 201

In1,01>

Ezzel a feladatot megoldottuk.

68.*
Az egyenlétlenséget atalakitva, bevezetve az y =1+ X helyettesitést:

y*£ay+1- a,
ahol y >0, tovdbb4a 0<a<1 tetszéleges, de rogzitett. Tekintsiik most az
f(y)=ay- y*+1- a
faggvényt! Azt kell igazolnunk, hogy a mondott feltételek mellett f(y)3 0. Az f

nyilvan differencialhaté y szerint, f (0)=1- a>0 és f (1) =0. Mivel

fqy)=a- ay** :a(l- y""‘l),

ezért -l<a-1<Omiatt, ha 0<y<1, akkor f{qy)<0, igy f(y) szigordan
monoton csokken, mig ha 1<y, akkor f{y)>0, tehat f(y) szigortan monoton

né. Mindezekbél kovetkezik, hogy y2 0 esetén f(y)3 0, tovabba egyenléség
csakis y=1U x=0 esetén lép fel.

Megjegyzés:

A Bernoulli-egyenlétlenség kifejezést nemcsak az ebben a feladatban szereplé

egyenlétlenségre hasznaljak. Altalaban a kovetkezé egyenlétlenséget szoktak
Bernoulli-egyenlétlenségnek nevezni: ha x> -1 és n természetes szam, akkor

(1+x)" 3 1+nx.

Ezt pl. teljes indukcioval kénnyen igazolhatjuk. Ha pedig x pozitiv, akkor a
binomialis tétel trivialis kdvetkezménye.
Ide kapcsolédik a kdvetkezé feladat:

Legyenek X, X,,...,X,1-nél kisebb pozitiv szamok, ahol n 3 2. Igazoljuk, hogy

(1= %) (@ %) (1 %) >1- X - % = m !

A megoldas pl. teljes indukcid segitségével adodik.
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69.*

Az egyenlétlenségben szereplé allitas nyilvan teljestl, ha x3 1, igy elegendé a
O < x<lesettel foglalkozni. Ennél tdbbet fogunk igazolni, mégpedig azt, hogy
tetszéleges 0< x<1 és 0<y<1 szdmok esetén

X +y*>1.

Az el6zé feladatban szereplé, Un. Bernoulli-egyenlétlenség miatt, ha u és v 1-nél
kisebb pozitiv szamok, akkor

(1- u)’ <1- uv.
Legyen x=1- a és y=1- b! Alkalmazva a fenti egyenlétlenséget:

(1- &) <1- ab,

(1- b)* <1- ab.
A bizonyitandé egyenlétlenség bal oldala igy a kdvetkezé modon becsulheté:

(1_ a)l—b +(1_ b)l-a — 1- ab + 1- ba >1' a+tl- b
(1-a)’ (1-b) 1- ab

Elegendé belatnunk, hogy
1- a+1-b
- - - >
1- ab

1.

Rendezés utan:
(1- a)(1- b) >0,
ami nyilvanvalé.

70.*
a . . p ” p
Legyen \/% = x! Ekkor a bizonyitandé egyenlétlenséget b-vel osztva:

x2-1 x*+1
<
2lnx 2

X<

Be kell latnunk, hogy x >lesetén
1
(=) Inx<=- —,
2 2x
és
X -1

> <Inx.
X°+1

(=)
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Legyen f(x) zg- %- Inx, ahol x3 1. Vilagos, hogy f (1) =0, tovabba, ha x>1:
1 1 1 _x-2x+1_(x-2)
f@(x):—+—2-—: 2 = ;—>0.

2 2x° X 2X 2X

Ebbsl kovetkezik, hogy f(x) szigordan monoton noévekeds, igy f(x)>0,

ahonnan (—) adaddik.
2

Legyen g(x)=Inx- ))E—_’_i ahol x3 1. Vilagos, hogy g(1) =0, tovabba ha x>1:

2

@(x)zl' x 2 (X2_1)22>0.
T s X )

Ebbsl kovetkezik, hogy g(X) szigordan monoton névekeds, igy g(x)>0,
ahonnan (——) adadik.

71.%*
. 1 , . .
a) Tekintsik az y== fiuiggvénygrafikont! Ha az [Ln]intervallumot n- legyenld
X

részre bontjuk, akkor a belulre, ill. a kivulre irt téglalapok segitségével adédnak a
kovetkezok:

1+1+...+1£1+(‘)%dx:1+lnn,
2 n X

tovabba

n+l

1+%+...+—> (‘)—dx:In(n+1)>Inn,

n X

ahonnan az allitas leolvashato.
b) Azt kell igazolnunk, hogy ¢ ,, <c,, amely kénnyen atalakithat6 arra, hogy

1 n+1
——<In——,
n+1 n
1 N+l
1< Ina?H—g ,
&€ ng
1 LN+l
e<F+=2 |
&€ ng
1 LN 1 LN+l
Mivel e az ?+—2 sorozat hatarértéke, igy ha belatjuk, hogy az §i+_2 sorozat
Ng Ng

szigoran monoton csokken, akkor a fenti egyenlétlenség bizonyitott. A mértani
és a harmonikus kozép kozotti egyenlétlenség miatt:
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/ 1
. 1)@_}_}2 S n+2 14 1 ,
No 1+(n+1)>%n n+1

n+1
ahonnan allitasunk kovetkezik.

c) Tekintsuk az alabbi abrat:

Ha az ABCD trapéz A csUcsanak els6 koordinatdja k-1, a B csucs elsé
koordinataja pedig k, akkor a tertletre érvényes a kovetkez6 becslés:

k .
‘ldx<1%i+12_
Ix o 28k-1 kg
Innen
"1 1. "1 "1 18 a1 16
Inn=-dx=-dx+ A -dx=In3+ -dx £ In3+= -+
T OTT X e 2281 k5
Elegendé belatnunk, hogy
1+1+}+...+1-In3-£é’188—+19>1 +1+i9.
2 3 n 29.&k-1 kg 28 n n’g
Mivel
1 1 1 18 a1l +1(‘j_1+l+1+i

1+ =+=+.+=- - ¢——+—=i=
23 N 28 1Ty T2

igy a bizonyitandé:

12 +In3,
2n

1+l>
6

ami igaz.
Ezzel az eredeti egyenlétlenséget is igazoltuk.
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Megjegyzés:
A feladat a) ill. b) részebsl kovetkezik, hogy a c, sorozat konvergens, hiszen

korlatos és monoton. A sorozat hatarértékét Euler-Mascheroni konstansnak
nevezik, értéke kozelitéleg 0,5772. A mai napig eldontetlen, hogy racionalis szam,
vagy sem!

72.*
Jeléljuk az egyenlétlenség bal oldalan all6 polinomot  f, (X)-szel. Azt mutatjuk

meg, hogy minden x-re
f, (X)>0.

Ha x£0, akkor f, (x)3 1 nyilvanvalé. Mivel
X X3 X2k—l
f, (X) =1+ (x- 2)E+(X_ 4)Z+'"+(X- 2k)(2k)!

igy x3 2kesetén is
f, (X) 3 1.

Az 1, (X) polinom mindenutt folytonos flggvény, igy a [O; 2k] intervallumon van

minimalis értéke. Ha a minimumat az intervallum valamelyik végpontjaban veszi
fel, akkor a fentiek miatt készen vagyunk. Ha pedig az intervallum valamely X,
belsé pontjdban, akkor itt a derivaltja 0, azaz

2 2k-1 2k

_ Xg Xt % _
o) =10 ot ey T =0
Innen
2k
o (%) =2 > 0,

igy készen vagyunk.

Megjegyzés:
1. A feladat eredetére mutatnak ra az alabbiak. Az Un. Maclaurin-formula szerint,
ha f(x) a 0 valamely koérnyezetében n-szer differencidlhaté és x ebbe a

kornyezetbe esé szam, akkor

F(x)=1(0)+ fﬁ(o)x+$x2 bt f(

ahol 0<J =J (x,n)<1.

Alkalmazzuk a formulat az f (x) =€ fuggvényre n =2k +1 valasztas mellett:
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e—X :1_ X+X—2‘ + XZk + eJX (_ X)2k+l
20 7 (2k) (2k+1)! '

Ebbdl atrendezés utan nyilvanvalé médon adédik a feladatban szereplé allitas.

2. Fuggvényeket jol hasznalhatunk nevezetes egyenlétlenségek bizonyitasara is.

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenségnek szamos bizonyitasa és
altalanositasa ismeretes. Az alabbi bizonyitas nem elemi, de rovid és tetszetés.
Felhasznaljuk, hogy barmely x esetén

e*3 x+1.
Legyen
a, ta,+..+a, _
n A
ahol a; > 0, tovabba
a -
Xy = A ,
A,
aholk=1,2, ..., n.
Ekkor
aa,..a = A'(1+x )1+x,).(1+x )£ Algsrer = A |
hiszen
X, '|'X2 +___+Xn =0.
73.%%

Ekvivalens egyenlétlenséghez jutunk, ha mindkét oldal természetes alapu
logaritmusat tekintjuk! Ezzel elérjuk, hogy a bal oldal szétesik logaritmusok
Osszegére, és egy 0sszeget kdnnyebb lesz becsulni:

2'+1 2% +1 2" +1
(-) IN———+In——+..+In <In9.
2°-1 2°-1 2" -1
Vizsgaljuk a tovabbiakban az
2*+1
f(x)=In
() 1

faggvényt!
Az 1, 2, 3, 4 helyeken felvett értékeket nézegetve megsejtheté, hogy

X e
2 +1:In€i+ 2 9» 17

In a3
2-1 & 2%-1g 2

az ilyen kifejezéseket pedig kénnyd 0Osszegezni! Legyen

=y>0, belatjuk,
1 y ]

hogy
In{L+y)<y.
Ez kévetkezik abbdl, hogy
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1
- In(l+y))¢=1- —— >0,
(y- In(l+y)) 1+y>

mert akkor a g(y) =y- In(l+ y)fiiggvény szigordan monoton né és g(0) =0.
Koénnyu igazolni, hogy x3 5estén
2 17
<——.
2)( _ 1 2X+3

Szamitassal kimutathat6, hogy

171 1 1 16
fO+fRQ+fE+fl)<—c=+—-+ :
O+t + 1+ (4 g5 7 o

igy (—) bal oldala kisebb, mint

el L e 2017G @O 1T g,
8e2" 2 2" g 88 ezga

17
Az is latszik, hogy az eredeti egyenlétlenségben a 9 helyére méar e? »837 is
irhato.

VEGYES FELADATOK

74.*
Vegyuk észre, hogy x3 2esetén

x33 4x0 x(x- 2)(x+2)3 0,
igy a bizonyitandé egyenlétlenség bal oldala legalabb
(4y + x)(4z + y)(4x + z) .

Hasznéljuk fel a 35. feladat megoldasanal szereplé, a sulyozott szamtani és
mértani kdzép kozotti egyenlétlenséget:

L. .. " 4 1 4 1 4 1
aei"y+£x(:B%z+£y—?§eﬁfx+izg3 Yo X5 xz%y5 xx575 = xyz,
e5" 5 @®5 5 &5 65 g

ahonnan 125-tel valé szorzds utdn addédik a bizonyitandé Aallitas. Egyenléség
pontosan akkor all fenn, ha x=y=z=2.
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75.
Ismert azonossag szerint

a’+b®+c’- 3abc=(a+b+c)(a2 +b?+c”- ab- bc- ca),
igy
2(a+b+c)(a- b +(b- c)? +(c- a)’|* 3a- b)?,
ahonnan
2(b- cf +2(c- a)* 2 (a- b)?,

a® +b? +4c? +2ab- 4bc- 4ca3 00 (a+b- 2¢)*3 0,

ami nyilvanvalo modon igaz. Egyenléség pontosan akkor teljesul, ha C=§ es

a+b:l.
3

76.
Teljes indukciot hasznalunk. Mivel n=1-re az allitas nyilvanvalo, igy feltehetjuk,
hogy valamely n-re az allitas igaz, ezért (n +1)-re elegendé igazolnunk.

af+..+tal+al, 2n+3_ 3@z +..+a2)+3a%, - (2n+3)(a, +...+a, +a,,)

a1+"'+an +an+l 3 3(ai-*-"'-l-an +an+1)

A szamlalo:
A=3a%, - (2n+3)a,, - (2n+3)(a, +...+a,)+3(aZ +..+a2).

Az indukciods feltevés miatt

3aZ +..+a2)3 (2n+1)a, +..+a,),
ezért elég belatnunk, hogy

A3 3a% - (2n+3)a,., - 2(a, +..+a,)3 0.

n+l

Mivel a, 3 n, tovdbba
a,(a, +1)
ata,+..+a, £1+2+.+a, =

igy a bizonyitandé:
A3 3a§+1 - (2an + 3)an+1 - a, (an +1) = (3an+1 +ta, )(an+1 - a,- 1) 0,

ami igaz, hiszen a,, ® a, +1.
Ezzel a feladatot megoldottuk.
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77.*
A Cauchy-egyenlétlenség miatt:

(a? +b+c)(1+b+c)® (a+b+c)’,
igy

1 c 1+b+c

a’+b+c (a+b+c)2'

A masik két tagra is hasonlé becslést alkalmazva adddik, hogy a bizonyitandé
egyenlétlenség bal oldalan allé mennyiség legfeljebb

3+2(a+b+c)

(a+b+c)2

Elegendé belatnunk, hogy
4£(a+b+c)’ - 2(a+b+c)+1,
4£(a+b+c-1)°.
A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség miatt:
a+b+c3 3Yabc =3,
amibdél kovetkezik a fenti egyenlétlenség, igy az eredeti egyenlétlenség is igazolast

nyert.
Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=b=c=1.

78.

Mivel pl.
a2 2
1-a _1.2 a ’
1+a’ 1+a’

Ezért a bizonyitando atirhat6 a kdvetkezéképpen:

a’ b? c?
+ +
1+a*> 1+b* 1+c?

s 3
4

A Cauchy-egyenlétlenség nevezetes kovetkezményeként adodo, a 46. feladatban
szereplo egyenlétlenséget alkalmazva, a bal oldalon all6 kifejezés értéke legaldbb:

(a+b+c)’
3+a’+b*+c?

Elegendé belatni, hogy
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(a+b+c)’
3+a’+b?+c?

s 3
4
Atrendezve:
4(a+b+c)’3 9+3(a2 +b? +c2),
8(ab+bc+ca)+a® +b* +c? 3 9,

a’+b?>+c®3 ab+bc+ca,

ami kozismert egyenlétlenség. Egyenléség pontosan akkor all fenn az eredeti
1

Nk
Megjegyzés:
A feladat megoldhaté trigonometrikus helyettesités segitségével is.

egyenlétlenségben, ha a=b=c=

79.*
Bévitve a torteket a-val, b-vel és c-vel, a bizonyitandé egyenlétlenség irhaté

a’ b? c? 1
+ + 3

a’-abc+a b®-abc+b c*-abc+c a+b+c

alakban. A Cauchy-egyenlétlenség nevezetes kovetkezményeként addédo, a 46.
feladatban szereplé egyenlétlenséget alkalmazva, a bal oldalon allé kifejezés
értéke legalabb:

(a+b+c)2 (a+b+c)2 _
a+b®+c®- 3abc+a+b+c_(a+b+c)(a2+b2+c2- ab- bc- ca)+a+b+c_

_ a+b+c _ a+b+c _ a+b+c _ 1
a’+b’*+c’- ab- bc- ca+1 (a+b+c)2-3(ab+bc+ca)+1 (a+b+(:)2 a+b+c’

amibél adédik a bizonyitandd allitas. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha

a=b=c= 3 bar ez nem magatél értetédé.

80.**
A bizonyitandét atalakitva:

1 + 1 1
b b? c c? a a’
c

I+—+— 1+-+ 1+—
a a

Legyen Xx=—,y =

o |oT

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ -54/77 -



Schultz Janos: Algebrai egyenl 6tlenségek, Megol dasok

1 1,1 4.

+
1+x+x> 1+y+y? 1+z+7°

rt

rs st y .
Vezessuk be az x= el y= Pt zZ= = helyettesitéseket! Kapjuk:

t st r

+ + 31
t* +rst? +r2s®  st4rts? +r¥it? rt +str? + %2

A Cauchy-egyenlétlenség nevezetes kovetkezményeként adodd, a 46. feladatban
szereplé egyenlétlenséget alkalmazva, a bal oldalon all6 kifejezés értéke legalabb:

(t2 + & +r2)2

t* 4+ s+t +rst? +rts? +str2 +r2s? +ri? + 42

Elegendé igazolnunk, hogy
t°s” + S°r? + %% 3 rst® +rts? +stre.

Ez kovetkezik a kdzismert
a’+b*+c?3 ab+bc+ca

egyenlétlenségbdl. Ezzel az eredeti egyenlétlenséget is igazoltuk, egyenléség
pontosan akkor all fenn, ha a=b=c.

Megjegyzés
Ha az eredeti egyenlétlenség bal oldalan all6 kifejezésre alkalmazzuk a Cauchy-
egyenlétienséget, akkor nem kapjuk meg a feladat allitasat.

81.**
A Cauchy-egyenlétlenség miatt:

avb+c+bJc+a+c/a+b £\/2(a2 +b? +c2)(a+b+c) ,
igy elegendé belatnunk, hogy
2(a® +b? +¢?)(a+b+c) £(a +b° +03)2.

Mivel az (a,b,c) és (az,bz,cz) szamharmasok azonosan rendezettek, igy az un.
Csebisev-egyenlétlenség miatt:
atb+c a’+b*+c’® _a’+b’+c’

£
3 3 3
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Innen kapjuk, hogy
(a+b+c)(a® +b? +c?) £3(a +b* +¢°),
ezért elég igazolnunk, hogy

6(a3 +b° +c3)£(a3 +b3 +c3)2,
6£a’+b®+cd,
3abc £ a® +b* + .

Ez utdbbi a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség miatt nyilvanvaléan
teljestil. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=b=c= 32.

82.*
Ekvivalens az eredeti allitassal a kdvetkezé: ha x® +y® > 2, akkor x* +y® <x* + y*.

(A kontrapozicié elve: A® BU @B® @A)
A négyzetes ill. a harmadik hatvanykozép kdzotti egyenlétlenség miatt:

\/x2+y2 Ei/xs_'_ys
2 2

2 1
x2+y2£(x3+y3)5 x03 <x3+y3.

Innen
X2 - x3<y3- yz_
Vegyuk észre, hogy
O£y (y-2) =y*- 2y° + %,
) Y-y EY -y
Osszevetve:
X2 - x3<y4- ys’

X2+y3<X3+y4,

amit éppen igazolni akartunk! Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha x=y =1.

83.*

Atrendezve:

1.1 1 _1-a® 1-b* 1-¢® _b*+c® c+a®  a*+b’_ 2bc 2ca  2ab
~—+-+=-a-b-c= + + = + + 3 + + .
a b c a b c a b c a b c

Elég belatni, hogy
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@+§+@3 \/‘_3,’
a b c

b2c? + c2a? + a’b? 3 /3abc = +/3abcya? +b? +¢? = \/B(a“bzcz +b*a’c? + c4a2b2).

Elvégezve az x = a’b?,y =b?c?,z=c’a’ helyettesitéseket, négyzetre emelés utan:

(x+y+2)" e 3(xy+yz+2),
X2+ Y+ 723 xy+ yz+ X,

ami kozismert. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha x=y=zU a=b=c= %
84.*
A Cauchy-egyenlétlenséget fogjuk alkalmazni kétszer is. Egyrészt
3:a+b+c=1><<31+1><Io+1><c£\/3(a2 +b?+¢?),
igy
2
(=) 3(a2 +b? +CZ) £ (a2 +b? +cz) .
Masrészt
2 (2 2 (2 2( 2 & a’ b’ c’ O (12 L2 4 2)?
(—-) (a?(0? +2)+b? (c* +1) +¢?(a +1))‘éb2+1+c2+1+a2+1; (a® +b% +c?) .
Mivel
Xy+yz+ X £ X2 +y* + 77,
ezeért

a’b? +b?c? +c?a’? E%(a2 +b? +c2)2,

igy a (—) felhaszndlasaval:
a®(0® +1) +b? (c? +1) +¢*(a® +1) E%(a2 +b? +c2)2 +a’+b% +¢? £§(a2 +p? +c2)2.

Osszevetve a (——) egyenlétlenséggel adddik a bizonyitandd dlitas. Egyenl 6ség pontosan akkor
dl fenn,haa=b=c=1.

85.*

I. megoldéas
Mivel

(x+y+ z)2 =X +y* + 22 +2(xy +yz+ ),
ezért
Xy+yz+zx=-3.
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Legyen xyz = a, ekkor a Viéte-formulak miatt x, y és z gyokei az f (t)=t>- 3t- a

polinomnak. Mivel fqt)=3t>-3, tovabba ft)=6t, ezért f(t)-nek a
t =-1helyen lokalis maximuma, a t=1helyen pedig lokalis minimuma van,
valamint a fuggvény a t=-1lhelyig szigorian monoton né, a -1és 1 kozott
szigoruan monoton csdkken, majd a t =1hely utdn szigorian monoton né. Mivel

a feltételek miatt a polinomnak nem lehet 3-szoros gytke, ezért legaldbb két
kulonbdzé valés gydke van, kévetkezésképpen

f(-1)=-a+230p a£2
illetve
f(1)=-a-2£0P -2£a

A szorzat maximalis értéke ezért 2 (pl. x=2,y=2z=-1), minimalis értéke pedig
-2(pl. x=-2,y=2z=1).

Il. megoldéas
Csak a maximumra adunk masik megoldast, a minimumra hasonlo

gondolatmenet készithet6. Feltehetjuk, hogy X£ y £ z, igy z> 0. Mivel

(x+y)' £ 2(x2 + yz),

ezért

Z£ 2(6- 22),

322 £12,

zZE 2.

igy akkor

gIYE —3 £2

S e '
86.**

a) Ismeretes, hogy
a’ +b° +¢*- 3abc = (a+b+c)(a’ +b* +c* - ab- be- ca),
a® +b?>+c? =(a+b+c) - 2(ab+bc+ca).
A bizonyitandé egyenlétlenség ezért irhaté a kdvetkezé médon:
5- 10(ab+bc+ca) £ 6- 18(ab+bc +ca) +18abc +1,

4(ab+bc+ca)- 9abc £1.

Feltehetjuk, hogy O£ a £ % Legyen t =bc és tekintsuk az
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f (t)=(4- 9a)t+4a(1- a)

fuggvényt! Azt kell igazolnunk, hogy f (t) £1.

Rogzitett a esetén f a t-nek elséfoku fuggvénye és 4- 9a>0, ezért maximalis
pontosan akkor lesz, ha t a leheté legnagyobb értékét veszi fel. Mivel

t:bCE(b+C)2 =(1' a)2
4 4

ezért elegendé belatnunk, hogy

2
(4- 9a)(1'Ta)+4a(1- a)£1,
9a’- 6a” +a3? 0,

a(3a-1)°2 0,
ami nyilvanvalo.

Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=0,b=c= % ,vagy a=b=c= % illetve
ezen szamharmasokbdl képzett permutaciok.

Megjegyzés
A feladat megoldhat6 a valtozok variadlasanak médszerével is. (28. feladat)

b) Az el6z6 feladat megoldasi modszerei kézul barmelyik hasznalhaté itt is.

Egyenléség pontosan akkor teljestil, ha a=b=c= %

c) Irjuk at az egyenlétlenséget

1+l+i+48(ab+bc+ca)3 25
a b c

alakba. Feltehetjik, hogy O<afb£c.
Tekintsuk az

f(x,y,z):%+%+%+48(xy+ yZ+ZX)

fuggvényt, ahol X,y,z>0. Elészor belatjuk, hogy

aa+tb a+b 0

€225

f(ab,c)® f

azaz
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a+Db)’
1+£+l+48ab+48(a+b)c3 i+l+48u+48(a+b)c.
a b c a+b c 4
Rendezés utan:
A*D | sgabs —2_+12(a+b).
a+b

A nevezékkel val6 szorzas, majd rendezés utan:

(a+b)” - 4ab+12ab(a+b)&4ab- (a+b)Us o,
(*)  (a- b)*g- 12ab(a+b)g3 0.

Mivel 4ab £ (a+ b)z, tovabba a+b£§, ezért

12ab(a+b) £3(a+b)’ £3x§—7<1,

amibél mar kovetkezik a (—) egyenlétlenség. Ezek utan elegendé igazolnunk, hogy
f (a,a1- 2a)3 25,

1
ahol O0<af 3 Behelyettesités utan:

2 1
Z+

a 1-2a
(2- 3a)gl+ 48a” (1- 2a)|§3 25a(1- 2a),

+48ga’ +2a(1- 2a)g° 25,

(3a-1)*(4a- 1) 3 0,

ami nyilvan igaz. Ezzel az eredeti egyenlétlenséget is belattuk, egyenléség

) 1 . B
pontosan akkor all fenn, ha a:b:czg, illetve, ha két valtozo értéke 2 a

harmadiké pedig % .

87.*
Mivel pl.
X +y° :(x+y)(x4 - x3y+x2y2 - xy3 +y4)
és
x4 - Xsy_ xy3+y4 =(X- y)(xs_ y3)3 0,
igy

X°+y° 3 (x+y) Xy
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Alkalmazva a bal oldal minden egyes tagjara a fenti becslést, adddik, hogy az nem
kisebb, mint

1+1+1:z+x+y

=1,
xy(x+y)+1 yz(y+z)+1 zX(z+X)+1 X+y+z y+z+X Z+X+y

ami éppen a bizonyitandé allitds. Egyenléség pontosan akkor fog teljestlni, ha
Xx=y=z=1.

88.
Mivel

K = a’bc +b?cd +c’da+d?ab = a(abc) +b(bcd) + c(cda) + d (dab),

ezért alkalmazzuk a rendezési tételt az (a,b,c,d)és (abc,bad,cda,dch)azonosan
rendezett szamnégyesekre! Kapjuk, hogy

.2
K£a(abc)+b(abd)+c(acd)+d(bcd)=(ab+cd)(ac+bd)£?b+°d;a“bdg -
(]
:1((a+d b+c)) 18%@+b+‘:+d92 =4,
4 €2 55

mikozben kétszer is felhasznaltuk a szadmtani és mértani kozép kozotti
egyenlétlenség két valtozéra vonatkozé alakjat. Egyenléség pontosan akkor all
fenn, ha

2=a+d=b+c,
ab+cd =ac+bd,
ahonnan az (11,11), illetve (2,1,1,0) szamnégyesek adddnak.

89.*

. 1 . . . .
Az 1,%& illetve L ! szamharmasok ellentétesen rendezettek, igy a
a C

b+c'c+a a+b
rendezési tétel miatt a bizonyitandé bal oldalan all6 kifejezés legalabb

1 1 1
+ +

a(b+c) b(c+a) c(a+b)’

Koénnyu latni, hogy
(a+b+c)* 2 3(ab+bc+ca),

igy elegendé belatnunk, hogy
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1 1 1 9
+ + 3

a(b+c) b(c+a) c(a+b) 2(ab+bc+ca)

Rendezve:
ab+bc+ca+ab+bc+ca+ab+bc+ca3 9
ab+ca bc+ab ca+bc 2’
bc ca ab 3
>

+ + 3 —
ab+ca bc+ab ca+hbc

ami a 47. feladatban szereplé Un. Nesbitt-egyenlétlenség miatt igaz. Egyenléség
pontosan akkor all fenn, ha a=b=c.

90.*
Feltehetjiik, hogy |a £]b| £|c|. A Cauchy-egyenlétlenség felhasznalasaval:

g(a+b+c)- abc@]2 =ga+b)2+cx2- ab)@]2 £g(a+b)2 +c28§4+(2- ab)zg
+

= (9+2ah)§- 4ab+(ab)"U=2(ab)’ +(ab)’ - 20ab+72=(ab+2)" (2ab- 7)+100.

Mivel ¢®3 3, igy
2ab- 7£a?+b*-7=9-c*-7£-1,
ahonnan
g2(a+b+c)- abcy £100,

2(a+b+c)- abc £10.

Egyenléség-feltevéstiink mellett-pontosan akkor all fenn, ha a=-1b=c=2, bar
ez csak némi szamolas utan adaédik.

91.**
A feltételben szereplé egyenletekbdl allé egyenletrendszert megoldva:

X_b2+02- a’ y_a2+c2- b? Z_a2+b2- c?
2oc ' 2ac 2ab

Mivel a valtozék pozitivak, igy b®+c? >a’ a”+c? >b* a’ +b* >c®. A koszinusz-
tétel miatt létezik olyan, a, b, c oldalhosszUsagokkal biré hegyesszogti haromszog,
hogy a szokasos jel6lések mellett

X =cosa,y =cosb,z=cosg .
igy akkor
cos’a N cos’ b N cos’ g

1+cosa 1+cosb 1+cosg

f (cosa,cosb,cosg) =

Legyen
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u=cota,v=cotb,w=cotg!

Mivel
1- cota cotb
cotg =cotgl80°- (a +b )g=-cot(a +b)=—-—"""-—""—,
d el ( )H ( ) cota +cotb
ezért
(=) u+wvw+wu=1.
Trigonometriai alapdsszefuiggések felhasznéalasaval:
) cos’a 1
cota = = ,
1- cos’a 1 1
-
Ccos” a
ahonnan
cota u
cosa = = ,
Jl+cot?a  1+u?
tovabba

2

u
2 uz(\/u2+1- u)

cos’a _  1+u2 J

— u = -
l+cosa ., U \/u2+1(\/u2+1+u) JuZ +1 Ju? +1

V1+u?

A (—) Osszefliggés miatt:
u? +1=(u+v)(u+w),

ezért
cos’a _ u® 3 2 el L 108
1+ cosa (u+v)(u+w) 2 &u+v u+wg
felhnasznalva a mértani ill. harmonikus kozép kozoétti egyenlétlenséget. A cosb -ra

és cosg -ra vonatkozo6 analog levezetések eredményeinek felhasznalasaval:

laa’® +Vv° +V\F+v3 +u3+v\Fb_

f3ut+v+w - ¢ :
28 U+v w+Vv u+w g

U+ W - %(u2 SuwvHV W - wH VU - uw+vv2):%(uv+vw+uw) =

N

Egyenléség pontosan akkor teljestil, ha u=v=w, igy a=b=c,x=y=2z=

N

Az f minimalis értéke tehat E
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92.*

Legyen f(x)= n&. 12, ahol xi Uy L€, Allitjuk, hogy f(x) konvex (Jensen-féle

X g H 2&

. 1 .
értelemben), azaz 0 < X, X, <§ esetén

a0, T(8)* (%)

'S 2 ; 2
Logaritmus azonossagok, ill. az In figgvény szigordan monoton ndvekedése miatt
ez ekvivalens azzal, hogy
& 2 &l 0Ol .0
C - 1_ £ CT - l.0—-1-.

EX+X g &% #X% g
Atalakitva:
4 4 1 1.1
(X1+X2) X1+Xz XX X X2
4%% (1- % - %) £ (4 +%)" (1- % - %),
0£(x - %)

A Jensen-egyenlétlenséget alkalmazva kaphatjuk, hogy

.. ) P23 0 P2 <] 0
& 0 |ngi-1— |ngi-1—+ .+1In 91 -1
n g 1 1:£ eaq g e, g ed, g
al+a2+ e n ’
g 5
® n 0 @& Gel 0 el .0

S1t fam - lopm - lox. - 1s
Sa+a+.+a 5 %a s 5 Sa g

Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a =a, =...=a,.

93.
Legyen a=2x,b=2y,c =2z, ekkor a+b+c=2mellett kell igazolni, hogy

1 1 1
+ +
1+a® 1+b®> 1+c?
Mivel pl.
1 _1+a*-a° _, @
1+ a? 1+a’ 1+a?’

ezért a bizonyitandé:
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® a’ b? ¢ 6
3- ¢ >t T TR 2
gl+a” 1+b° 1+c' 4
a’ b? c?
+ +
1+a®> 1+b* 1+c?

Figyelembe véve, hogy pl. 1+ a® 3 2a, kapjuk:

a’ b? c? a? b> ¢ a+b+c
+ + —_—t—+—=——=1,
1+a®> 1+b*> 1+c* 2a 2b 2c 2

Egyenléség azonban nem A&llhat fenn, mivel az pontosan akkor teljesul, ha
a=Db=c =1, amit viszont a feladatban szerepl6 feltétel kizar.

94.
Vilagos, hogy n=1 és n=2esetén egyenldség all fenn. A tovabbiakban feltesszik,

hogy n3 3. Mindkét oldalt osztva (2n)"-nel:

.

1£ai+i9 - ai ig )

& 2ng & 2np

)
3|"‘

A binomidalis tétel felhasznalasaval:

P ang 1 d amod k 1
1£ 1) ———,
a gkﬂ 2n k= ogkﬂ( ) (2n)k

ahonnan
o 1 wo 1

élg o 83;5 ) +..

1£ 28

oo NNl

amely nyilvan igaz, hiszen

&E\
Oi—l

gl gzn

Az is leolvashat6, hogy egyenléség n3 3esetén nem allhat fenn.
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95.*
A 28. feladat megoldasanal bemutatott médszerek most is alkalmazhatoék.

I. megoldéas
Azonossag miatt:

(x+ y+z)2- 2(xy +yz+2x) + xyz3 4,
- xyz+2(xy +yz+ ) £5,
(2- x)yz+2x(3- x) £5.

Feltehetd, hogy a valtozék kozul x a legkisebb értékt, igy O£ X£1. Legyen yz=t
és
f(t)=(2- x)t+2x(3- x).

Mivel 2- x>0, igy f(t) rogzitett x érték mellett elssfokd, tovabba akkor
maximalis, ha yz=t maximalis. A szamtani és mértani kozép kozotti
egyenlétlenség miatt:
(3-%)° _

4 o

f(t,) :f+2x(3- X),

igy elég belatni, hogy f (t,) £5. Elvégezve a mtveleteket:

- x> +3x+18 £ 20,

0f xX*- 3x+2,

0£(x-1)°(x+2),
ami igaz.
Ezzel az eredeti Aallitast is igazoltuk, egyenléség pontosan akkor all fenn, ha
x=y=z=1.

Il. megoldas
Tekintsuk az

f(xy,2) =X +y* +2* +xyz
fuggvényt!
Feltehetd, hogy x3 y3 z. Elészor igazoljuk, hogy ekkor

f(xy,2)3 f?%,xzy,zg.

Kifrva:
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2
+22+(X+y) p
4

(x+y)  (x+y)’
4 4
AX% + 4y +4xyz 3 2X° +2y% + Axy + X°Z+ Y’ zZ+ 2xyz,

X2 +y*+ 7% +xyz3

2X% +2y? +2xyz 3 4xy + X’z + y°z,
2(x- y)2 3 2z(x- y)z,
2(x- y)’'(1- 2)2 0,
ami nyilvan igaz. A tovabbiakban elegendé belatnunk, hogy
f (a,a,3- 2a)2 4,
ahol aE% Kiirva:
2a® +(3- 2a)° +a%(3- 2a) 2 4,
9- 12a+9a”- 2a’3 4,
(1- a)(2a2 - 7a+5)3 0,

(1- a)°(5- 2a)2 0,
amely valéban teljesul.
Az egyenléség esete kénnyen leolvashaté.

Megjegyzés:
Erdemes 0Osszevetni a feladatban szereplé allitAst az 54. feladatban szereplé
allitassal!

96.*
Vezessiuk be a p=a+b+c és r =abc helyettesitéseket! A bal oldalon elvégezve a

szorzast:
27a’b’c® + 9(a2b2 +b?c? + czaz) + 3(a2 +b? + c2) +13 64,

9a’b’c? +3(a2b2 +b%c? + czaz) +a’ +b*+c%3 21,
7 2 AY
or? + p? +3.g(ab+bc+ca) - 2abc(a+b+c)H3 27,
or?+p*-6rps 0,
(3r- p)*2 0.

Az utoljara kapott egyenlétlenség nyilvan teljesiil, igy az eredeti egyenlétlenséget
is igazoltuk. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha

a+b
3ab-1’

3r=pU Babc=a+b+cU c=
Mivel
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ab+bc+ca=3,
igy
(a+b)’
ab+—~L =3
3ab-1
3a’b? +ab+a® +b* =9%ab- 3,
3(ab- 1)* +(a- b)* =0,
ahonnan
a=b=1b c=1.
97.*

A bal oldali egyenlétlenség egyszertien adodik a szamtani és harmonikus kozép
kozotti egyenlétlenségbol, mely szerint

n X, + X, F o+ X

s n

X% Xn

Egyenléség pontosan akkor teljesul, ha minden x; egyenlé.
A jobb oldali egyenlétlenség bizonyitdsahoz induljunk Ki a nyilvanvaléan igaz

(a- xi)(b- xi)£0
egyenlétlenségbdl! Innen

(=) abi+xi £a+b .
X

A minden i-re felirt (—) alakd egyenlétlenségeket 6sszeadva nyerhetjuk, hogy

ga ——+a x, £n(a+b) .

A bal oldal alulrél becsilheté a szamtani és mértani kézép kozotti egyenlétlenség
segitségével:

\/abg -gaxOEabga —9+ax £n(a+b)

2 X gRin aXg iz
ahonnan
* 0 2 + 2 ..
i+i+...+i—;(xl+x2+...+xn)Eleae—i+—+2(—:)n2
X, X, g 4ab 4éb @

Egyenléség teljesuléséhez (—)-ban minden i-re x =a, vagy X =b kell, hogy
legyen. A kozepek kozott akkor van egyenléség, ha
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0 ¢
I=aX
i g i=l

ab

|| mé
x ||_\

Tegyuk fel, hogy k db i-re x =a ésmdb i-re x =b. Ekkor k+m=n, és

(';1b€~é—(+mg ka +mb
éa bg

bk +am- ka- mb=0

(k- mb-a)=0

Ha a=Db, akkor trivialis, hogy az eredeti egyenlétlenségben egyenléség all fenn.
Ha a<b, akkor egyenléség csakis akkor teljestilhet, ha k = m, tehat n paros.
(Ez a megoldas Mike Janos kdzépiskolai tanartdl szarmazik.)

98.*
Legyen X, +X, +..+ X, =s. Ekkor az allitas:
R n
— ! 3
=) ia_ls- X n-1
Legyen
s- x =h,
igy

b +b,+..+b, =ns- (X, +X, +...+ X,) =(n- Ds.

A bizonyitandé irhat6 a kdvetkezéképpen:

ahonnan

igy készen is vagyunk.
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99.*

a) Ha minden x; egyenlé, akkor egyenléség all fenn.

Ha a szamok kozott vannak kulénbozoéek, akkor jeldlje x1 a legkisebbet, x; pedig a
legnagyobbat. Legyen

G =YX XX,

X, <G<X, .

ekkor

X1 X;

irjunk most x; helyére G-t, x2 helyére pedig kerdljon! A jobb oldal nem

valtozik, a bal oldal viszont csbkken, ugyanis:

(14 %, )1+ %,) =14+ %%, + %, + %, >1+ XX, +G+ﬁ=(1+e)§+ﬁ9 ,
G e Gy

hiszen
(G - Xl)(XZ - G)> 0.

Ezzel a mddszerrel a bal oldal értékét csokkentve véges sok lépésben a jobb
oldalhoz jutunk, ami igazolja az eredeti egyenlétlenség helyességét!

Megjegyzés:

A feladatban szereplé egyenlétlenség Huygenstdl szarmazik.

A bemutatott modszerrel igazolta Riesz Frigyes professzor a szamtani és mértani
kozép kozotti egyenlétlenséget.

b) Az a) esetben latott mdédszerrel oldhaté meg: a bal oldal névelésével a jobb
oldalhoz juthatunk.

100.*
a) A 99. feladatban leirtak szerint eljarva, elég megmutatnunk, hogy

1 1 1 1
>

+ + :
1+x 1+x, 1+G 1+ 5%
G

Rendezés és a tortek 6sszevonasa utan:

1 S X,
L+ )1+G) (G+xx)L+x,)
ahonnan
(x, - G)(xx,-1)>0.
Mivel

1<x1<G<x2
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igy ez igaz.
Egyenléség akkor és csak akkor lesz, ha minden x; egyenlé.

b) Az a) részben elmondottak alapjan kénnyt latni az allitas helyességét.

101.*
Legyen x =a", ekkor aa,..a, =1, tovdbba a szamtani és mértani kozép kozotti
egyenlétlenség miatt:

1 1 1 1
nLex noiea at (n-Da )
n- 1+ n- 1+ n-1 n-1 n-1 n-1
8By 1By B .t A .t a)

n-1 n-1 n-1 n-1
_artraran .ty

(n-2)(ar*+..+ar")

Osszeadva a k=1,2,...,nesetén felirt egyenlsétlenségeket, adddik a bizonyitandd

allitas. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha x, =x, =...=x =1.
102.*
Ha a=b=c=d =-1, akkor

-33 -4k U k3 E

4
1

Ha a=b=c=d =§, akkor

33 k0 ke,

2 4

igy az egyetlen széba johetd érték a k = % A tovabbiakban igazoljuk, hogy ez meg

is felel, azaz az adott intervallumon

(-) a3+b3+c3+d33g(a+b+c+d).
Mivel x3 - lesetén
(x+1)(2x-1)°2 00 4x° +13 3x,

ezért
4a% +13 3a,

4b* +13 3b,
4¢3 +13 3,
4d°® +13 3d.

Osszeadas, majd 4-gyel val6 osztas utan adédik a (=) egyenlétlenség.
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103.*
Feltehetjuk, hogy a >0, tovabba, hogy a,., a legkisebb az a szamok kozott. A
megoldas kulcsa az

(a+as+.ta,.)(a +a,+..+ )
szorzat eléallitasa.
Tekintsik az alabbi becsléseket:

A=(a+a, +tay,) ® (A +a,+tay,) - (8- 8, +a- .- ay +8,,) =

A(a, ta, +..tay,)(a, ta, +..tay,)?d

3A(ad, + 3,8 .+ BBy ) FA(A8, T8 H o By B ) TAB (B Lty ) =
A+ 483, + 8,8 + ...t By pBh ) H48 (85 F Bt T By - By)® 4

Ebbél kovetkezik, hogy teljesulnie kell az alabbiaknak:

() a+a+.tay,=a+a+.+a, =1
(2) &g =28 =..=a,d., =0,
(3) atat.tay =a,

A (3)-bol adodik, hogy a; =a,=..=a, =0=a,,, igy a (2) miatt a, =0. Ha
figyelembe vesszik az (1) Osszefuggest, akkor a, =1, ezért a, +a, =1 a feladatban
szereplé masodik dsszefuiggésbol. Az elsé 6sszefliggés miatt akkor

a,+ta t..+ta,,=0pP a,=a,=..=a,, =0.
Kaptuk, hogy
& 16,3
S=a’+a’+a’=2(a’- a +1)=25a, - == +—.
& +al +a) =2(a - a +1) & 55 %5
) 3 1
Innen S, =2,ha a =1¢és Smmza,haalza.

104.

o)

Legyen b =2-a8,S=gqbésT= é b? . Ekkor a feladatban szereplé feltételek:

i=1 i=1
2-b+..+2-b 3nU n3 S
(4- ab +b?)+..+(4- b, +b2)3 n2 O T3 n*- 4n+4S.

Alkalmazzunk indirekt bizonyitasi médszert, tegylk fel, hogy b >0minden i-re!
Ekkor
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b<g§h=SEnb T<nS.
i=1
Masrészt
T3 n(n- 4)+4S3 (n- 4)S+4S=nS,

ami ellentmondasra vezet. Tehat létezik olyan i, melyre b £0U 2£ a, ahonnan
adodik a feladat allitasa.

105.*
I. megoldéas
A Cauchy-egyenlétlenséget alkalmazva:
& b O 23 3 3 2
(x+y+ Z)Q_"'_"'_ ¢a’ +b2 +¢2 =
Y Zg e o

1 1 1

Legyen a2 = Ab? =B,c? =C! Elegendé igazolnunk, hogy

A + B2 +C2)3
3

(A3+B?’+C3)23 (

9-cel val6 osztas, majd E_Odlk hatvanyra emelés utan:

1
880\3+Bg+0303 aEA2+BZ+0205
& 3 p (é 3 g

ami a hatvanykozepek monotonitasara vonatkozé tétel miatt igaz.
Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha A=B=CU a=b=c,x=y=2z.

[l. megoldéas
Az an. Holder-egyenlétlenséget fogjuk alkalmazni, mely szerint, ha

a,a,,..a,>0b,b,...b, >0..,2,2,..,z, >0, tovdbbd a |, 3 0szamokra
[, +1,+...+1, =1, akkor

(a,+..+a) (b +..+b,) x.{z +..+2) 3 a:b>..2: +..+a:br.2:.

. _1
Az n=3¢és |, =1, =1, == valasztas mellett:

c

00

1
3 3
?;+b7+c—93 >(1+1+1) (X + y+z)% 3 a+b+c.
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Mindkét oldalt kdbre emelve, majd osztva 3(x+ y+ z)—vel addédik a bizonyitanddé
allitas.

Megjeqyzés
A feladat allitasa természetes médon altalanosithaté.

106.
Legyen

p(xy,z) =xy* +yz' +2x* - x*y- y'z- Z'x,
és tekintstk az alabbi atalakitasokat:
p(x,y,z):zy(za- y3)+xz(x3- 23)+xy(y -
=7(Z - y) (- 2)oe(x -y
=2(y- X)(Z- ¥')+x(z- y)(¥ - ¥) =
=(y- X)(z y)gz Z+zy+yt)- x(X +xy+y )=
2

(v- X)(z- v)§Z- ) Z-@+V@AX)B
)3

TN S—

felhasznéalva a feladatban szereplé feltételt, tovabba azt, hogy
1. 2 2 25
2 2 2 —
XC+y + 72+ xy+ yz+zx-§.°é(x+ y) +(y+2)" +(z+x) .

Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha x=yvagy y=zvagy X=y=Zz.

107.*

Egy adott zart intervallumon konvex flggvény a maximalis értékét az adott
intervallum valamelyik végpontjdban veszi fel, ami a konvexitas definiciéjanak
kovetkezménye. Fel fogjuk tovadbba hasznalni azt, hogy egy adott zart
intervallumon konvex flggvények 0Osszegzésével kapott fuggvény is konvex az
adott intervallumon.

Jeldljuk az egyenlétlenség bal oldalan szereplé Kifejezést f(a,b,c)-vel! Ha

r
rogzitjik b és c értékét, akkor f két a-ban linearis (igy konvex) ill. két g(a) = ==
s+a

tipusd, tehat konvex fuggvény osszegeként all el6, ezért maximalis értékét az
=0 vagy a=1lhelyen veszi fel. Mivel a gondolatmenet a masik két valtozora

ugyanigy elmondhatd, ezért f(a,b,c) O0sszesen 8 helyen veheti fel maximalis
értékét.
Ha a=b=c=0, akkor f(ab,c)=1
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Ha b=c=0 és a=1, akkor f(a,b,c)=1.
Ha c=0 és a=b=1, akkor f(ab,c)=1.
Ha a=b=c=1, akkor f(ab,c)=1.

Tekintettel arra, hogy tobb, elvileg kilénb6zé eset nem léphet fel, igy belattuk,
hogy f (a, b, c) £1. Egyenléség pontosan a fentebb emlitett 8 esetben all fenn.

108.
Atrendezve és ekvivalens atalakitasokat végezve:

Vi2abe £ (a+b+c)’ - (a2 +b% +¢?),
J12abc £ 2(ab+bc +ca),
12abc(a+b+c) £ 4(ab+bc +ca)’,
3abc(a+b+c) £ (ab+bc+ca)’.

Elvégezve a muiiveleteket:
a’bc + ab’c + abc® £ a’b® +b’c? +c?a?,

1. .
OEE.g(ab- bc)2 +(bc- ca)2 +(ca- ab)ZH,

ami nyilvan igaz. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha a=b=c :%.

109.*
Mivel X,y >0 esetén

(x+y) 2 axy 0 (x-y)’ 20,
ezért
2

4(a.,+a +a.,) =g2a.,+a)+(a +2a.,)f ° 4(2a..+a)(a +2a,,).
igy
2
(=) (a.,+a+a,) %(2a.,+a)(a +2a,,).

Vegyuk észre, hogy
(2x+y)(2y+x)>2(x+y)",
hiszen
AXy + 2X% + 2y% + xy > 2x% + 2y® + 4xy,
ahonnan

2

(—-) (2a.,+a)(2a +a.,)>2(a,+a)

Az () és (——) megfelel6 oldalainak 6sszeszorzasaval:
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(a,+a +a.) 928 +a,)>2(a,+a) a +2a.,).

Felirva az ennek megfelel6 egyenlétlenségeket az i =2,3,..,n,n+1 esetekre, a

megfelelé oldalak Osszeszorzasa és egyszertisités, majd négyzetgyokvonas utan
addodik a bizonyitandé allitas.

110.
a) Bovitsik a torteket, majd alkalmazzuk a Cauchy-egyenlétlenség nevezetes
kovetkezményét:

X2 N y2 N 22 \ (X+ y+ Z)Z

X +2xy+32X 3y +y +2yz 2z+3yz+Z X +y +Z +5(xy+yz+ )

Elegendé igazolnunk, hogy
(x+y+2)
X+ Yy + 7 +5(xy+ yz+ zx)

s 1
2

Atrendezés, illetve a miveletek elvégzése utan:

X2+ Yy + 723 xy+vyz+ 2,
ami kozismert egyenlétlenség. Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha x=y=1z.
b) Legyen 2x+y+z=4a,x+2y+z=4b,x+y+2z=4c ! Osszeadas utan:

x+y+z=a+b+c,
ahonnan
x=3a- b-c,y=3b-a-c,z=3c- a-b.

Behelyettesités utan a bizonyitandé allitas:

3abc3bac3(:ab£§
4a 4b 4c 4’

eaa bo aé_)+go+a§+gou

@b Co 80 by &a C%

6f£ —+— "+ +— "+ —+—.;,
8 ag gc bg da cg

ami igaz, hiszen a zaréjelekben all6 kifejezések mindegyike legaldbb 2. Egyenléség
pontosan akkor all fenn, ha x=y=1z.
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Megjegyzés
Természetesen a feladat a) része is megoldhatd a b) részben latott helyettesitéses
modszerrel.

111.*
Az un. Minkowski-egyenlétlenség szerint

\/aak +\/abf3 \/é(aubK)Z-

k=1 k=1

Mivel a feladatban szereplé egyenlétlenség bal oldalan allé kifejezés irhato

.2 2
a?;l-lg +£+1+1+ 1+a% 10+1+1+ 1+£ a%_}o +£
& 25 4 4 4 4 & 25 4 4 2'§ 4

alakban, ezért kétszer egymas utan alkalmazva a fenti egyenlétlenséget kapjuk,
hogy a kifejezés értéke legaldbb

\/3%+E9 +%+£9 & éae?o \/a +b?+c?+a+b+c+3,
Q

25 78 25 8“‘5

ami adja a bizonyitandé allitast. Egyenléség: a=b=c=1.
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