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Az alapfeladatok

Grafok szinezésével kapcsolatos klasszikus feladat a térképszinezési probléma: adott
egy sikba rajzolhaté graf, amely tartomanyokra osztja a sikot; legkevesebb hany szinnel
lehet kifesteni a tartomanyokat gy, hogy élben szomszédos tartomanyok szine mindenhol
kiilonbozo legyen. Az eléaddsban errdl a feladatrél nem esett szé, mert a graf éleinek és
pontjainak szinezése volt a téma.

Két probléma szokott felmeriilni a pontok és élek szinezésével kapcsolatban:

1. Legkevesebb hany szinnel lehet egy graf pontjait kiszinezni gy, hogy semelyik két
szomszédos pont ne kaphasson azonos szint?

2. Legkevesebb hany szinnel lehet egy graf éleit kiszinezni gy, hogy semelyik két egy
csucsba futd él ne kaphasson azonos szint?

Példak: Egy négyszog egyik atléjat behtzzuk. Prébaljuk meg kiszinezni az igy
kapott grafot!

Csucsszinezés. Szinezziik a bal oldali abran lathaté A és B cstcsot pirossal és kékkel,
ekkor, koz0s szomszédjuk, a C' csics mar nem lehet se piros, se kék, kell egy harmadik
szin, példaul zold. Végiil a negyedik csics nem lehet se piros, se zold, de kék még igen,
— persze masmilyen is, de az a cél, hogy minél kevesebb szinnel szinezziink —, igy legyen
kék. Kevesebb nyilvan nem elég, mert van harom pont, amik paronként szomszédosak,
tehdt csak ezek miatt kell legaldbb harom szin.

Elszinezés. Induljunk ki a C' pontbol. Ennek fokszama harom, tehat a harom él indul
ki beléle. A kikotés miatt ezeknek nem szabad azonos szintinek lenni, igy legalabb harom
szinre sziikség van: példaul pirosra, kékre és zoldre. A (B, A) él nem lehet piros és kék,
de z6ld még igen, és az (A, D) él pedig mér nem lehet zold vagy kék, de piros még igen,
tehat piros lesz.

A példékban véletlentil a pont- és élszinezés olyan feladat volt, hogy mindkettot
meg lehetett csindlni harom szinnel, de kettével méar nem. Altalaban a két feladat
természetesen teljesen kiillonb6z6. A gorog abécé x betlijével szoktak jelolni a graf kro-
matikus szamat, azaz, hogy legalabb hany szin sziikséges a graf pontjainak szinezéséhez,
esetiinkben ez 3. Az élek szinezése esetén ezt kromatikus indexnek szoktak nevezni,
jeloljiik ezt y.-vel, éppenséggel ez is 3.

Miért van sziikség ilyesmire?

Matematikusok vagy spec. mat. osztdlyba jaré didkok ritkan szoktak feltenni ezt
a kérdést. Fgy matematikar kérdés azért szép, mert szépnek tartjuk, és nem feltétlenil

foglalkozunk azzal, hogy milyen gyakorlati haszna van. De léteznek olyan gyakorlati
problémak, ahol felmeriilnek ezek a kérdések.



Példaul valaki egy konferenciat szervez, és sok eléadas van. Nyilvan lesznek olyanok,
akiket tobb hasonld témaju eléadés is érdekel, és ezeket nem lehet egymassal parhu-
zamosan tartani kiilonbozo termekben, és az sem megfelelo, ha az el6adasokat egymaés
utan tartjak meg, mert ekkor a konferencia esetleg til hosszira nytlik. Tehat az a cél,
hogy minél tobb parhuzamos eléadas legyen, de a nagyjabol hasonlé témaju eléadasok ne
zavarjak egymast. Ennek a probléménak egy lehetséges modellje, hogy a szervezé készit
egy grafot, aminek cstcsai az eldadéasok, és akkor kot 0ssze kettot éllel, ha a két el6adés
témaja nagyjabdl azonos, tehat nem szabad parhuzamosan megtartani 6ket. Ekkor ennek
a grafnak a cstcsait kell a lehetd legkevesebb szinnel kiszinezni, ahol az azonos szinek
az egymasba 16gé el6adasokat jelentik. Ekkor két 6sszekotott pont nyilvan nem lehet
azonos szint, igy a csucsszinezés problémaéjaba futottunk.

Hasonlban természetes médon, mashelyen az élszinezés problémaja kertil el6. Példaul
egy iskoldban augusztusban meg kell szervezni az orarendet. Egy lehetséges modell
— ami nem oldja meg teljes altalanossagban a problémat, de sokat segit — hogy az
6rarendkészité tanar fog egy szép nagy papirt, és rarajzol egy grafot, aminek pontjai
az osztalyok és egy csomé tovabbi csicsot, amik a tanaroknak felelnek meg. Ha egy
tanarnak egy osztallyal van heti 2 éraja, akkor a tanarnak megfelelo csicsot kétszeres
éllel koti az osztalynak megfelel6 cstiicshoz, ha egy masik osztallyal van éraja akkor ahhoz
is megfelel6 szamu éllel koti, és igy tovabb minden tanarnal és osztalynal. Aztan kiszinezi
a graf éleit, hogy két él akkor legyen azonos szinti, ha egy idoben vannak az 6réak. Ekkor
nyilvan nem fordulhat el6 az, hogy egy csicsba két azonos szint él fusson be, mert
akkor egy tanarnak vagy egy osztalynak két osztalyndl illetve tanarnal kéne egy idében
tartézkodnia, és nyilvan az is cél, hogy minél kevesebb szinnel szinezze ki, hiszen az nem
jo, ha egy osztalynak tul sokaig kell bent maradni.

Az élek szinezése

A p pont fokszdmat altaldban d(p)-vel szokték jelolni a grafelméletben. G grafban
minden csics fokszama koziil a legnagyobb legyen A(G). Konnyen beldthatd, hogy egy
graf éleinek megfeleld kiszinezéséhez legalabb ennyi szinre van sziikség, mert a legnagyobb
fokszamu csicsbol ennyi él indul ki, és ezeknek mind kiilonb6z6 szintinek kell lenni, tehat

A(G) < x.(G).

Ez nyilvanval6. Viszont sokkal érdekesebb, hogy egy egyszerti grafban ennél sokkal tobb
szin nem kell. Altaldnossdgban ez a képlet irhaté fel, ahol G egyszerii grafot jelol:

A(G) < xe(G) < A(G) + 1.

(Van olyan graf, példaul a 3 hosszu kor, ahol ténylegesen sziikség van A(G) + 1 szinre.)

Megjegyezziik, ha a grafban vannak parhuzamos élek, akkor ez természetesen nem
igaz, példaul nézzik azt a grafot, amely tgy keletkezett, hogy egy harom csicsi graf
minden csicsét Osszekotottiik két éllel. Ekkor minden cstics fokszéma 4, igy A(G) = 4,
de nem elég 5 szin, mert barmely két élnek van kozos pontja, és 6 él van. Ha tobbszoros
éleket is megengediink, akkor csak egy sokkal gyengébb tételt lehet mondani, ez az ugy
nevezett Shannon-tétel, miszerint:



Ezzel a tovabbiakban nem fogunk foglalkozni, viszont az egyszerii grafokra vonatkozo
tételt belatjuk.

Egy harom cstcsu graf minden cstucsat Osszekotottiik két éllel.

Ezt a tételt, miszerint G egyszerii grafban x.(G) < A(G) + 1 elséként egy Vizing
nevil orosz matematikus bizonyitotta be 1964-ben. Az & bizonyitasa igen bonyolult
volt, de késobb sziiletett egy egyszerti, algoritmikus bizonyitds, ami nemcsak kimondja,
hogy ennél tobb szin nem kell, de azt is megmutatja, hogy hogyan lehet ennyi szinbdl
kiszinezni a grafot. Hogy ténylegesen fel kell-e haszndlni mind a A(G) + 1 szint, vagy
A(G) is elég, az a bizonyitasbdl nem deriil ki, sét, annak gyors és hatékony eldontése,
hogy egy egyszerli grafot altalaban pontosan hany szinnel lehet kiszinezni (A(G) vagy
A(G) + 1) az egyike a ma még megoldatlan matematikai problémaknak.

Tegyiik fel, hogy a grafnak egy részgrafja mar ki van szinezve a kivant médon. Mivel
egy csucs maximalis fokszdma A(G), és ennél eggyel tobb szinem van, biztos, hogy
minden ponthoz lehet talalni olyan szint, amilyen szinti él nem indul ki beldle. Nevezziik
ezt a csucs szabad szinének, és jelolje p pont egy szabad szinét s(p). Most egy kiovetkezd
élt kell szinezni, ami példaul az x pontot koti 6ssze az y; ponttal. Ez nem okoz gondot,
ha s(z) = s(y1), azaz, ha van olyan szin, amivel se az z-b6l se az y;-bdl indulé élt nem
szineztiink. De dltaldban az a baj, hogy a két pontnak nincs kozos szabad szine (példaul
van 101 sziniink, és az x ebbol mar 70, az y; pedig méar 80 kiilonbozot felhasznalt, konnyen
lehet, hogy ketten egyiitt mar mind a 101 szint felhasznalték, és most egy 6ket 6sszekotd
élt kell szinezni), azaz az z-bol kiindul egy s(y;) szinii él az yo-be. Ha szerencsénk van,
akkor s(z) = s(y2), az (x,yo) élt at tudjuk szinezni erre a szinre, és ekkor méar semmi
akadélya annak, hogy az (x,y;) élt is kiszinezziik. De kénnyen lehet, hogy az x-bél
kiindul egy él az ys-ba, aminek szine az s(y2), ha s(z) = s(ys), akkor az eléz6ekhez
hasonléan készen vagyunk, és igy tovabb. Tehat ha eljutunk odaig, hogy az x csucs
Ossze van kotve egy y; csucesal egy s(y;—1) szinll él mentén, és s(x) = s(y;), akkor az
(x,y;) élt &t tudjuk szinezni s(y;)-re, az (z,y;_1)-et s(y;_1)-re stb. Mér csak az a kérdés,
hogy befejezédik-e ez valamikor. Ha igen, akkor készen vagyunk. Mivel csak véges sok
csucsa van a grafnak, ezért legfeljebb az fordulhat el6, hogy egy ciklusba keriiliink, azaz
hogy valahol lesz egy olyan y; csics, aminek szabad szine éppen egyezik egy korabbi
y;-nek a szabad szinével. Tehat akkor van baj, ha az s(x) # s(y;) = s(y;), mert ekkor
végtelen ciklusba keriiliink. Most feledkezziink el minden élrél, kivéve azokrol, amik s(x)
vagy s(y;) szint kaptak, igy egy H részgrathoz jutunk. Mivel az eddigi szinezésiink jo,
azaz semelyik pontban nem taldlkozik két azonos szini él, ezért a H részgrafban egy
csicesbdl legfeljebb két él indul ki, amelyek szine s(x) vagy s(y;), ezért H csak utakat,
koroket és izolalt pontokat tartalmazhat, amik semelyik titba vagy kérbe nem tartoznak
bele. Az x-nek szabad szine az s(x), igy beldle csak s(y;) szini él indulhat ki, hasonléan
s(y;)-bol és s(y;)-bél csak s(x) szint, tehdt z, y; és y; csak utak végpontjai lehetnek
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(izolalt pontok azért nem, mert akkor az s(x) és az s(y;) is szabad sziniik volna, pedig
feltettiik, hogy nem az), ezért kell hogy legyen legalabb két kiilonallé ut. Mivel egy itnak
csak két végpontja van, y; vagy y; garantdltan nincs benne abban az utban, amiben .
Ekkor ebben az tutban kicseréljiik, az s(x) szineket s(y;)-re és forditva, igy x szabad
szine nem valtozik, a graf szinezése tovabbra is megfeleld, de s(z) mér egyezik y; vagy
y; szabad szinével, és igy mér az (x,y;) élt is ki tudjuk szinezni a kordbbiak alapjdn.
Ekkor tovabb mehetiink egy kovetkezo, még szinezetlen élre, és ott is végig jatszva ezt, a
grafot ki tudjuk szinezni A(G) + 1 szinnel. [gy a Vizing-tételt belattuk, és az élszinezést
egyszerii grafokban szinte teljesen megoldottuk, hiszen, hogy az optimalis, vagy eggyel
tobb szinnel szineziink egy grafot, az nem okozhat nagy gondot a gyakorlatban.

A cstcsok szinezése

Ha van a grafban egy olyan részgraf, aminek minden csiicsa mindegyik masik cstccsal
ossze van kotve, azaz teljes graf, akkor azt a rész grafot klikknek hivjuk. Egy graf
klikk-szama a klikkek csicsszamainak maximuma, azaz a grafban taldlhaté legnagyobb
klikk csicsainak szama. G graf klikk-szamat w(G)-vel jeloljik, igy egy grafban biztosan
taldlhat6 w(G) cstcs, amelyek mindegyike az Gsszes tobbivel 6ssze van kotve, de w(G)+1
csuces kozott mar kell legyen két olyan, ami nincs Osszekotve. A graf szinezéséhez tehdt
nyilvan legalabb w(G) szinre van sziikség, de ennyi nem biztos hogy elég, mert példdul
egy Ot hosszi korben w = 2, és ha elkezdjiik szinezni korbe, hogy piros, kék, piros, kék,
akkor a kovetkez6 mar nem lehet piros, hiszen szomszédos az elsovel, ami szintén piros
volt, de kék sem, mert szomszédos a negyedikkel, ami meg kék volt, igy kell egy harmadik
szin, tehat x = 3. A csicsszinezésben az az érdekes, hogy a kromatikus szamra mar nem
tudunk fels6 becslést adni a klikk-szam fiiggvényében. Azt allitjuk, hogy barmilyen nagy
kromatikus szamu grafot el6 tudunk allitani gy, hogy a klikk szam mindig ketté marad.
A matematika nyelvén:

Vk>2(ke€N)3IG, amirew(Gy) = 2, de x(Gy) = k.

Erre fogunk konstrukciot mutatni. El6szor példat adunk megfeleld grafokra k£ = 2
illetve k = 3 esetén, majd megmutatjuk, hogy ha van egy G, grafunk, akkor abbdl hogyan
tudjuk a Gjyyi-et elééllitani. Ezt a konstrukciot eldszor Mycielski lengyel matematikus
talalta ki, réla ezt a konstrukciot Mycielski-konstrukcionak nevezik, és az ezzel el6allitott
grafokat pedig Mycielski-grafoknak.

A 2. és 3. Mycielski-graf, valamint a k + 1-edik konstrukciéja a k-adikbdl.

Megfelel6 Go és G3 graf 1étezik, lasd abra. Tegyiik fel, hogy a Gy graf mar megvan.

(Lasd karikdzott rész az dbrén.) Legyenek ennek csticsal uq;ug;. .. u, (p természetesen
nem egyenld k-val), ezek ald rajzoljunk Gjabb pontokat, és jeloljitk Sket vy;vo;. .. v,-vel,

ezeken kivil vegyiink fel még egy w csicsot. Aztan a v; csucsot kossiik azokkal az u
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csucsokkal, amik az u;-hez vannak kétve, majd a w-t kossiik Ossze az Osszes v-vel. (Az
abran példaul a v, van 6sszekotve az uy szomszédjaival, ui-gyel és us-tel.) A v-k kozott
élt nem hasznalunk. Példaul a G4-et lerajzoljuk, a kiilseje a G, és ezt egészitjilk ki a
megadott modon:



A negyedik Mycielski-graf.

Ezt a grafot a szakirodalomban Grotzsch-féle grafnak nevezik.

A konstrukciéval kapcsolatban két dolgot kell belatni. Egyrészt, hogy nem keletkezett
haromszog, azaz, hogy w(Gri1) = w(Gr) = 2, mésrészt, hogy a keletkezett graf kromati-
kus szdma tényleg eggyel nagyobb lett, mint az el6z6¢é volt, azaz, hogy x(Ggi1) =k + 1.

El6szor belatjuk, hogy w(Gri1) = 2. A Gy, gréfban, a feltevésiink alapjén, nem volt
haromszog, igy az u pontok kozott nem lehet haromszog. A v pontok kozott sem, hiszen
a v-k kozil semelyik kettét nem kotottiik Ossze, igy mar a w sem lehet tagja egyetlen
haromszognek sem, mert az csak a v-kel van Osszekotve. Tehat, ha véletlen keletkezett
haromszog, az csak a v-k és az u-k kozott lehet gy, hogy két u betiivel jelolt, és egy v
bettivel jelolt csics tartozik hozza. Tegyiik fel, hogy a (v;, up, u;) alkot egy haromszoget.
Azt csinaltuk, hogy a v-ket a parjuk szomszédjaival kotottiik Ossze, és ekkor a v;-vel
Osszekotott uy, és u; csicsok Ossze vannak kotve u-vel is, igy a Gy gratban (up, u;, u;)
alkot egy haromszoget, ami ellentmondas, mert a Gy, graf haromszog mentes. fgy a Gri
haromszog mentes.

A Gy grafot ki lehet szinezni k + 1 szinnel, mivel megtehetjiik, hogy v;-t olyan
szintire szinezziik, mint u; volt, hiszen v; is ugyanazokkal a cstucsokkal van osszekotve,
mint wu;, plusz még a w-vel, de azt szinezhetjiik egy k + 1-edik szinnel. Mar csak azt
kell belatni, hogy k + 1 szinre tényleg sziikség van a Gy graf szinezéséhez, és k-val
semmiképpen sem lehet, mert most csak azt lattuk be, hogy k& + 1-nél tobb nem kell.

Tegyiik fel, hogy ki tudtuk szinezni a k + 1-edik Mycielski-grafot k szinnel. Legyen
a w csucs szine P, és ekkor a v pontok kozott egyetlen P sem lehet. Az u-k kozott még
igen. Szinezziik &t az Osszes P szinli u betiis cstcsot a parja szinére. (Pl ha az u; és az
u; P szinii volt, akkor az w;-t atszinezziik a v; szinére és az u;-t a v; szinére.) Ezzel azt
értiik el, hogy az u-k kozott sincsen P szinii, mert mindet atszineztiik. De ettdl még a
G, részgraf szinezése helyes marad, ha a G 1-€ is helyes volt, mert v; is ugyanazokkal az
u csucsokkal szomszédos, mint u;. fgy az u csucsokat tartalmazd Gy, részgraf szinezését
nem rontottuk el, viszont sikertiilt a Gy grafot k — 1 szinnel kiszinezni, mert a P-t ehhez
mar nem hasznaltuk fel, és azzal egyiitt volt k& darab szin. Ellentmondasra jutottunk,
mert a Gy, kromatikus szama pontosan k volt, igy minimum £ szin kellett a szinezéséhez.

Tehat a grafok csiucskromatikus szamara nem tudunk felsé becslést adni a klikk-szam
fiiggényében, mert barmilyen nagy kromatikus szamu grafra tudunk mutatni példat,
aminek a klikk-szama 2.

Az el6adas sziinet el6tti részét a Tanar ur egy, a ,,magyar lapkiadas egyik csucstel-
jesitményének” a Kretén magazinnak a 2004/4 szamabdl vett idézettel zarta, amiben a
hénap kérdése a kovetkezd volt: On milyen man szeretne lenni, és mit csindina akkor,
ha On szuperhds lenne, mi lenne a neve, és milyen szuperképességekkel rendelkezne?...
A Tanar ur feltételezi, hogy az egyik ,,jatékos kedvii” miiegyetemi hallgatéja kiildte be a



kovetkezé valaszt: En bizony Grotzschman lennék, és ha barhol a vilagon valakinek gond-
jai adodndnak a Mycielski-konstrukciéval, illetve a Grotzsch-grafokkal, akkor elétimnék
a semmibdl és megoldandm minden problémdjukat.

Recski Andras professzor ur a Kretén magazinnal a kezében.



A sziinet utan folytatédott az eléadas: ...mint lathattuk, a pontszinezés sokkal bo-
nyolultabb feladat, mint az élszinezés, am mégis altalaban a pont szinezésre van sziikség
a kiilonbozo alkalmazasokndl. Most ilyenekre fogunk példat nézni.

Az integralt aramkorok

A villamosmérnoki tervezés egyik hires témakore a VLSI tervezés (Very-large-scale
integrated circuits: nagy bonyolultsdgi integralt aramkorok tervezése). Ennek egyik
részfeladata az, hogy ha az alkatrészeket elhelyeztiik az alapon, akkor hogyan huzaloz-
zuk 6ket Ossze. Ez koriilbelil 100 éve még nem volt gond, mert a levegében a madzagok
mehettek gy, ahogy akartak. De hozzavetdleg 50 éve rajottek arra, hogyha egy szigetelo
lapnak (pl.: bakelit) bizonyos pontjain elérik, hogy vezesse az dramot (pl.: rézcsikokkal),
akkor a teljes aramkor sokkal kisebb helyen is elfér, és a rézcsik két végpontjanal 1évo al-
katrészek automatikusan ossze lesznek kotve. Tehat csak az alkatrészeket kell legyartani
hozzda, és mar kész is van. Ez nagy talalmanynak szamitott, de volt egy hibaja: kevés
halézatot lehetett megvaldsitani, ugyanis, ha valahol két rézcsik metszi egymast, ak-
kor ott rovidzarlat keletkezik, vagyis csak sikba rajzolhaté grafok johettek szoba, ami a
grafok halmazanak csak egy igen kicsi részhalmaza. De szerencsére mar az 50-es évek
végén megjott a mento otlet: a lap mindkét oldalara huzzunk rézesikot. fgy Mar egymas
folott is mehetnek a csikok az egyik oldalon vizszintesen, a masikon fiiggélegesen, és nincs
rovidzarlat. Tehat a két rétegen, meg lehet csinalni szinte barmilyen aramkért. Mi most
az egyszeri pontsor huzalozasaval foglalkozunk gy, hogy az azonos szamu pontokat kell
egymassal osszekapcsolni.

Ez a régi, egyoldali huzalozéssal nem menne, mert az 1-eseket és a 6-osokat ugyan még
ossze lehetne kotni, de akkor mar a 4-essel vagy az 5-6ssel nem boldogulnéank. Viszont
nekiink két réteglink van, és igy méar meg lehet oldani a teljes huzalozast, lasd az abrat,
ahol a folytonos fiiggbleges és a szaggatott vizszintes vonalak a lap két rétegén haladd
vezetékeket jelolik — a derékszogl ,,kanyarokat” atmend furatokkal oldjak meg.

6 szélességli huzalozas

Persze ekkor minden egyszerti pontsor huzalozasdt meg lehet oldani. Elsére 6 sort
hasznaltunk fel, de ugyanezt meg lehet csinalni 3 sorban is:



3 szélességli huzalozas

Ekkor felmeriil a kérdés, hogy vajon lehetne-e kevesebbel. A vélasz nem, ugyanis a
pontozott vonal bal oldalan is és jobb odalan is ott van az 1, a 2 és a 3, igy ezeknek min-
denképpen at kell menniiik rajta, tehat 3 sorndl kisebb szélességben nem lehet megoldani
a problémét. Altaldnosabban, ha behtzzuk az osszes ilyen vonalat, aztdn megnézzik,
hogy hany part vag ketté, és ezeknek vessziik a maximumat, akkor az a sorok szamara
vonatkozo alsé becslésnek megfelel. Persze ez csak akkor van igy, ha a vezeték a le-
mez egyik oldalan csak vizszintesen, a masik oldalan csak fiiggélegesen mehet. Hogyha
csak egy oldalon kanyaroghat, akkor egész més lenne a matematikai probléma. Most
definidlunk egy 1j fogalmat, az intervallum-grdfot. Tulajdonképpen a pontsort lehet
intervallumok halmazanak is tekinteni, igy a graf csicsai az intervallumok lesznek, és
akkor huzunk be élt, ha a két intervallum metszi egymast, tehat nem diszjunktak.

Intervallum-graf

Maris egy korabbi problémaval keriiliink szembe. Ha két intervallum diszjunkt, azaz a
nekik megfelel6 pontok nincsenek a grafban éllel 6sszekotve, akkor a pontok kaphatjak
ugyanazt a szint, vagyis a intervallumok elhelyezhetoek ugyanazon egyenesen, egymaés
utan.

Az intervallum-graf szinezve.

Ebbdl latszik, hogy a szélesség meghatarozasat masképpen gy tudjuk megfogalmaz-
ni, hogy hany szin kell az adott pontsor intervallum-grafjanak kiszinezéséhez, tehat,
hogy mennyi az adott graf kromatikus-szama. Korabban mar lattuk, hogy ez altaldban
nem konnyt feladat, viszont az intervallum-grafok esetében nem nehéz. Gallar Tibor bi-
zonyitotta be, hogy minden intervallum-graf perfekt, azaz a grafban és minden feszitett
részgrafjdban a kromatikus szdm megegyezik a klikkszammal. (A G grafnak egy H



részgrafjat akkor nevezziik feszitett részgrafnak, ha minden olyan G-beli él, ami H két
pontja kozott halad, H-ban is elmarad.) Ezenkiviil Gallai Tibor egy egyszeri algorit-
must is adott arra, hogy hogyan lehet megtalalni ezt a szamot, vagyis hogyan lehet az
intervallum grafokat gyorsan kiszinezni. Vegyiik példanak a méar meglévé szamsorunkat
(123243516456). Az algoritmushoz igazabdl nem kell mas, mint jézan ész.
Helyezziik el az els6 sorba a bal szé1s6t (jelen esetben az 1-est), és amikor véget ért az
intervallum, akkor az elsé olyat, ami t6le jobbra kezdédik (jelen esetben a 6-ost). Ezt
lehetne folytatni még egy ideig, de a mi példankban tébb mar nem fér el. Ezutan eh-
hez hasonléan kovetkezik a masodik, majd a harmadik sor, és igy tovabb, amig csak
sziikséges. FEz az egyszerii algoritmus a lehetd legkevesebb sort adja meg. Ezutédn be
lehet huzni a szaggatott vonalakat, és biztosan lesz egy, ami az Osszes sorban elmetsz
egy vizszintes Osszekottetést. Ha nem lenne, akkor valahol foloslegesen mentiink lejjebb
egy sorral. Tehat ha valakinek k& szinnel sikeriilt kiszineznie a graf csicsait, és van olyan
szaggatott vonal, ami minden sorban egyet metsz, akkor van egy k csicsu klikk, tehat
X < w. Forditva meg minden grafra igaz, hogy x > w. Ezzel belattuk, hogy x = w. Ezt
hasonléan be lehet latni minden feszitett részgrafra, igy bizonyitottuk a Gallai-tételt.

A szallodai recepcios

Az 6 dolga, hogy regisztralja, ki mikorra akar szobat foglalni. Ezt egy tablazatban
vezeti. Ennek a tabldzatnak annyi sora van, ahany szobdja a szallodanak, és minden
napnak megfelel egy oszlop. Szobafoglalas esetén a vendég megmondja, mettol meddig
szeretne szobdat. Az elsé vendégnél a recepcids az els6 sorban kipipdlja az Osszes na-
pot, ami a vendég altal kért intervallumba esik. Aztan telefonal a kovetkezé vendég,
a recepciés megint minden naphoz tartozé iires oszlopban keres egy szabad helyet, és
odatesz egy pipat. A rendelést akkor fogadja el, ha az aktudlis idopontoknak megfelel$
oszlopok mindegyikében taldl még legalabb egy szabad négyzetet, mert az azt jelenti,
hogy van még szabad hely. Persze igy el6fordulhat, hogy az idéintervallum elsé napjan
a masodik sorba tesz pipat, a masodikon a hetedikbe, a harmadikon a nyolcadikba stb.
Ekkor a vendégnek minden nap koltoznie kéne? A valasz nem, és ez kovetkezik a Gallai-
tételbdl, hiszen itt is intervallumokat kell elrendezni a leheto legkisebb szélességben. Ha
a recepcids csak arra figyel, hogy egy fiiggbleges oszlopban legfeljebb a szobak szamaval
azonos mennyiségii pipat helyezzen el, azaz arra, hogy az intervallum grafunk klikk-
szama ne legyen nagyobb a szobak szamanal, akkor a graf klikk-szdma automatikusan
kisebbegyenl6 lesz, mint a kromatikus szama, igy az intervallumokat el lehet helyezni
a megfelel6 szélességben. Persze ez igy egyszertinek tlinhet, mert mar tobb évszazada
igy dolgoznak a fogaddsok, de ha csak annyival egészitjiik ki a problémat, hogy néhany
vendég meghatdrozott tulajdonsagu (példdul a tengerparta nézd) szobét szeretne, akkor
a probléma szinte teljesen megoldhatatlannd valik sok vendég esetén.
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A krimi

A Gallai-tétellel kapcsolatban felmeriil a kérdés: Minden graf intervallum-graf? A
valasz nem, ugyanis van ellenpélda, példaul négy hosszu kor. Az 1-esnek kell hogy legyen
kozos szakasza a 2-essel és a 4-essel is, igy ezeknek egy lehetséges elhelyezése:

Nem minden graf intervallum-graf.

Ha a 3-as a 2-es végétol balra kezdddik, a 4-es végétdl jobbra végzodik, akkor az 1-
essel mindenképpen van kozos pontja, tehat nem lehet megesindlni. fgy altalanossagban
elmondhatjuk, hogy az intervallum-grafokban nincsenek atlé nélkiili legalabb 4 hosszi
korok. Ezt Hajos Gyorgy mondta ki elOszor.

Claude Berge: Qui a tué le duc de Densmore? (angolul: Who killed the Duke of Dens-
more?) cimil kdnyvében a perfekt grafok elméletének segitségével deriti fel a gyilkost a
detektiv. Ennek egy egyszerisitett valtozatat egyik tanitvanya (Martin Ch. Golum-
bic: The Berge Mistery Story) irta le. Az egyszerisitett valtozatban egy konyvtarbdl
6 professzor koziil valaki ellopott egy kéziratot. Tudjuk, hogy mindenki csak egyszer
volt bent, és mindenki mindenkit 1at a bent 1évok koziil. A nyomozéd végigkérdezte a
professzorokat, hogy ki kit latott, majd csinalt egy ki ldtott kit iranyitott grafot.

A ki ldtott kit iranyitott graf.

Ebbdl kideriilt, hogy ez nem lehet intervallum graf, mert van benne 4 hosszisagu kor
atlé nélkiil (példaul A, B, I, D), tehat legaldbb egy valaki hazudott. Kénnyti beldtni,
hogy egyetlen él van, aminek az elhagyasaval mar intervallum-grafot kapunk, ez pedig a
(D, A) él. Tehat, ha tudjuk, hogy csak az hazudott, aki a kéziratot ellopta, akkor biztos,
hogy D volt a biinos.
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