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A problémék, amikkel foglalkozni fogunk

Rejtély, hogy mitél olyan hatékony eszkoze a vildg megértésének a matematika
a fizikusok kezében - igy Gsszegezhetd egy Nobel dijas magyar fizikus, Wigner
Jend egyik irdsa. E rejtély egyik nyitja minden bizonnyal az, hogy a matemati-
ka segitségével nagyon kiilonbo6z6 jelenségek mogott fedezhetjiik fel ugyanazt a
struktarat. Lassunk néhany példat, amikor a matematikai struktira azonossaga
azonnal nyilvanvalo, és olyat is, ahol ez rejtettebb!

Els6 példapar:

1A. ,A levest nem lehet tokéletesen megkeverni” Egy (lapos) fakanallal nem
lehet a levest tigy megkeverni, hogy egyetlen molekula se maradjon helyben.

1B. Az asztalon el6ttiink fekszik egy papirlap. Ezt felvessziik, Gsszegytrjiik,
majd ugyanazon helyre visszahelyezziik. Ekkor biztosan lesz olyan pontja a
papirlapnak, mely ugyanoda keriil vissza.

Maésodik példapar:

2A. A siindisznét nem lehet megfésiilni.” Vagyis nem lehet az Gsszegémbo-
ly6dott stindiszno tiiskéit a gomb érintésikjaba tgy belefésiilni, hogy sehol se
keletkezzen ,forgoja.”

2B. A Fo6ldon minden pillanatban van olyan pont, ahol nem fij a szél.

Harmadik példapér:

3A. Mindig létezik a Foldon két atellenes pont, ahol a hémérséklet értékei is
megegyeznek egymassal és a tengerszint feletti magassag értékei is (vagy barmely
két fizikai allapotjellemzd értékei).

3B. Egy harom komponensbdl (kenyér, his, sajt) 4ll6 szendvics egyetlen vagassal
elfelezhets. Vagyis, ha adott a térben harom (véges kiterjedést) test, akkor
létezik olyan sik, mely mindharmat két egyenl térfogati részre osztja.

A legmeglep&bb azonban az, hogy az itt felsorolt problémak mindegyike egyazon
matematikai fogalomnak, az tn. ,forgasnak” a segitségével oldhaté6 meg. Ez
mutatja igazan, hogy a matematikai absztrakcié milyen hatékony eszkoz abban,
hogy a problémak lényegét meglassuk.

A hasznalt jelolések

A kovetkezd jeloléseket fogjuk hasznélni:

R?: a kétdimenzios sik

D? = {z € R?: |z| < 1}, azaz a kétdimenzios zart korlemez
S ={z € R? : |z| = 1}, azaz a korvonal

R3: a haromdimenzios sik

D3 ={z € R : |z| < 1}, azaz a haromdimenzits tomér gémb

52 ={z € R®: |z| = 1}, azaz a gdmbfeliilet



A problémak preciz megfogalmazasa, a kdzos matematikai struktirdk megkeresése

Els6 példapar:

1B. A papirlap topologiailag megfeleltethets egy kirlapnak. Mivel a papir 6ssze-
gytiirése nyilvanvaléan folytonos transzformacio, az allitast a kovetkezdképp fo-
galmazhatjuk meg;:

1. tétel (Brouwer fixpont-tétele): Minden f : D?> — D? folytonos fiigguénynek
van fizpontja, vagyis van olyan x € D?, melyre f(x) = x.

Az 1A. allitds Brouwer fixpont-tételének haromdimenzos formajaval ekvivalens:
Minden f : D? — D? folytonos figgvénynek van fixpontja.

(Amennyiben egy nagyon szegény ember levesérdl van szo, akinek éppen egyetlen
molekula vastagsagu levese van csak, a kétdimenzios tétel alkalmazhato.)

Maésodik példapar:

2A. Képzeljik el a silinit tgy, mint egy géombot, a tiiskéit pedig a gémbfeliilet
pontjaibol kiindul6 egységvektoroknak, amelyekrél megkdveteljiik, hogy benne
legyenek a gombfeliilet kezdGpontjukbeli érintésikjaban, és folytonosan fliggje-
nek a kezddpontjuktol! (A folytonossag azért kritérium, mert egy féstivel nyilvan
csak folytonos valtozast tudunk elsidézni.) Azt allitjuk, hogy ez az elrendezés
lehetetlen. Mésképpen megfogalmazva:

2. tétel (Siindiszno-tétel): Az S? gombfeliileten nem létezik olyan folytonos
v(x) érintd vektormezd, amelyik sehol se lenne 0.

2B. A gémbnek tekintett F6ld minden pontjaban vegyiik fel a széliranyt és -erdt
jelz6 vektort! Ekkor lathatod, hogy a 2B. allitas a stindiszno-tétellel ekvivalens.

Harmadik példapér:

Ennél a példaparnal joval nehezebb a kozds matematikai hatteret felfedezni.
A kozos hattér az tgynevezett Borsuk-Ulam-tétel:

3. tétel (Borsuk-Ulam-tétel): Minden f : S? — R? folytonos fiigguényre van
olyan x € S?, melyre f(z) = f(—x)

A 3A. éllitas konnyedén megfeleltethetd ennek a tételnek: Legyen z a Féld
felszinének egy tetszleges pontja, és legyen f(z) = (T'(z), h(x)), ahol T'(x) az
x pontbeli h6mérséklet és h(x) a tenger feletti magassig ugyanitt. A Borsuk-
Ulam-tételbsl kozvetleniil kovetkezik az allités.

A 3B. allitas és a Borsuk-Ulam-tétel kozotti kapcsolatot kicsit nehezebben lehet
megragadni. Legyen S(x) az a sik, amelyik mercleges x-re és felezi a ,sajtot”.
Legyen K(z) a ,kenyeret” felezs sik, és legyen H(x) a ,hist” felezd sik!

Legyen d(K(z),H(z)) a K(x) és H(z) sikok elgjeles tavolsaga! (A tévolsag

akkor pozitiv, ha a H(z) sik a K (z) siktol az x vektor iranyaba esik.) Hasonloan,
legyen d(K(z),S(z)) a K(x) és S(z) sikok el&jeles tavolsagal

Legyen f(z) = <d(K($),H($)) , d(K(sc),S(ac)))!

Az elGjeles tavolsag definicidja miatt nyilvan f(—x) = — f(x).



A Borsuk-Ulam-tétel miatt van olyan xo € S?, amelyre f(z¢) = f(—x0)
Az €l6z6 két sor alapjan 2 - f(zg) = f(—x0) + —f(—z¢) = (0;0), emiatt
f(xo) = (0;0)

, azaz a harom sik (S(z), K(x) és H(x)) egybeesik, igy van olyan sik, amelyik
mindharom testet felezi.

(Brouwer fixpont-tételét és a siindiszno-tételt a késébbiekben bizonyitani fogjuk,
a Borsuk-Ulam-tétel bizonyitasa megtalalhaté az ,,Uj matematikai mozaik” cimd
kiadvanyban.)

Egy segédeszkoz: vektormezs forgasa

Rhene Thom Fields-medalos matematikus egyszer azt mondta: ,Mindig tala-
lunk stupid alakokat a tételek bizonyitasara’. Azt akarta ezzel kifejezni, hogy
a matematikdban szamos esetben a jo fogalmak megtalalasa a lényeges lépés,
ezutédn a bizonyitas mar nem igényel akkora erdfeszitést. Ilyen ,,jo fogalom”
példaul a kovetkezdkben definidlando forgés.

Tekintsiink egy S! kérvonalat, és egy rajta értelmezett folytonos v(x) vektor-
mezGt!

Legyen a v(x) vektor vizszintessel bezart szoge p(v(z))!

Induljunk ki az S! kérvonal egyik pontjabél, és induljunk el kérbe a vonalon!
Mivel v(z) folytonosan valtozik, ¢(v(z)) is folytonosan valtozik, amig vissza
nem ériink a kezdSpontba. Mivel azonban ¢(v(z)) csak modulo 27 van megha-
tarozva, lehet, hogy a kezdeti és a végs6 p(v(x)) értékek nem egyenldk, hanem
2km-vel eltérnek, ahol k egy egész szam. Ezt a k értéket nevezziik a vektormezs
forgasanak.
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A definiciét tgy is elmondhatjuk, hogy vagjuk el az S' korvonalat az egyik
pontjanal, és teritsiik ki egy koordinata-rendszer x tengelyére! Amennyiben egy
egységnyi sugaru korbdl indultunk ki, a szakasz hossza a kor keriiletével, vagyis
27-vel lesz egyel6. Mérjiik az y tengelyen ¢(v(x)) értékét! Mivel p(v(0)) és
p(v(27)) értéke modulo 27 megegyezik, kiilonbségiik 2km alakd, ahol k egész.
Ezt a k értéket nevezziik a vektormezé forgasédnak.



1. lemma

A D? kérlemezen értelmezett sehol sem nulla vektormezd dltal a kérvonalon
meghatdrozott vektormezd forgdsa 0.

Legyen k a korvonalon értelmezett vektormezs forgasa! Ha egy kicsit kisebb
sugara kort vizsgalunk, akkor a folytonossag miatt az ezen a kordn értelmezett
vektormez§ vektorai alig térnek el az eredeti kor vektoraitol, igy ¢-grafikonjuk
is az eredeti vektormezs p-grafikonjanak igen kicsiny koérnyezetébe esik. Emiatt
kezdd- és végpontjuk is kozel esik az eredeti végpontokhoz, igy a kisebb kéron
értelmezett vektormezd forgasa is k. A gondolatmenet megismétlésébdl kovet-
kezik, hogy barmilyen kicsi sugara korén értelmezett vektormezd forgésa is k
lesz. A kozéppont elegendGen kicsiny kornyezetében azonban v(x) mér szinte
teljesen konstans, igy ott a vektormez§ forgasa 0. A fentiekbdl kovetkezik, hogy
k = 0, azaz a korvonal forgasa 0.

2. lemma

Ha az S'-en értelmezett vy és v1 vektormezdk olyanok, hogy minden x € S'-re
avo(z) és vi(x) vektorok dltal bezdrt szdg kisebb, mint T, akkor vy és vy forgdsa
megegyezik.
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A ¢(v1(z)) grafikon lehetetlen, mert: ¢(v1(0)) # ¢(v1(27)) (mod 27), de mu-
tatja, hogy vy forgasa nem lehet mas, mint vy forgasa

Rajzoljuk fel vo(z) p-grafikonjat! A feltétel miatt vi(z) p-grafikonja ennek 7
sugaru kornyezetébe esik. Legyen a vy mez6 forgésa kg, v forgasa k! Ekkor
Ap(vg) = @(vg(2m)) — p(v9(0)) = 2kem. Mivel a p(vi(x)) grafikon a p(ve(x))

grafikon 5 sugart kornyezetébe esik, kovetkezik, hogy

Ap(vg) —m < Ap(vr) < Ap(v) + 7

azaz:
2kom — m < 2k < 2kom + 7

Mivel kg és ki egészek, kovetkezik, hogy ko = ky.



Brouwer fixpont-tételének bizonyitésa

Az el6z6 pontban bizonyitottak alapjan a fixpont-tétel bizonyitasa mar egyszert.

Tegyiik fel, hogy sikeriilt egy olyan f : D? — D? folytonos fliggvényt talalni,
amelyiknek egyetlen fixpontja sincs! Tekintsiik a v(x) = f(z) — 2 vektormezst!
Mivel f(z)-nek nincs fixpontja, v(z) semmilyen z € D?-re sem nulla.

Az 1. lemma szerint a D? keriiletén értelmezett v(z) vektormezs forgasa 0.

Tekintsiik az u(z) = —z vektomezst S'-en! (u(z) az x pontbél a kézéppontba
mutat6 vektor.) u forgasa nyilvanval6an +1, attdl fiiggSen, hogy milyen koriil-
jaréasi irdny szerint haladunk. Mivel u(z) minden & € S'-re Z-nél kisebb szoget
zar be v(x)-szel, a 2. lemma alapjan kovetkezik, hogy u forgasa 0. Ez ellent-
mondés, igy a kezdeti feltevésiink hamis, vagyis nem talalhatunk fixpontmentes

f(z) figgvényt. A tétel tehat igaz.

A siindiszno-tétel bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy sikeriilt megfésiilni a siindisznét, azaz sikeriilt talalni az S
gombfeliileten egy olyan folytonos v(x) érinté vektormez6t, amelyik sehol sem
nulla!

Jeloljiik ki az S? gombfeliilet egyik egyenlitSjét, és a hozza tartozo északi és déli
sarkokat! Definidljunk az egyenlit§ sikjanak és a gémbnek a metszetében fekvd
D? kérlemezen egy P(y) vektormezst az aldbbi moédon: legyen x a déli félteke
egyik pontja! (Beleértve az egyenlitst is.) Kossiik Ossze z-et az északi sarkkal!
Ahol az 0sszek6t6 egyenes metszi az egyenlits sikjat, jeloljik y-nal! Toljuk el az
Osszekotd egyenest a v(x) vektorrall Az y-bol az eltolt egyenes és az egyenlits
sikjanak metszeteként keletkezett pontba mutato vektor legyen P(y)! Mivel
v(x) sehol sem nulla, kévetkezik, hogy P(y) sem nulla sehol sem.

Definialjuk a Q(y) vektormezst ugyanilyen modon, csakhogy az északi félteke
pontjait kotogessiik Ossze a déli polussal!

Az egyenlit6 pontjaiban y = x.

A kapott P(y) és Q(y) vektormezsket vizsgalva az 1. lemma kovetkeztében igaz,
hogy P(y) és Q(y) forgasa az egyenlité mentén 0.

Egy kis térgeometriaval konnyedén belathato, hogy az egyenlits pontjaiban P(y)
és Q(y) szoglelezGje éppen az egyenlitdkor érintGje. Ennek forgasa koriiljarasi
iranytol fliggben nyilvan +1. Mivel azonban P(y) és Q(y) szoge legfeljebb m,



us

kovetkezik, hogy P(y) és az érinté szoge legfeljebb 7, igy a 2. lemma alapjan
az érint6 forgésa 0. Ez ellentmondés, igy a kezdeti feltevésiink hamis, tehat a
siindiszno-tétel igaz.

Hogyan segitsiink a siindisznonkon?

A kérdés a tovabbiakban az, hogyan tudnank segiteni szépitkezni kivanoé stindisz-
nonkon. A problémara kétféle megodlas is létezik, az egyik nagyon drasztikus,
a maésik kevésbé.

A drasztikus megoldasok kedvelSi szaméara jarhato ut az, hogy a siindisznot
valami hegyes targgyal keresztiildofjiik. Ennek hatasara siindisznonk topoldgi-
ailag torussza (Gszogumi alaku test) alakul, amelyet mar konnyedén meg lehet
fésiilni. Vigyazni kell azonban, nehogy tulsagosan magaval ragadjon minket a
segiteni akaras vagya, és tObbszor is keresztiildofjiik a szerencsétlen siindisz-
no6t! Ekkor ugyanis soha tobbé az életben nem lesz képes megfésiilkddni, ezt a
Poincaré-Hopf-tétel egyik speciélis esete garantalja:

Adott egy feliilet, és rajta egqy véges sok helyen nulla érintd vektormezd. Minden
nullahely kicsiny koérnyezetében felvehetink egy kort, amelyen értelmezhetd a
forgds. A forgdsok dsszege megegyezik a felilet Euler-karakterisztikdjdval.

Mi is az az Euler-karakterisztika? Bizonyithato, hogy amennyiben a feliiletet
felbontjuk haromszogekre, és kiszamoljuk a ¢ — e + £ értéket, ahol ¢ a csi-
csok szama, e az élek szama és ¢ a haromszogek szama, akkor a felbontéstol
fliggetleniil ugyanazt az értéket kapjuk. Ezt az értéket nevezziik a feliilet Euler-
karakterisztikajanak.

Bizonyithato az is, hogy egy p-személyes tszogumi-feliilet (azaz egy p-szer at-
szirt siin) Euler-karakterisztikaja 2 — 2p.

Vagyis ha egy p-szer atszurt siindisznot megprobalunk megfésiilni, akkor a for-
goinal kiszamolt forgasok Osszege 2 — 2p lesz. Ha tehat sikeriilt forgdémentesen
megfésiilni, akkor, mivel a 0 tagi Gsszeg értéke 0, kévetkezik, hogy p = 1. Fen-
tiek szerint csak az egyszeresen atszurt slindiszné fésiilheté meg.

A kevésbé drasztikus olvasok megkonnyebbiilten vehetik tudomésul, hogy siini-
ke megfésiilésére van egy fajdalommentes megoldas is, amelynek soran kedvenc
héaziallatunk vilagszemlélete is tagulhat: elég megnévelni a dimenziojat. Itt is
vigyazni kell azonban: ha péaratlan sokszor noéveljiik meg, azaz egy olyan S™
felilletd stindisznot probalunk megfésiilni, ahol n paratlan, sikerrel jarunk, ha
viszont paros sokszor noveljiik meg, és igy n paros lesz, segit§ szandékunk ku-
darcba fog fulladni. (Természetesen az is megoldas, ha a siindiszné dimenzojat
1-gyel csokkentjiik, azaz S'-nek tekintjiik. Igy mar konnyedén megfésiilhetjiik,
am a dimenzi6 elvesztése miatt valoszintleg zigolodni fog.)
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