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1. Egy feladat

Kezdjiik egy példaval!
1. feladat Adottak a kq, ko korok, k, a ko belsejében.

1.a) abra

a) Ha az A kor érinti k-t és ko-t is, elébbit a 77}, utobbit a T3 pont-
ban, akkor TlATQA egyenesnek a ki, ko korokkel valo T, T metszéspontjaihoz
talalhato olyan B kor, amely éppen TP-ben érinti ki-t és TP-ben ko-t.

b) Ha C tetsz6leges olyan kor, amely érinti ki-et és ko-t is, akkor az A, B,
C korok dap,dpe, doa kozos kiilsé érintGire

dhp =dpo+dia. (1)

1.b) abra

A feladat a) részét az el6adéson nem targyaljuk, gondolkodnivalonak marad
a hallgatésagnak, akar Koémal feladatnak is ki lehetne t{izni.



Megjegyezziik, hogy a feladat kikdtésein lehet lazitani, de vigyazni kell. A
cimlapon lathato abran a ki, ko korck nincsenek egymaés belsejében, a (1) for-
mula mégis teljesiil, de két kdrparnél a belsd érint6t kell venni a kiilsé helyett,
hogy igaz maradjon.

Ha megértjiik a Minkowski tér fogalméat, akkor megértjiik a lehetséges val-
tozatokat és latni fogjuk, hogy az 1. feladat lényegében a Pitagorasz tételt
fogalmazza meg, egy korokbsl allo Minkowski(2+1) térben fekvs derékszogd
haromszogre. Mi az a Minkowski tér? Hogyan lesznek a kérokbél egy tér pont-
jai? A kovetkez6 két fejezetben ezekre valaszolunk.

2. A specialis relativitaselmélet alapgondolata

Galilei szerint, ha egy egyenletesen haladd, a nem hullaimz6 vizen tszé hajon
utazunk, de nem a szeles fedélzeten, hanem a hajoé egy zart kabinjaban, akkor
a fizikai jelenségeket ugyanolyannak fogjuk latni, mintha 4ll6 hajoban lennénk.
Ropkddhetnek szinyogok, 6nthetiink magasboél vizet poharba, kisérletezhetiink
tavolugrassal, nem lesz kiilonbség. A fizikai torvények az egymashoz képest
egyenletes sebességgel mozgo rendszerekben egyformék. Ez Galilei relativitasi
elve.

Maxwell a XIX szdzad masodik felében felallitotta az elektomos és a mag-
neses tér viselkedését leiré torvényeket, a Maxwell-egyenleteket. Képleteiben
szerepel egy c konstans, a fény sebessége. Einstein szerint Galilei relativitési
elve igaz marad, hogy ha a fizikai torvények kozé vessziik a Galilei kora-
ban még nem ismert — Maxwell egyenleteket is. Ez Einstein relativitasi elve.
Az FEinstein-féle relativitasi elv szerint a fény sebességének minden egyenlete-
sen mozgd redlis rendszerben ugyanannyinak kell lennie, fiiggetleniil a mozgd
rendszer sebességétSl. Ahhoz, hogy ez lehetségessé valjon, Einsteinnek at kel-
lett gondolnia a mozgast leiré legalapvetébb Gsszefiiggéseket, a pontmechanika
torvényeit is. Ezt tartalmazza a specidlis relativitaselmélet.

Adott inerciarendszerhez rogzithetiink koordinatarendszert. A mechanikai
ponthoz négy alapvetd adat rendelhets, térbeli helyzetének harom koordinatéja
és az id6. Ebben az értelemben a mechanikai pont tere négydimenzids. A
rendszer leirdsa technikailag egyszertibbé valik, ha negyedik koordinatanak a ¢
id6 helyett annak konstansszoroséat, a hossz jellegii ¢t = x4 mennyiséget vessziik.

Térjiink vissza szokasos haromdimenzios geometriai teriinkho6z, tekintsiink
benne két pontot, P-t és Q-t! A P—Cj vektor (Azy, Axs, Axs) koordinatai fiig-
genek a konkrét koordinatarendszer valasztasatol, de — ha el6re rogzitjiik a ten-
gelyeken felvett egységet, akkor a koordinaték

(Az1)* + (Az2)” + (Aws)? (2)

négyzetosszege a konkrét koordinatarendszertdl fiiggetleniil mindig ugyanak-
kora. Nem csoda, hiszen a fenti képlet a két pont tavolsaganak négyzetét adja
meg.

A néz6pontot megfordithatjuk. Ha rogzitjiik koordinatarendszeriinket, ak-
kor tekinthetjiik benne mindazokat a transzformaciokat, amelyek a (2) forma



értékét megtartjak. Ezek a leképezések a tavolsagtartd transzformaciok, azaz
az egybevagosagok.

A mechanikai pont elmozdulasianak vizsgalatakor, az elmozdulashoz sziik-
séges id6 mértékétsl sem tekinthetiink el, a (Azy, Axq, Axs, Axy) vektort kell
vizsgalnunk. Az egyes koordinatdk fiiggenek a vélasztott inerciarendszertdl, il-
letve az ott felvett koordinatarendszertdl, de a specialis relativitaselmélet szerint

(Az1)? + (Am2)? + (Aws)? — (Awy)? (3)

kifejezés értéke invarians, azaz minden inerciarendszerben ugyanakkora. Ennek
levezetésére nem tériink ki, az érdekl6déknek ajanljuk Hrasko Péter ,Relativi-
taselmélet” cimd kdnyvét, amely a Typotex kiadd gondozasaban jelent meg.

A néz6ponon most is fordithatunk. Régzitett koordinatarendszerben tekint-
hetjiik mindazokat a transzformaciokat, amelyek a (2) forma értékét megtartjak.
Ezek a leképezések a relativisztikus tér szimmetriai, a Lorentz transzformdciok.

A négydimenzios teret, amelyben a (2) formulaval szamitjuk két pont ,ta-
volsagnégyzetét” Minkowski térnek vagy Minkowski(3 4 1) térnek nevezziik. A
»(3+1)” arra utal, hogy harom koordinatairanyban 6sszeadjuk, egyben kivonjuk
a koordinatakiilonbség négyzetét, amikor az invaridns mennyiséget szamoljuk.
Geometriai vizsgalatainkban a Minkowski(2+ 1) tér jon elg, és a Lorentz transz-
formaciok megeértéséhez el6vessziik majd a Minkowski(2 + 1) teret is.

Megjegyezziik, hogy a (2) képletbe foglalt ,tavolsagnégyzet” szokatlan tulaj-
donsagu. Pl. egymastdl kiilonb6z6 pontok tavolsagnégyzete is lehet 0, mi tobb,
a tavolsadgnégyzet negativ is lehet. Két pont tavolsagnégyzete akkor zérus, ha
a két mechanikai pont Osszekothetd fényjellel (az egyikbdl indithaté fény, ami
eljut a masikhoz), mig abban az esetben negativ a tavolsagnégyzet, ha fényse-
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bességnél lassabban haladé jel is képes atjutni egyik pontbél a masikba.



3. Korok és a tér

A korok térben vald reprezentalasanak bemutatasahoz alkalmasnak tetszik az
alabbi klasszikus feladat.

2. feladat Adott a sikon harom kor, ki, ko és k3. Mutassuk meg, hogy
paronkénti kiils6 hasonlésdgi pontjaik egy egyenesen vannak.

O12

2.a) abra

A feladat megoldasahoz lépjiink ki a térbe! Minden egyes kor kozéppontja f6lott,
az alapsikra merélegesen, attol akkora tavolsdgban, mint a kor sugara vegytink
fel egy pontot. A k; kdrhoz ilymédon rendelt pontot jeldlje k;.
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2.b) abra

Amikor az Oz pontbdl a kp kort a ki kiorbe nagyitjuk, akkor egytuttal &t-
vissziik a k2 pontot a k1 pontba. A ka, ki pontok egyenese tehat dtmegy Oja-n
és hasonloan igazolhat6, hogy Oas illeszkedik a kaoks egyenesre, O13 pedig kqkg-
ra. Az emlitett harom térbeli egyenes egy sikban van, nevezetesen a kikoks
sikban, tehat O12, O23 és O13 is benne van ebben a sikban. Ugyanakkor ez a
harom pont benne van a k; korok sikjaban, tehéit a két sik metszésvonalan, azaz
egy egyenesen helyezkednek el. Ezzel a feladatot megoldottuk!

Jatsszunk el egy kicsit az abravall Az egyik, mondjuk a ko korhoz ugy
rendeljiink térbeli pontot, hogy azt kézéppontjaban az alapsikra merélegesen ne
falfelé, hanem lefelé vegyiik fel!



3. abra

Lathatjuk, hogy a kAgkAg, 12115\2 egyenesek igy a ko, k3 illetve a ki, ko korok
kozos belsd hasonlésagi pontjat metszik ki az alapsikbdl, a kiks egyenes pedig
tovabbra is a kiils6 hasonlésagi pontban metszi azt. Ezek szerint a 2. feladatot
varidlhatjuk: ha a harom kor koziil két korparnal a kozos bels6 hasonlosagi
pontot vessziik, egynél pedig a kiils6t, akkor is egy egyenesre illeszkedik a harom
hasonléségi pont.

4. Ciklusok és igyenesek

A téma targyalasa egységesebbé valik, ha korok és egyenesek helyett iranyitott
korokrdl és irdnyitott egyenesekrdl beszéliink. Ha adott egy egyenes vagy kor,
azon kétféle iranyitast is megadhatunk. A tovdbbiakban az iranyitott koroket
ciklusoknak, az irdnyitott egyeneseket igyeneseknek nevezziik. Egy ciklus és egy
igyenes akkor érinti egymas, ha a nekik megfelel& kor és egyenes érinti egymaést és
kozos pontjukban a két alakzat irdnyitasa megegyezik. Hasonléan értelmezhet-
jiik két ciklus érintkezését. Az alabbi bal oldalon abrékon az iranyitott alakzatok
érintik egymast, a jobb oldali &brdkon azonban nem.
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4. a) abra Erintkez6 és nem érintkezd ciklusok



Két igyenesrdl akkor mondjuk, hogy érintik egymaést, ha egyeneseik parhu-
zamosak és iranyitasuk megegyezik. A bal oldali 4bran most is érintkezGk az
igyenesek, a jobb oldalin viszont nem.
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4. b) abra Erintkez6 és nem érintkezs igyenesek

A ciklusok kélesonosen egyértelmi megfeleltetésbe hozhatok a tér pontjaival.
Az 1. feladat megoldasanak megfelelGen rendeljiik térbeli pontot minden cik-
lushoz, csak arra tigyeljink, hogy a hozzarendelt pontbdl az alapsik felé nézve
a vizsgalt ciklus irdnyitésa pozitiv legyen. Az alapsik maga is része ennek a
térnek, az & pontjai a 0 sugari kordknek, elfajult ciklusoknak, tehéat az igazi
pontoknak felelnek meg. A pontoknak nincs irdnyitasa.

Az igyeneseknek nem feleltetiink meg térbeli pontot, de a ciklusok segitségé-
vel reprezentalhatjuk 6ket a térben. Ha adott egy ¢ igyenes, akkor tekinthetjiik
az i-t érint6 ciklusokot. Nem nehéz meggondolni, hogy az ezekhez a ciklusokhoz
rendelt térbeli pontok halmaza az alapsikkal 45°-o0s szoget bezard sik, mégpe-
dig az, amelyik ¢ koriili ¢ irdnyaba nézve +445°-o0s forgatéassal kaphat6 az
alapsikbdl.

Két ciklus hasonlésagi pontjanak azt a pontot nevezziik, amelybdl az egyik
ciklusnak megfelel§ kor a masik ciklusnak megfelel korbe nagyithaté (kicsinyit-
het§) gy, hogy a nagyitasnal a az egyik ciklusnak megfeleltetett térbeli pont a
masik ciklusnak megfeleltetett térbeli pontba menjen at. Igy barmely két kiilon-
b6z§ ciklusnak egyértelmii a hasonlésagi pontja, az egyenls nagysagi, azonosan
irdnyitott ciklusok esetében azonban nincs ilyen hasonlésag, helyette eltolassal,
— mintegy végtelen tavoli centrumbdl valé nagyitassal — vihetGk egymaésba a
ciklusok.

Két pont tavolsdginak fogalmat szeretnénk kiterjeszteni ciklusokra. Pont és
korh6z tudunk rendelni szamot. A pont korre vonatkozo hatvanyat haromféle-
képpen is értelmezhetjiik és megmutathatd, hogy a harom értelmezés ugyanazt
az értéket adja.
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5. abra Kiils6 pont kérre vonatkozé hatvanya



Ezt az értéket a P pont k-ra vonatkozé hatvanyanak nevezziik. Ezt most Pk2-
tel jeloljiik. Ha k pontta fajul, akkor a korre vonatkozd hatvany a két pont
tavolsagnégyzetéve valik.

A fenti abrakon P a k kor kiilsé pontja.Ha P a k-n beliil van, akkor a kozépsé
dbra nem valosithat6 meg, érinté nem htizhaté P-bdl k-hoz. A bal oldali dbranak
megfelel6 rajzon ilyenkor a PA, PB iranyitott szakaszok ellenkez§ iranyuak,
szorzatukat, a pont korre vonatkoz6 hatvanyat, ilyenkor negativnak tekintjiik.
Megmutathat6, hogy ez az elGjeles szorzat ilyenkor is egyenls az OP? — r?
kifejezés értékével, ami most szintén negativ.

Végiil megjegyezziik, hogy a pont korre vonatkozé hatvanya akkor és csakis
akkor nulla, ha a pont illeszkedik a korre.

Két ciklushoz is rendelhetiink szamot. Ezt a 6. a) abran haromféleképpen
is értelmezziik, de nem igazoljuk, hogy a definiciok egyenértékiek. A 6. a) bal
oldali abran O a két ciklus hasonlésagi pontja.
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6. a) abra Kordk Steiner hatvanya

Ezt az értéket a ki ciklus ko ciklusra vonatkozo6 Steiner-hatvinyénak nevezziik és
k1k3-tel jeloljiik. A Steiner hatvany értéke pontosan akkor nulla, ha a kétciklus
érinti egymast. Ha k; vagy ko pontta fajul, akkor a Steiner hatvany a korre
vonatkozé hatvannya valtozik.

Erdemes atgondolni a Steiner-hatvany masodik és harmadik kiszamolasi
modjat azonosan illetve forditottan irdnyitott ciklusok esetén. Derékszogi ha-
romszogek segitenek, de egyik befogojuk kiszadmitasakor a két sugarral masképp
kell szamolni, mint ahogy az a 6. b) abrén is leolvashaté.
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6. b) abra Azonosan és ellenkezGen iranyitott ciklusok Steiner hatvanya

Az
klkg = 0103 — (TQ — T1)2 (4)

képlet univerzélis a Steiner hatvany kiszamolasara, de hasznalatakor a ciklusok
irAnyitasdnak megfelel6en a sugarakkal elGjelesen kell szamolni. Elsfordulhat
mint a 6. c) abran is , hogy két ciklusnak nincs k6zos érintGje, igy a 6. b)
abrat fel sem tudjuk rajzolni. A 6. a) abra bal oldalan lathat6 értelmezést és
a (4) képletet azonban ilyenkor is hasznalhatjuk és ha a szakaszokkal elGjele-
sen szamolunk, illetve a sugarakat elGjelesen értelmezziik, akkor megmutathaté
(szamoljuk a centralison!), hogy a két definici6 egyenértékii.
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6. c¢) abra Steiner hatvany, ha nincs érint6

Osszefoglaléan kimondhatjuk: két ciklus Steiner hatvanyat kapjuk, ha ko-
zéppontjaik tavolsagnégyzetébdl kivonjuk elGjeles sugaraik kiillonbségének négy-
zetét. Ez azt jelenti, hogy a ciklusok tere a Steiner hatvannyal egy Min-
kowski(2+1) tér.



5. Hiperbolak és Lorentz transzformaciék

A Lorentz transzforméaciok egy osztalyanak, a Lorentz-tiikrozéseknek megérté-
séhez hozzasegithet az alabbi feladat megoldésa.
3. feladat Mutassuk meg, hogy
a) az
? =y’ =p (5)

egyenlet a p paraméter minden nemnulla értéke esetén hiperbola egyenlete;

b) a (5) hiperbolak aszimptotai azonosak és az aszimptotapar egyenlete a
p = 0 esethez tartozd egyenlet;

c) haegy az aszimptotak egyikével sem parhuzamos egyenest elmetsziink
a (5) egyenletd hiperboladk barmelyikével, akkor a kimetszett har felez&pontja a
hiperbolatol fiiggetleniil mindig ugyanaz a pont lesz;

d) ha egymaéssal parhuzamos egyenesek mindegyikére képezziik a c) szerint
p-t6l fiiggetlen felezGpontot, akkor az igy kapott pontok egy egyenest alkotnak,
amely atmegy a hiperbolak centruméan (az origon).
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7. abra Koncentrikus korck a Minkowki(1+1) sikon

Megoldas
a)-b) Vegyiik észre, hogy (z+v)- (z —y) = 2% —y?. Teérjiink 4t a £ = v+,
17 = ¢ — y valtozok hasznalatara, ami a koordinatarendszer elforgatasanak (és



nyujtasanak) felel meg. Egyenletiink most £&n = p, amely p # 0 esetén olyan
hiperbola egyenlete, melynek aszimptotaja a két tengely.

c)-d) A koordinatatengelyekkel parhuzamos egyenesekkel kapcsolatban a
c), d) allitasok nyilvanvaloak. Most tekintsiik a nem ilyen helyzet egyeneseket,
ezek egyenlete

y=mz+b, m#0 (6)

alakid, amib6l x = %. Az egyenes és a hiperbola metszéspontjait nem szamol-
juk ki, csak folirjuk a metszéspontok z ill., y koordinataira vonatkozé egyenle-
teket és a megfelel§ Vieta formula segitségével a gyokok Osszegének felét, tehat
a felez6pont koordinatait hatarozzuk meg.

2

2? = (mz +)? = p, (52) —v=»
(1 —m?)a? —2mbx + (b* —p) =0, (1 —m?)y? — 2by + (b> — m?p) = 0,
1145962 _ linb2_ yl;‘yZ _ 1—b 5.

Lathato, hogy a felezépont b és p értékétdl fiiggetleniil mindig illeszkedik az
r=my, m#0 (7)

egyenletli egyenesre. Az aszimptotikkal parhuzamos egyeneseket azért kellett
kizarnunk, mert az m = £1 meredekséghez tartoznak, amikor a metszépontokra
linearis egyenlet adodik, tehéat csak egy-egy metszéspont lesz. Ezzel a példat
megoldottuk.

A 3. feladat a Minkowski(1+1) sikkal hozhato kapcsolatba. Ebben a térben
ugyanis a (5) egyenlet azt fejezi ki, hogy az (z;y) pont origdtél mért Minkowski
tavolsagnégyzete konstans p. Tehat a (5) egyenletek orig6 kézépponti Min-
kowski korok egyenletei.

A feladat eredménye lehet&séget ad a Minkowski(1+1) sik legalapvetSbb
(Minkowski-)tavolsagtarto leképezéseinek megértéséhez. Rogzitsiink egy (az
aszimptotakétsl kiillonbozE) egyenesiranyt! Barmely pont egy és csakis egy ilyen
irAnyu egyenesre és egy és csakis egy p értékhez tartozo (5) egyenletd gorbére
(hiperbolara vagy aszimptotaparra) illeszkedik. Transzformaljuk ezt a pontot az
ugyanennek az egyenesnek és ugyanennek a hiperbolanak a méasik metszéspont-
jaba! Igy biztosan nem valtozik meg a pontnak az O origétil vett Minkowski
tavolsagnégyzete. Az 7. fejezetbe (Appendix) tettiik annak bizonyitasat, hogy
az itt leirt transzforméacié megtartja bdarmelyik két pont Minkowski tavolsagnégy-
zetét.

Az el6bb értelmezett leképezés sokban hasonlit a tengelyes tiikrézéshez. Va-
l6ban, a 3. feladat d) pontjanak utols6 &llitas szerint lesz egy olyan (origon
atmend) egyenes, amelynek pontjai fixpontok. Erre az egyenesre azonban nem
mer6legesen tiikroziink, hanem a kordbban valasztott egyenes irdnyaban. Ne-
vezziik leképezésiinket Lorentz-tiikrézésnek!

A Lorentz-tiikrozések lehetGséget adnak az alabbi hasznos tétel igazolasara.
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Tétel

Ha a P, Q pontok Minkowsi tavolsdgnégyzete megegyezik a P’, Q' pon-
tok Minkowski tavolsagnégyzetével, és ez az érték nem zérus, akkor van olyan
Lorentz transzformacié, amely P-t P’-be, Q-t pedig Q'-be viszi.

Bizonyitas

Alkalmazzunk egy eltolast, amely P-t P’-be viszi és jelolje Q képét az el-
tolasnal Q*. Az eltolas nyilvanvaléan Lorentz transzformécio. Tegyiik koordi-
natarendszeriink origojat P’-be és képzeljiik el a 3. feladatban leirt szituéciot!
A Minkowski tavolsagnégyzetek egyenlGsége miatt Q* és Q' ugyanazon a hiper-
bolan vannak. Tekintsiik azt a Lorentz-tiikrozést, amelyet a Q*Q’ egyenessel
parhuzamos egyenesek hataroznak meg! Ez a transzformaciéo Q*-ot Q’-be ké-
pezi mig P’-t fixen hagyja, tehét az eltolas és a tiikrézés kompozicidja elvégzi a
kivant feladatot.

A Minkowski(2 + 1) térben is megtalalhatjuk a Lorentz-tiikrozéseket. A (5)

2 +y? — 2% =p, (8)

amelyek euklideszi szemmel forgéshiperboloidoknak, ill. a p = 0 esetben kup-
nak  latszanak”. Nem nehéz igazolni, hogy rogzitett egyenes esetén nem fligg
p-t6l annak a htrnak a felezépontja, amelyet az egyenesbdl a (8) egyenletti Min-
kowski gomb kimetsz. Az is igaz, hogy parhuzamos egyenesekre az igy kapott
felez6pontok mindig egy origon atmend sikot alkotnak, csak a p = 0 értékhez
(0 sugart gbmb) tartozé euklideszi kap alkoto6it kell kizarni, az ezekkel parhu-
zamos egyenesek ugyanis egy-egy pontban metszik csak a hiperboloidokat. A
Lorentz-tiikrozések fixpontjai most sikot alkotnak (sikra tiikroziink). A fenti
tétel is érvényben marad a térben.

3’ feladat Helyettesitsiik a 3. feladatban a (5) egyenletet a
o +y?=p (9)

egyenlettel és cseréljiik a ,hiperbola” szét mindeniitt koér’-re! Igazoljuk, hogy a
feladat allitasai igy is érvényesek! Mi lesz a fejezetben értelmezett transzformé-
ci6, ha az igy modositott példa alapjan értelmezziik?

6. A Pitagorasz tétel Lorentz transzforméacioja

Pitagorasz tételét Thalész tételének segitségével igy mondhatjuk ki:

Tétel
Ha a k korben az A, B pontok egy atmérs végpontjai, akkor a k kor tetszd-
leges C' pontjara
AC? + BC? = AB?. (10)

Szeretnénk a tétel érvényességi korét kiterjeszteni. Ehhez meg kell érteniink
a feltételt. A 8. a) és b) abran a derékszogii haromszog, azaz a Thalész konfi-
guraci6 lathato.
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8. a) abra Thalész konfiguracio 8. b) abra Thalész konf. ciklusokkal

Az A, B, C pontok helyébe gondoljunk ciklusokat! Ezek az eredeti konfigu-
raciéban pontkorok. Mint ciklusok érintik a k koron megadhaté mindkét ciklust,
ki-et és ko-t is. Ha Lorentz transzforméciét hajtunk végre a ciklusok terén, ak-
kor kq és ko kiilonboz6 korhoz tartozé ciklusokka valhatnak, mikézben A, B és
C' is val6sagos, nem nulla sugaru ciklussa transzformélodhat. A pontpérok ta-
volsagnégyzete nem més, mint a megfelel pontkordk Steiner hatvanya, ezeket a
Lorentz transzformacié meg6rzi. Tehat a k korbol és a k korre illeszkeds A, B,
C pontokbol Lorentz transzformacioval a ki, k5 ciklusokat és az azokat érintd
ka, kp, k¢ ciklusokat kapjuk. A k ellenkez$ iranyitasa ciklusainak egymésra
vonatkozo Steiner hatvanya negativ, igy a ki, kb ciklusoknal is ugyanez lesz a
helyzet.

9. abra Thalész konfiguracié Lorentz transzformécioja

Az AB szakasz a k kor dtmérdje volt. EbbGl milyen geometriai kapcsolat ko-
vetkezik a Lorentz transzforméacié utan kapott ka, kp, ki, k4 ciklusokra? A
8. b) abran berajzoltuk a ki, ko ciklusok A, B pontokban allitott u’f‘7 uf’, u‘;,
ub érints igyeneseit. Az AB szakasz pontosan akkor atmérd, ha az uf' igyenes
parhuzamos uf-vel, és uP is ug-val.

Az uf! igyenest érinté ciklusokhoz rendelt pontok egy olyan sikot alkotnak,
amely az alapsikkal 45°-0s sz6get zar be. Megmutathato, hogy ilyen sik képe a
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Lorentz transzformacional ugyanilyen tulajdonsagu sik'. Tehét az uf! igyenest
érint6 ciklusok képei valamely v{ igyenest fognak érinteni. Ebben az értelemben
az ub, ué“, u¥ igyenesek képei a v¥, vé“, vP igyenesek. Két igyenes pontosan
akkor pahuzamos, ha nincsen olyan ciklus, amely mind a kettSt érinti. Emiatt
parhuzamos igyenesek képei is parhuzamosak lesznek. Tehat most v{' parhuza-
mos vP-vel és vi' vP-vel.

A kg, k| érintkezs ciklusok hasonlosagi kozéppontja a T7* érintési pontjuk.
A T{! kdzépponti ka-t kj-be képezs nagyitasnél a ka-t érint6 igyenes a kf-at
érintS igyenesbe képzddik és dnmagaval parhuzamos lesz. Mivel minden cik-
lusnak barmely igyenessel parhuzamosan pontosan egy érinté igyenese van, igy

sziikségképpen a fenti nagyitasnal v4 képe v és igy a vd', v{t, vP igyenesek

érintési pontjai kollinedrisak. Hasonléan igazolhat6, hogy az vit, vP, v igye-
nesek érintési pontjai is kollinearisak, azaz a négy kor négy érintési pontja egy

egyenesen vamn.

A k korbe irt ABC' deréksziigti haromszog (ACBZ = 90°) Lorentz transz-
formaltja tehat a

o (P1) ki, kb ciklusokbol
e (P2) és az azokat érint6 ka, kg, ko ciklusokbol &ll,

e (P3) ahol k4-nak és kp-nek a ki, k% ciklusokkal val6 Gsszesen négy érintési
pontja egy egyenesen van,

o (P4) és a ki, k) ciklusoknak nincs kozos érinté igyenese.

Megforditva, a (P1)-(P4) tulajdonsagokkal rendelkezs konfiguracié megkap-
hato egy kozonséges derékszogi haromszoghdl Lorentz transzformacioval. Valo-
ban, a (P4) tulajdonsag azzal egyenértékd, hogy k7, k% ciklusok Steiner hatvanya
negativ, tehat —(2r)? alakban irhat6. A kf, kb ciklusoknak megfelels pontpar
a Minkowski térben atvihet6 a Q1(0,0, —r), Q2(0,0,r) pontparba, hiszen azok
Minkowski tavolsagnégyzete is —(2r)2. Ez a pontpér az origd kdzéppontt r su-
gart kor két ciklusanak felel meg. Az egybeess ciklusok miatt k4, kp, ko képe
csak pont lehet, és (P3)-bdl adodik, hogy a k4, kp par képe egy AB &tmérd.

Ezzel egytttal megmutattuk, hogy a P(1) — P(4) tulajdonsaggal rendelkezd
konfiguraciéban a ka, kp, ko ciklusok érintGinek hosszara fennall a (1) Gssze-
fiiggés. Az 1. feladatot megoldottuk.

A ciklusok vilagaban a Pitagorasz tételnek van a szokasos derékszogi héa-
romszogre nem visszavezethets valtozata is. Cseréljiik le a (P4) tulajdonsagot
a kovetkezére:

o (P4™) ...és a ki, kb ciklusok nem érintkez6k, de van kozos érintd igyene-
siik.

LAz alapsikkal 45°-0s sziget bezard sikok pontosan azok a sikok, amelyek a Minkowski
térben 0 sugart gdmboket érintenek. A 0 sugart gémb 0 sugart gémbbe, sik sikba, érintkezs
alakzatok érintkezd alakzatokba képz6dnek Lorentz transzforméacional.
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Ez azt jelenti, hogy a k{, kb ciklusok Steiner hatvanya pozitiv. E ciklusok
most Lorentz transzforméciéval atvihet6k két pontkorbe, Ki-be és Ko-be. (P3)-
bol most az kdvetkezik, hogy e Lorentz transzformacioénal a k4, kp ciklusok képei
egymés tiikorképei a K; Ky egyenesre, mig ko tetszéleges ciklus Ki-en és Ko-n
at.

Kénnyen kiszamolhato, hogy ebben a szituaciéban — és igy a (P1)-(P3),
(P47) tulajdonségokkal leirtban is — teljesiil a (1) Osszefiiggés, de most a kozos
érint6 hossznégyezetének helyébe a Steinar hatvany értékét kell irni.

7. Appendix: A Lorentz-tiikkrozés megtartja a Min-
kowski tavolsagot

Igazoljuk, hogy a 5. fejezetben leirt Lorentz transzformacié megtartja barmelyik
két pont Minkowski tavolsagnégyzetét.
Az @(u1;ug), U(v1;v2) vektorok Euklideszi skalaris szorzata a

< U|T >g= u1v1 + ugvg (11)
szorzatosszeg, és ezzel a @ vektor hossznégyzete is értelmezhets:

< Ul >g= ujuy + ugus. (12)
A fenti u, ¥ vektorok Minkowski skalaris szorzatan értsiik a

< U|T >p= urv1 — ugvy (13)

kifejezés értékét, hogy ebbdl visszakapjuk az i vektor Minkowski hossznégyze-
tére mar korabban felallitott

< ﬁ|ﬁ >N = UIUl — UUL (14)

formulat. Kénnyen igazolhaté, hogy a Minkowski skalaris szorzas mindkét kom-
ponensében lineéris, azaz barmely « szam és tetszéleges u, U, W vektorok esetén

< Ut >py=< t|lat >py=a < 4|t >y
és
<UT+ T >p=< UV >y + <UD >p,
< T+ W|E >py=< 0|t >p + < T|T > -
Ezekbdl kovetkezik, hogy
< Qli+B0lad+ BT >y= o? < G470 > +af < AT >y +af < Gld > +8% < @) >,

amit hamarosan felhasznalunk.
A Lorentz-tiikrozést vektorokkal is megadhatjuk. Vélasszuk kényelmesen a
bazisvektorokat! A j bazisvektor legyen parhuzamos az eredetileg valasztott

14



egyenesirdnnyal, az i béazisvektor pedig azzal az egyenessel, amelyet a felezs-
pontok alkottak d)-ben. Ha a P pont koordinatai ebben a bazisban («;3) —

azaz OP =i+ ﬁj —, akkor képe: P’(a, —f) — tehat OP =ai— ﬁf.
Az i, j vektorok a (6 7) egyenletek szerint lehetnek pl. i(m,1), j(1,m). Ezek
a vektorok Minkowski értelemben merélegesek: < i ] >y=m-1—-1-m=0.
Hatarozzuk most meg a P, ) pontok Minkowski tavolsagnégyzetét, illetve
képeik Minkowski tavolsagnégyzetét! Ha ebben a bazisban P(«;3), Q(v;9),
akkor

< PQIPQ >u=< (v~ a)i + (6 = B)jl(y — a)i + (§ = B)] >n=
=(v—a)® <ili>m +(6-0)* <jlji >u -
A P, Q pontok P’, Q' képeinek koordinatai P’'(«; —3), Q' (y; —6), igy tavolsaguk
_ o . . -
<PQIP'Q >u=<(y—a)i+(=0+B)jl(y — )i+ (=6 + B)j >u=

= (v=a)® <ili >x +(=0+ )" < Jlj >ur -
A két tavolsagnégyzet megegyezik, ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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