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A p szarmaztatasa

,Aztan ontott egy medencét is. 10 kdnyokot tett ki az egyik peremétdl a mésikig; kerek volt, a magassaga 5
konyok, és egy 30 konyoknyi zsinér érte koral. ...”
Biblia, Kiralyok I. kényve, 7, 23. A bronz medence

Definicio: a kor keriletének és atmérdjének aranyat p-vel jeloljik.

.2
A bibliai idézet szerint p értéke 3. Az i.e. 1650-b6l szarmazé egyiptomi Rhind papiruszon a %%9 » 3,1605
€99
érték szerepel a kor keriiletének és atméréjének aranyara (a tizedestort alak természetesen itt és a késébbiekben
is modern atiras). A fennmaradt dokumentumok szerint a Sziraktzai Arkhimédesz (i.e. 287-212) volt az elsé, aki
becslést adott p-re, tehat 6 nem allitotta, s6t tudta, hogy nem talalta el p pontos értékét . Szamitasai szerint:

3140845 » 27213 <p< % » 3142857,

Arkhimédesz felsé becslése a legjobb kozelités azok koziil, ahol a nevezé nem nagyobb, mint 7. Egy még jobb

racionalis kozelités viszonylag kis neveziével a % » 314159292, amelynek p-tél valo eltérése kisebb, mint

2,67x10". Mieltt megismerkediink Arkhimédesz eljarasaval lassunk egy p-hez tart6 sorozatot!

A kor kertilete természetesen nagyobb, mint a kirbe irt szabalyos n-szdg kerllete. Masrészt, ha nagyon
nagy n-re kiszamitjuk a szabalyos n-szdg kertiletét, akkor alig kapunk kisebb értéket a kor kertileténél. Az n
szam novelésével tetszélegesen megkdzelithetjik p-t, ha képesek vagyunk kiszamolni a sokszdg kerlletét. De
képesek vagyunk-e?

Ha pl. az n = 2" alaki szamokra korlatozédunk, tehat a szabalyos 2-szog (dupla
atméro), 4-sz0g, 8-sz6g, 16-szdg stb. esetét vizsgaljuk, akkor esélyiink van rekurzié
felallitsara. Prébaljuk ezt meg! A szdmolas egyszeriisitése végett tekintsiink egy
egységnyi sugaru kort, és az abba irt szabalyos 2%-sz6g oldalanak hosszat jelélje sk,
keriletét Sy.

Az 1. abréan lathato a korbe irt szabalyos 2%-szog AC oldala, valamint a szabéalyos 2¢+1-

1. &bra sz0g AB, BC oldalai. Az OA, OB szakaszok a kor sugarai, igy egységnyi hosszlak. Az
AOT derékszogii haromszogben

OT? =0A2- AT? =1-§3k 0
e 2y
amibdl
SZ
TB=1-0T =1- 1_Tk’

azaz
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iCCC

2. 4bra
A s1=2 értékbél kiindulva az aldbbi oldalhosszakhoz jutunk:

$,=2, 5,=42, s53=92-42, s,=92-42+4/2, s5:\/2—\/2+\/2+\/§,

A szabalyos 2%-szog kertilete: Sk = 2ksy, tehat a kertilet és az atmérd aranya 2<1sy. Ennek kozelits értékei hiba-

becslésekkel:

2k—1xsk

p_zk—lxsk

2

1.141592653589793

2.828427124746190

0.313165528843603

3.061467458920718

0.080125194669075

3.121445152258052

0.020147501331740

3.136548490545939

0.005044163043853

3.140331156954752

0.001261496635040

3.141277250932772

0.000315402657020

3.141513801144301

0.000078852445492

OO (N[OOI R (WIN (P |xX

3.141572940367091

0.000019713222701

3.141587725277159

0.000004928312633

N (=
oo

3.141592653585093

0.000000000004700

A p kozelitése ezzel a mddszerrel lasst és meglehetésen nehézkes. A gydkvonas elvégzése még a kdzépkorban
sem volt kénnyii.

Szoftver ajanlo
Tovabbi adatokért igénybe vehetjik a szamitdgépet. A szdmitdsokat haromféle szoftverrel is mellékeljik,
bemutatjuk a Maple, a Mathematica és az Axiom matematikai programok hasznélatat. Lasd az alabbi fajlokat:

program html |  forréas
http://matek.fazekas.hu/portal/eloadas/2006/pj/compute

Maple pi_maple.html pi.mws

Mathematica pi_mathematica.html pi.nb

Axiom pi_axiom.html pi.input

I. tétel: A kor terllete r’p.

Valdban, ha a korbe irt szabalyos n-sz6g egy oldala a, az oldalnak a kdzépponttél vald
tavolsaga m, a kor sugara r, akkor az n-szdg terilete
axm
XN = ——xmr.
2 2r

Ha n-et noveljik, akkor az axn szorzat a kor keriiletéhez tart, igy a jobb oldal elsé
tényezoje a p-t kozeliti, mig m értéke a sugar hosszahoz tart, igy a masodik tényezé r?-
hez kozelit.

3. dbra

I. Kdvetkezmény: A kor koré irt sokszdg keriilete nagyobb a kor keriileténél.
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Bizonyitas

Ha a kor kerilete k, a koréirt sokszdg kertlete pedig K, akkor a kér terulete rk/2, a sokszog
teriilete pedig rK/2. Mivel a sokszdglap tartalmazza a korlapot, igy a sokszdg teriilete
nagyobb a kor teruleténél. Az r/2 tényezével leosztva kapjuk a fenti allitast.

Arkhimédesz a korbe irt és a kor koré irt szabalyos hatszogekbél indult Ki.
Médszerét feladatok formajaban fogalmazzuk meg.

4, dbra
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1 1
I Rl

a, b, _ 1

2 an41

1. Feladat (Arkhimédesz modszerének Pfaff-féle interpretécidja)

—h2
! an+l>(bn - bn+l'

Jel6lje az egységnyi sugar( korbe irt szabalyos 3:22™1-sz6g félkertletét by, a kor koré irt
ugyanekkora oldalszamu szabalyos sokszdg félkeriletét pedig a,. Mutassuk meg, hogy an+1 az an, bs
értékek harmonikus kézepe, mig bn+1az ans+1, ba értékek mértani kdzepe:

A p-re igy kaphato felsé és als6 becslések:

felsé becslés

also6 becslés

5,1961524227066318806

2,5980762113533159403

3,4641016151377545871

3

3,2153903091734724777

3,1058285412302491482

3,1596599420975004833

3,1326286132812381972

3,1460862151314349711

3,1393502030468672071

3,1427145996453682982

3,1410319508905096381

3,1418730499798238717

3,1414524722854620755

3,1416627470568485262

3,1415576079118576455

3,1416101766046895388

3,1415838921483184087

P e R e U A Bl Fd I

0.

3,141597034321526152

3,1415904632280500957

A pontos eljaras soran gyokokkel kell szdmolni. Arkhimédesz természetesen nem igy szamolt, hanem mindenhol
meglehetésen jo alsé vagy felso raciondlis kdzelitést alkalmazott.

Szoftver ajanlo

A Kkorébban emlitett oldalak ezt a szamitast is tartalmazzék a Maple, a Mathematica és az Axiom programokKkal.

I. Megjegyzés

Lattuk, hogy a kor, azaz a ,,2 dimenzids golyd” keriilete 2rp, terilete r?p. Az ,,n-dimenzids egységnyi sugar(

,golyd” térfogata és felszine:

térfogat felszin (A)
n =2k ﬁrzk 2p* P21
k! ik —1;!
n=2k+1| o kip¥ P2kt | o2kl kip“ 2K
i2k +1i! i2k i!

J. J. O'Connor és E. F. Robertson: A p kronoldgiaja (MacTutor Ma.tort. Archivum)

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/HistTopics/Pi_chronology.html

J. J. O'Connor és E. F. Robertson: A p torténete (MacTutor Ma.tort. Archivum)

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/HistTopics/Pi_through the ages.html

Wikipedia a p-rél: http://en.wikipedia.org/wiki/Pi

Arkhimédesz modszerérél:

B. L. van der Waerden: Egy tudomany ébredése, Budapest: Gondolat, 1977
Xavier Gourdon & Pascal Sebah: Numbers, constants and computation:
http://numbers.computation.free.fr/Constants/constants.html

ezen belil elsésorban a constants/Archimedes’constant p/The geometric period fejezet:

http://numbers.computation.free.fr/Constants/Pi/pigeometry.pdf
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Az e szarmaztatasa: kamatos kamat

2. feladat, Jacob Bernoulli problémaja (1683)

Tegyik fel, hogy van egy bank, amely 1 év alatt 100%-0s kamatot fizet. Ha a betett 6sszeg p, akkor az 1
év mulva kivehet6 0sszeg

px(l+l): 2p.

A bank azt allitja magarél, hogy nem szamit fel kezelési kdltséget és rovidebb futamidé esetén
idéaranyosan kisebb kamattal szamol. Mennyire lehetséges felkamatoztatni pénziinket a bankban?

Erdemes-e fél év utan kivenni a pénzt és azonnal visszatenni? Persze, hiszen igy a félév alatt szerzett

kamat is kamatozddik a masodik félévben. 1 év alatt a betett p dsszegbdl igy
.2

pxa£1+ 39 =2.25p
e 2¢
lesz. Erdemes folytatnunk: 3 évharmaddal szamolva
.3 .
pxgl+ 19 =2370p
e 3g
-re novelhetjiik az 6sszeget, mig ha n egyenld részre osztjuk az évet és mindig ki-betesszlik a pénzt, akkor a

e, = f1420
Y
képlet adja meg a szorzbtényezét. Lehet-e en akdrmilyen nagy? Alabb latni fogjuk, hogy nem, hanem az e,

sorozat egy véges hatarértékhez tart. Ez a hatérérték az e szam:
.n

e=limi1+ 19 »27182818284500452354.
n®¥a Ng

A véges hatérérték létezesét két 1épésben igazoljuk.

1. Tétel: az e, sorozat szigorian monoton né.

Azt kell igazolnunk, hogy

n+l
gl+19 <gl+ 1 0 ,
ng & n+lp

ha n pozitiv egész szam. Irjuk fel a szdmtani és mértani kdzép kozti egyenlétlenséget n darab %1+ =29 nel és egy
Ng

darab 1-essel:
16 16 19

1+7-+ 1+7-+ +1+7-+1
ng n+1

A jobb oldalon all6 kifejezés értéke éppen % =1+ ﬁ igy (n+1)-edik hatvanyra emelés utan épp a bizonyi-

tando allitast kapjuk.

1. Megjegyzés
Hasonl6an igazolhatd, hogy az
N
e, =&l =2
9 ng
sorozat is szigoran monoton né. Valéban,
16 &, 19 19

15" Ql——-+g1——-+ +g1———+1 1 g
n+ gl——- <& No e Ng e hg __ N :agel__g_
Ng n+1 n+l ¢ n+ly
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1. Megjegyzés
Az e, sorozattol alig eltérs
E,= gl + 39
e nNg
sorozat viszont szigortian monoton fogyd, hiszen
g, ,16_n+1 1 1
g]_ —a= = = ,
8 Ng n n 1- 1
n+1 n+1
(. 1
ésigy E, =
n+l
| 111, Tétel: az e, sorozat felulrél korlatos.
_ 14" 14" 16 _ a2 . . A .
Valoban, e, gl+—7 < g1+—7 x§1+—— =E, £ E; =2° = 4. Az utolsé egyenlétlenségnél azt hasznaltuk fel,

Ng e MNg e nNg
hogy az E, sorozat monoton fogya.

A két allitashol az analizis alaptételei alapjan mar kdvetkezik, hogy az e, sorozatnak létezik véges hatarértéke, de
ezt az alabbi tablazat segitségével meg is magyarazzuk. A tablazat 2. oszlopaban talalhaték az e, sorozat elemei,
ezek lefelé haladva egyre nének. A 3. oszlopban az E, sorozat elemei lathatdk, ennek elemei egyre csokkennek.

n €n En
1 2 4
2 2,25 3,375
3 2,3703703703703703704 3,1604938271604938272
4 2,4414062500000000000 3,0517578125000000000
5 2,4883200000000000000 2,9859840000000000000
10 2.5937424601000000000 2,8531167061100000000
20 2,6532977051444201339 2,7859625904016411406
50 2,6915880290736053939 2,7454197896550775018
100 2,7048138294215260933 2,7318619677157413542
1000 2,7169239322358924574 2,7196408561681283498
Szoftver ajanlé Tovabbi adatokért lasd az alabbi oldalakat:
program html | forras
http://matek.fazekas.hu/portal/eloadas/2006/pj/compute
Maple e_maple.html e.mws
Mathematica e _mathematica.html e.nb
Axiom e_axiom.html e.input
Az azonos sorban talalhat6 két elem kulbnbsége'
E, -e, _E§1+19 -§1+19 :$1+19 el g0 $1+19 Lt
Ng Ng e Ng e N g e Ng N n

Az [en, En] intervallumok tehat egymasha vannak skatulyazva

[e1,E1] E [e2,E2] E [es,E3] E..
és hosszuk a 0-hoz tart. Legfeljebb egy olyan szdm lehet, amelyik mindegyik intervallumban benne van, hiszen,
az intervallumok hossza barmely két szam kilénbségénél kisebb lesz. De van-e egyéltalan ilyen szam? A val6s
szdmokra vonatkozd Cantor axiéma szerint, ha egymasha skatulyazott zart intervallumok (olyan intervallumok,
amelyeknek a hatarpontjai is az intervallumhoz tartoznak) hossza a 0-hoz tart, akkor van kozos elemilk. Tehat
van ilyen szdm. Ezt nevezziik e-nek.

Az e sz&m . definicidja: a I|m§1+—9 hatérértéket e-vel jel6ljuk.
n®¥a Ng

Ez a két sorozat nem alkalmas arra, hogy e-t nagy pontossaggal meghatarozzuk, hiszen még az 1000. kozelits
értékek is csak a tizedesvesszé utani elsd két jegyét adjak meg.
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Az e szarmaztatasa: termeszetes logaritmus

A matematika részben a szamolas tudomanya. Evezredeken keresztiil komoly gondot jelentett a szorzas
és az osztas, kilondsen pedig a gydkvonas elvégzése. Talan el6szor Arkhimédész hivta fel a figyelmet egy
esetre, amikor szorozni kénnyi:

Ha adottak szamok, melyek egyenld ardnyban &llnak egyméssal és az egysegtdl kezdsdnek, akkor
kozuluk barmelyik kettd szorzata is kdzottiik taldlhatd, méghozza a (sorozatban) olyan messze a nagyobbiktol,
mint amilyen messze a kisebbik van az egységtdl...

Itt tehat az 1, a, a2, a3, a%, ... sorozatrol és az akxa™ = a™* azonossagrol van szo. A sorozat ismeretében
tehat a szorzast gy lehet elvégezni, hogy kdzben csak dsszeadnunk kell. Minden mésodik tag gyokét is meglel-
jlk a sorban és az osztast is megkonnyiti a sorozat. Kényelmes lenne, ha minden szam benne lenne egy ilyen
sorozatbhan és az kdzzé lenne téve egy kézikdnyvben, mint ahogy a szdgek trigonometriai fliggvényeirdl mar az
Okorban is készilt, és konyvtarakban elérheté volt tablazat.

A kérdést megoldja az exponencidlis fiiggvény és inverze, a logaritmus. A ,kivant” kézikényv a
négyjegyt fliggvénytablazat, ill. benne a logaritmustabla. A logaritmus fliggvény ismert azonossagai alapjan
érthet6 is a szdmolasban val6 hasznossaga. Csakhogy a fliggvény-szemlélet modern korunk terméke, a
Bernoullik kora elétt ilyesmirél nem volt szé. Mégis, a skot John Napier 1614-ben, tehéat joval a kamatos kamat
probléma vizsgalata el6tt Iétrehozta az els6 logaritmustablat.

Napier két mozgast tekintett, az egyik az AB szakaszon tortént A-bol B-felé, a masik egy A’ végpontl
félegyenesen. A két mozgo6 pont — C és C’ —az A, illetve az A’ végpontbodl indult azonos kezdésebességgel, az
utobbi sebessége allando volt, mig az AB szakaszon mozgd pont sebessége a CB szakasz hosszaval egyezett
meg. Napier tablazata megfeleltette a CB = x tdvolsagot, az A’C’ =y tavolsagnak, az utobbit maga Napier
nevezte el az elébbi logaritmusanak. A skot tudos az akkori trigonometriai tdblazatok pontossagat alapul véve az
AB tavolsagot konkrétan 107-nek vette és miive részletes magyarazatot tartalmazott miként is alkalmazhatd
tablazata a harom emlitett algebrai miivelet elvégzésében.

Xavier Lefort: A logaritmus torténete,
http://www.gobiernodecanarias.org/educacion/penelope/uk _conflefort.htm

The MacTutor History of Mathematics archive: John Napier,
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/%7Ehistory/Biographies/Napier.html

Henry Briggs: Arithmetica Logarithmica,
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/%7Ehistory/Miscellaneous/Briggs/index.html

Mathworld: Napierian Logarithm,
http://mathworld.wolfram.com/NapierianLogarithm.html

J. J. O'Connor és E. F. Robertson: A fliggvény fogalmanak kialakulasa (MacTutor Ma.tort. Archivum)
http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/history/HistTopics/Functions.html

Vegylk szemiigyre Napier modelljének egy egyszeriisitett valtozatat!

3. feladat, médositott Napier-logaritmus

Meérjuk t-tengelyen az id6 mulasat, az x-tengelyen pedig tekintsiink egy olyan mozgést, amely a tengely
origojatol egységnyi tavolsagban, attdl tavolodva indul és sebessége az origo6tdl val6 tavolsaggal egye-
zik meg. Hatarozzuk meg az x(t), t(x) fiiggvényeket!

Megoldas vazlat
Jelélje a mozgo pont x-tengelyen elfoglalt helyét
a t idépontban x(t). Fejezzik ki a mozgé pont
sebességét a t=tp idépontban! A pont Dt idé6 alatt
to pontbdl az x(to+Dt) pontba megy é&t, igy
elmozdulasa
Dx = X(to+Dt) - x(to),

atlagsebessége pedig

Dx _ X(tp + Dt) - x(tg)

Dt Dt '

A fenti % hanyadost az x(t) fliggvény to és (to +

D) kozti differenciahanyadosanak nevezik. A ————"‘"/

differenciahanyados a fliggvénygrafikon két ‘ ‘

megfeleld pontja kdzti szelé meredeksége. 5. dbra

A html verziéban az abra animaciot rejt
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A mozg6é pont pillanatnyi sebességét a to
idépontban X’(to)-lal jeldljik, ez az Aatlagsebesseg
, hatérértéke, amint Dt tart a 0-hoz:
X (tp) = lim Xt U= X(k)
Dt®0 Dt
Az X'(to)) mennyiséget az x(t) fliggvény to—beli
meredekségének vagy differencialhdnyadosanak s
nevezik. Az x’(to)) mennyiség tehdt az x(to) fliggvény
grafikonjdhoz a (to, x(to))) pontban huzott érintd
meredeksége.
A mozgasra kirdtt feltétel szerint
X' (to) = X(to)
minden to valés szamra. Olyan fiiggvényt keresiink,
amelynek derivéltja minden pontjdban megegyezik az
6. dbra ottani  flggvényértékkel, azaz a  flggvény
A html verzidban az abra animéciot rejt derivaltfliggvénye maga a fuggvény. Latni fogjuk, hogy
az exponencialis fliggvények kozott talalunk ilyet: épp az e* a megfelelé.
Legyen tehat x(t) = a', ahol a tetsz6leges pozitiv szam. Az exponencidlis fliggvény differenciahanyadosa:
Dx at0+Dt _ ato ¢ a0+Dt _ aO
— = =N .
Dt Dt Dt
Vegytk észre, hogy a jobb oldali tort értéke fiiggetlen to-tol
és nem mas, mint az a alapli exponencidlis fliggvény
differenciahanyadosa 0 és Dt kozétt. Ennek hatarértéke az
exponencidlis fiiggvény derivaltja a 0-ban. Méris belattuk,
hogy — barmelyik alap esetén — az exponencidalis fliggvény
derivaltja aranyos az eredeti fiiggvénnyel és az ardnyossagi
tényez6 ugyanezen fiiggvény derivaltja a 0-ban. Az a alap
tehat akkor megfelels feladatunk szempontjaboél, ha az a* |
fuggvény derivéltja a 0-ban 1. Tekintsik most a t® a
flggvény inverzét, az a' ® t, tehat az x ® loga(x) flggvényt.
E két fuggvény grafikonja egymas tiukorképe a t=x = g P BT 3
egyenesre. Megfelel6 érint6ik is egymas tiikorképei. A (0; d
a%=(0;1) pont tukorképe az (1;0)=(1; logsl) pont. Az at A
fliggvény grafikonjanak (0;1) pontbeli érintéje pontosan 4
akkor 1 meredekségti, ha a logax fiiggvény grafikonja (1;0) , .~
pontbeli érintéjének meredeksége 1. Ez a meredekség: ’
. log,(1+Dx)-log,1 _ .. log,(d+Dx)
Dlxlgo Dx - Dlxlgo Dx ' 7. abra
Tekintsiik pl. a 0-hoz tart6 1/n sorozatot. igy:

1
log,(1+=)
lim log,(1+Dx) _ lim ——— "

DX®0 Dx n®¥

.NA .NA
= lim nlog, @ +1) = fim log, 621+ 22 * = log, & tim&1+ 28 2 = log, e.
1 n®¥ n n®¥ e ng 6 Sn®¥e Ng B
n
A meredekség tehat pontosan akkor 1, ha a=e. Ezzel belattuk, hogy az x(t)=e', t(x)=loge(x)=Inx fliggvények
megoldasai a feladatnak. Az analizis eszkdzeivel megmutathatd, hogy mas megoldas nincs. A ,,médositott Napier-
féle logaritmus” tehat a természetes (azaz e alapu) logaritmus.
Fent a Dx®0 tipust fuggvényhatarértékrol attértiink az 1/n specidlis sorozatra (n®¥). Egy
matematikailag preciz bizonyitasnal sziikséges lenne megmutatni, hogy 1/n helyett barmely 0-hoz tarté Dx

log,(1+Dx,)

sorozatnal is fennall a lim
n®¥ DXn

=log, e 0Osszefliggés.

V. Megjegyzés
Egydttal belattuk, hogy a t® e fliggvény derivaltja 6nmaga.

Az e szam I1. definiciéja: e-vel jeloljuk azt az alapot, amelyre az f(t)=e! fliggvény derivaltfliggvénye
6nmaga, azaz f’(t) =f(t) =€t
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V. Megjegyzés

Eredményeinkbdl az x®loge x = Inx fluggvény derivaltfuggvénye is meghatérozhaté. Az Inx fliggvény
grafikonjénak tlikorképe az y=x egyenesre megegyezik az e* fliggvény grafikonjaval. Az (x, Inx) pont tukorképe
az (Inx, x) pont, a logaritmus fuggvény (x, Inx) pontbeli érintdjének képe az exponenciélis fliggvény (Inx, x)
pontbeli érintdje. Az utébbi egyenes meredeksége x (ugyanis most t=Inx, x=e!, a meredekség tehat e'=x), igy
tikorkeépének meredeksége 1/x, azaz (Inx)’=1/x.

VI. Megjegyzés
A természetes logaritmus elnevezés vélhetéen Mercatortdl (1668, Logarithmo-technica) szarmazik. O hatérozta
meg az alabbi hatvanysort:
x> x X
log,(1+x) =Inl+x) = x—?+?—7+..., ha-1<x£1.

VII. Megjegyzés

A XVI. szazad folyamén szdmos olyan probléma kerult teritékre, amelynek kdze volt az e szdmhoz, de az e
elnevezeést csak némileg késébb, Leonhardt Euler adta. A névadd kezddbetiijének a jellel valdé egyezése
valészintileg véletlen.

Ajanlo

Mathworld a Mercator-sorrdl: http://mathworld.wolfram.com/MercatorSeries.html

Wikipedia a derivalasrdl: http://en.wikipedia.org/wiki/Derivative

J. J. O'Connor és E. F. Robertson: Az analizis torténete (MacTutor Matematikatorténeti Archivum)
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/%7Ehistory/HistTopics/The rise_of calculus.html
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Az e' fliggvény hatvanysora

Viszonylag egyszert fuggvények a polinomok.
p(t) = ap + ast + axt? + ast® + ... + apt"
Polinomokat pl. kénnyii derivalni. A g(t) = t* egytagd polinom derivaltja a to pontban:
Ko, -
3,X72Dt? +...+ Dt* -t

- ®
L to* +kt,“ Dt +
(t, +Dt)" -1, g

"(t,) = lim = lim 0 =
9' () Dt®0 Dt Dt®0 Dt
. 4 eko . -
= lim kt," 1+§ 3toK 2Dt + ...+ Dt =kt
Dt®0 2

Ennek alapjan megmutathat6, hogy a fenti p(t) polinomfiiggvény derivaltja:
p’(t) = ag + 2at + 3ast? + ... + napt™L.
Szémos olyan fliggvény, amely nem polinom, eléallithatd végtelen polinom, azaz hatvanysor alakjaban:
h(t) =ap+ait + at? + ast® + ... + a,t" + ...
A XVII. és a XVIII. szazadban a matematikai, fizikai, kartogréfiai stb. probléméakban felmeril6 fliggvények
jelentds részének elGallitottdk a hatvanysorat. Pl. Newton (1643 - 1727) mér virtu6zan bant a hatvanysorokkal.
Egyéltaldn nem nyilvanvalo, hogy mely fliggvényeknek létezik hatvanysora és az mely tartoméanyon milyen
értelemben allitja el6 a fuggvényt. Ennek részleteibe itt nem megyink bele.
Adunk egy vazlatos gondolatmenetet az e(t)= e' fliggvény hatvanysoranak meghatarozasara. A
hatvanysor egytthati meghatarozhatok az exponencialis fliggvény alabbi két tulajdonsagabdl:
a) e(0) =1, b) e’(t) = e(t).
Az a) tulajdonsagbél kdvetkezik, hogy ao = 1. A b) tulajdonsag egyszerre nagyon sok dsszefliggést ad az
egyutthatdkra, ha a hatvanysort szabad tagonként differencialni, azaz ha
h’(t) = a; + 2at + 3ast?+ ... + napt™ + ...
Ekkor ugyanis (amennyiben a hatvanysor egyiitthatdira az egyértelmiiség is teljesil) a két sor dsszevetésébdl:
ay =&y, =28y, 8, =3a;,..., a,_1 = Na,,

tehat
1
Qp=lLay=1a :E' 3=—,8,=—,...,8, =—, ...

Ebbél

| 1V. tétel:

8. dbra
Az ¢! fliggvény grafikonja (pirossal) és hatvanysoranak kozelitéosszegei

. 2 ¢t " &tk
g =l+t+—+—+—+. . +—+..=93—.
21 3 4 nl k!

k=0

Pl. x = 1 esetén
2. Kovetkezmény
n
e:1+1+i+£+ L+iL: é_i
o2 3 n! oo K!
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ami a korébbi 6sszefliggésnél sokkal jobb lehetéséget ad e kiszamitasara:

S
n ak_

k=0 """

0 (1

1|2

2 125

3 |2,6666666666666666666666666666666666666666666666667
4

5

2,7083333333333333333333333333333333333333333333333
2,7166666666666666666666666666666666666666666666667
10| 2,7182818011463844797178130511463844797178130511464
15]2,7182818284589944642854695764748674801584854494907
20 2,7182818284590452353397844906664158861464034345403
21|2.7182818284590452353593574317298071473772510089137
40 2,7182818284590452353602874713526624977572470936999
41|2,7182818284590452353602874713526624977572470937000
42 |2,7182818284590452353602874713526624977572470937000

n=10-re-ig, mar az elsé hét, n=21-re az els6é hlsz, n=41-re pedig az els6 6tven jegyre jO a kerekitett eredmény.

Szoftver ajanlé Tovabbi adatokért lasd az alabbi oldalakat:

program html |  forras
http://matek.fazekas.hu/portal/eloadas/2006/pj/compute

Maple e_maple.html e.mws

Mathematica e _mathematica.html e.nb

Axiom e_axiom.html e.input

A sin z, cos z figgvények hatvanysora is kdnnyen meghatarozhatd a fiiggvények 0-beli értékebdl és a
derivaltjaikra vonatkoz6 alabbi 6sszefliggésekbdl:

(sinz)’ =cos z, (cos z)’ =—=sin z,
ésigy
(sinz)”’ = -sin z, (cos )’ = —cos z,
Az e'-re mar latott gondolatmenet mintajara levezethetd, hogy
3 5 2n+1 ¥ 2k +1
sinz=z——+z——...i z +...=é_(—1)kz—,
3 5 (2n+1)! s (2k +1)!
2 4 2n ¥ 2k
cosz=1——|+z—|—...i Z -+ =é_(— )kz—l.
21 4 (2n)! s (2k)!

A hatvanysorok segitségével az €7, sin z, cos z fliggvények a komplex szdmsikon is értelmezheték. Barmely
komplex szamot is irunk be hatvanysor alakjukba mindig konvergens sort kapunk és a kapott fliggvények
komplex értelemben is differencialhatok lesznek (az ugyanugy képzett differenciahanyadosnak mindenhol van
komplex hatéarértéke).

Szamoljuk ki példaként e’ értékeét, ahol i2 = -1! Tetszdleges x valds szamra

) ; o2 v ivYE (v iy w6 ; 2 .3 4 .5 6
e'“:1+ﬂ+('xx) +(|xx) +(|xx) +(|xx) +(|xx) PRSI D S L2 NP SN L2 S ST
u 2! 3 4 5 6! o2 3 4 5 6!
g ox2 ox* xb 0 ex X x* x 0 .
:§1——+———+...T+|§———+———+LT:smx+|cosx,
21 4 el g gL 3 5 7 B

tehat
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V. tétel (Euler-formula) _
e” = sinx + iCoSX.

9. dbra
Geometriai interpretacio: e* az a komplex szam, amelybe az origébdl az x forgasszogi egységvektor mutat. Az e
alapu exponencialis fuggvény tehat felcsavarja a komplex szamsik képzetes tengelyét az egységkorre. Ebbél,
vagy a formulaba valo behelyettesitéssel (e’ = sinp + icosp) megkaphatjuk e'p értékét:

1. Kovetkezmény
gip=-1.

Wikipedia, the free encyclopedia: The exponential function
http://en.wikipedia.org/wiki/Exponential _function

Wikipedia, the free encyclopedia: Characterizations of the exponential function
http://en.wikipedia.org/wiki/Characterizations_of the exponential_function

Julian Havil, Freeman Dyson: Gamma: Exploring Euler's Constant,
http://www.amazon.com/gp/reader/0691099839/ref=sib_dp_pt/104-8614283-5638337#reader-link

John H. Mathews: A komplex exponencidlis fliggvény (als6éves egyetemi 6ra anyaga)
http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/ComplexFunExponentialMod.html

George Cain: Komplex fliggvénytan (egyetemi als6éves bevezeté kurzus)
http://www.math.gatech.edu/~cain/winter99/complex.html
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Az e szarmaztatasa: a hiperbola alatti terilet

4. Feladat

Hatarozzuk meg az x®1/x hiperbolagdrbe x=1 és x=t értékek kdzti ive alatti I(t) teruletét!

10. &bra

Az ABCE négysz6g BC oldala az x ® 1/x hiperbola ive. A négyszdg | teriilete
az EC parhuzamos eltolésakor véaltozik, a piros grafikonon mozog. Vajon a
piros grafikon egy ismert fliggvény grafikonja?

Hatarozzuk meg az I(t) fliggvény derivaltjat! Az I(t+Dt)- I(t) differencia a hiperbola x=t és x=t+Dt kozti ive alatti
terulettel egyenls. Mivel az 1/x fliggvény monoton fogyd, igy

Dt Dt \
A cia+py-1(t) < ,
g 1Y -1O <5 AN
azaz 1
1 1t+D)-1@t) 1 1
- < <
t Dt t+Dt’ t+At
és igy At
Ii(t) = lim 1A*PU-10 1 t AL
Dt®0 Dt t

. . . s 11. bra
Talalkoztunk mér olyan fuggvénnyel, amelynek derivltja a
reciprokfliggvény. Az V. Megjegyzésben lattuk, hogy az Int fliggvény is ilyen. Nyilvan tetszéleges ¢ konstans
esetén az (c + Int) fliggvény is hasonlé tulajdonsagu, és megmutathatd, hogy mas fliggvény derivaltja nem az 1/t
fiiggvény. igy 1(t) meghatarozasahoz mar csak a c allandé meghatarozasa van hatra. Mivel 1(1) = In1=0, igy c=0,
I(t)=Int.

Az e szam I11. definicidja: e az a szdm, amelyre az 1/x fuggvény grafikonja alatti teriilet 1 és e kozott
egyseégnyi.

VIII. Megjegyzés

Fenti eredményiink segitségével j6 becslés adhaté az
Hm=telils 1

1 2 3 n

Ggynevezett harmonikus dsszegre.
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f

1 2 ' 3 ' 4 5 0 1 2 3 4

12.a. dbra: Az 1/x alatti teriilet alsé becslése 12.b. dbra: Az 1/x alatti teriilet felsé becslése
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—+-—+—+—+—=<In6. INn6<=+=+=-+—+=.
2 3 4 5 6 1 2 3 4 5

Az 1/x flggvény gorbe alatti, x=1 és x=n (n egész szam) értékek kozotti terliletre az x-tengely egész beosztasaira
emelt téglalapokkal (lasd a 12.a. és b. abréat) az alabbi alsé és fels6 becslés adhato:

1.1 1 1 1. 1.1 1
—+-+=+. . +t=<Ihn<=+=+=+..+—.

2 3 4 n 1 2 3 n-1
Ebbél, a jobb oldali egyenlétlenséget n helyett (n+1)-re alkalmazva:

In(n+1)<1+1+1+1+...+1<1+Inn,
2 3 4

n
tehat a pozitiv egész szamokon értelmezett H(n) fliggvény ,,alig” tér el az Inn fliggvénytsl.

1V. Kévetkezmény: A pozitiv egész szdmok reciprokdsszege végtelenhez tart:
lim H(n) = ||m9-+1+ Lo +lloy
2 3 Ng

IX. Megjegyzés
Leonhardt Euler a fent emlitett Kévetkezmeény, valamint a Szdmelmélet Alaptételének segitségével
igazolta, hogy végtelen sok prim van. Gondolatmenetét alabb véazoljuk.

V1. Tétel: a primszamok szdma végtelen.

Euler gondolatmenete:
Ismeretes az

A-X)A+x+x2+x3+. +x" ) =1-x"
azonossag, amelybdl

n
Lo X x4 x4t x"T
1-x
Ha |x|<1, akkor lim x" =0, i
IX| lim ay
Tex+x2 453+, = liml+xex2+x3 4 +x"t=—2
N®¥ 1-x
Tegyuk fel, hogy a primek szdma véges. Itt felsoroljuk 6ket: p1, p2, ..., px. Ebben az esetben az
p- 1 . 1 . 1
P T
pl p2 pn

szorzat értéke is egy véges szam. Masrészt azonban
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1 1. 1 1
— =t —+—+—+..,
o1 Poopf P
P
1 1 1 1
— =ttt
1_i P2 P2 Pz
P2
N
1 1 1 1
=1+ ——+—+—+
o b P Pe PR
Pk
Képezzilk ugy a P szorzatot, hogy a fenti jobb oldali végtelen sszegeket szorozzuk éssze!
P:1X1X...X1+iX1X...X1+1XLX...X1+...+1X1X...xi+ixix".X1+...+iZX1X...X1+...
P P2 Pc P P2 p1
A P kifejezés ebben a formaban egy végtelen 6sszeg, melynek tagjai
1

a a; ay

Py ¥ Py " Xk Py
alakuak, ahol az a1, ay, ..., ax kitevdk nemnegativ egész szamok. A Szamelmélet Alaptétele szerint (minden egész
szam egyértelmiien irhat6 fel primszamok szorzataként, azaz p{ x p52 «...x po* alakban) a P Gsszeg tagjai épp a
pozitiv egész szdmok reciprokai. Megmutathatd, hogy az adott szitudcioban a végtelen dsszeg értéke nem fligg a
tagok sorrendjétél, igy

1 .
P=+=+=+_.=lim H(n) = ¥,
2 3 n®¥

ami ellentmond annak, hogy a P szorzat értéke véges. Az ellentmondas mutatja, hogy végtelen sok primszam van.

A H(n) harmonikus 6sszeg és In n értékének kiilonbségét szemléltetjiik a 13. abran és bevezetiink ra egy jelolést.
A piros teriiletdsszeg:

g(6):l+1+1+1+1_|n6,
1 2 3 4 5
1 L4
L]
e o _
_00 ' 1 a 5 :
13. 4bra
A harmonikus 6sszeg és a logaritmus
altalaban

g()— +1+1+ +i_|nn gl+l+1+ +£_|nn9_£

3 n-1 2 3 n g N

Euler-Mascheroni konstans (g): A 13. &bran lathaté grafikon elképzelt folytatadsan a piros tertletek
végtelen 0sszege, azaz
g= I|m g (n) = |Im§—+£+ ; +. +—— Inn » 0,5772156649.
n g

X. Megjegyzés: nem ismert, hogy a g szdm racionalis, vagy irracionalis.
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Tortek és lanctortek

Minden racionalis szam felirhato

alakban, ahol ag egész szam, a1, a, as, ..., an pedig pozitiv egész szamok. A fenti emeletes tortet, — Ggynevezett
véges lanctortet — réviden igy szokas lejegyezni: [ao, a1, @z, as, ..., an]. Az

1 1 1 1
ao, ao +—, ao +—, ao —

o1

torteket a lactort kezdeti részlettortjeinek nevezzik. Minden
irraciondlis szamhoz van olyan lanctért, amelynek kezdeti
részlettortjei olyan sorozatot alkotnak, amely hozz4 tart.
Raadasul ez a lanctort (tehat a végtelen sok a; egyiitthatd)
egyertelmii. Al&bb egy feladaton keresztill ismerkediink meg a
lanctortalak képzésével.

27
14. dbra

5. Feladat

Egy 10 cm” 27 cm-es téglalap alaku papirlapnak behajtjuk a sarkat (a kisebbik oldalt rahajtjuk a
nagyobbikra) és 10 cm oldald négyzeteket hajtogatunk bel6le, amennyit csak lehet.

A négyzeteket levagjuk, és a megmarado csikbol olyan négyzeteket hajtogatunk, amelyeknek az oldala
a papircsik kisebbik oldalaval egyezik meg (esetlinkben 7-tel). Ebbdél is annyit hajtogatunk, amennyit
csak tudunk. A négyzetet levagjuk, és a megmaradd csikbdl hasonlé6 médon mindig négyzeteket
hajtogatunk, egészen addig, amig siker(l a papircsikot csupa négyzetre hajtogatni.

Véget ér-e véges sok lépésben az eljaras? Milyen méretii négyzetekbdl hanyat kapunk?

Megoldéas
Maradékos osztasokat hajtunk végre:
27=210+7,
10 =1x7 + 3,
7=23+1,
3=31+0.

Az eljérassal a téglalapot 2 db 107 10-es, 1db 7" 7-es 2 db 3" 3-as és 3 10 10
db 17 1-es négyzetre vagjuk. 15. Abra

XI. Megjegyzés

A feladatban vizsgalt eljaras az Euklideszi algoritmus.
Ennek segitségével meghatarozhatd két pozitiv egész szam
legnagyobb kdzds osztéja a szamok primtényezés
alakjanak meghatarozasa nélkul, csak kivonassal:

(27,10) = (17,10) =(7,10) = (10, 7) =(3,7) = (7, 3) = (4,

16. abréw =(13)=B,=(21)=(11=(0,1)=1,

vagy kissé gyorsitva, maradékos osztassal:
(27,10)=(7,10)=(10,7)=(3,7) =(7,3) =(1,3) = (3, 1) = (0, 1)=1.
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A fent vizsgalt eljéras arra is alkalmas, hogy megbecsuljik a %

tortet kisebb nevezgji tortek segitségével. Az elsé hajtogatast, a
kisebb oldal behajtasat annyiszor tudjuk elvégezni, amennyi a tort
egész része:

2£ E. 27
10 .
A megmaradt rész méretei egyszert kivonassal allapithatok meg: 17. abra
27 7
- -2= —,
10 10

tehéat a rovidebbik oldal 7, a hosszabbik 10. i—g -re az elso

becslésiink a 2, a hiba l.
10

A tovabbiakban a hibatag reciprokaval, g -del dolgozunk

18 ,bz? tovabb.
. bra
1£E.
7
Ez a becslés az eredeti torttel kapcsolatos becslést is
pontositja. Térjlink vissza a reciprok értékre:
27
19. dbra
13l, b 2+132+l, b 335.
10 10 10

Menjiink tovabb!

0,3 .7

7 7 3
igy

133, ) 1+131+§=E, P 11 £l, P 2+ 11£2+l=£_
2 7 2 77 141 10 1+ 10 10
2 2

Menijlink tovéabb!

T_,=1 5.3

y 11
igy
1:2+1’ P E: 11' P 1+ 11:1+§:E, b 11 :l, P 2+ 11 = +l:£’
3 3 [P 24 77 1+ - 1+ - 10 10
3 2+ 24>

tehat megkaptuk tértiink lanctort alakjat: %=[2,1,2,3]. Lathato, hogy a lanctort i-edik egyitthatdja (i=0, 1, 2,

...) anagysagrendi sorban (i+1)-edik méretii egyforma négyzetek szama.

A lanctort alak elénye a tizedestort alakhoz képest, hogy minden raciondlis szdm esetén (és csakis
azoknal) véges. Ez allitas l1ényegében egyenértékii azzal, hogy az euklideszi algoritmus véges. Mely szdmoknak
ismétl6dé a lanctort alakja?

Egy szamrol akkor mondjuk, hogy algebrai szam, ha van olyan egész egyditthatds polinom, aminek

5

gyoke. Az ilyen polinomok kozil a legalacsonyabb foka az algebrai szam foka. A V2 s Jj= % (paz
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»aranymetszés” konstansa) masodfoku algebrai szdmok. Egy szam lanctort alakja pontosan akkor periodikus
(nem feltétlentil az elején kezdddik a periddus), ha mésodfoku algebrai szam.

Pl 1=pl=f.] v2e1=p] 2=ha] V3=pie] V7-[piiid]

Gyakran eléfordul, hogy valamely c irracionalis szdmot racionalis szamokkal szeretnénk kozeliteni. Ha
régzitjuk, hogy a nevezé legfeljebb mekkora lehet, akkor a sz6bajové tortek kdzott 1étezik egy, amelynek
eltérése c-t6l minimalis. Ezt a tortet a ¢ valds szam legjobb kozelitésének nevezzilk. Természetesen egy tortnek
tobb kiillonbozo6 legjobb kozelitése is van aszerint, hogy mekkora nevezét engediink meg. Nevezetes tény, hogy a
legjobb kozelitések a ¢ szam lanctort alakjanak kezdeti részlettortjei.

Pl. j legjobb kozelitései a

1, l+l:2, 1+
1

-

1
1+
1 b

1+ — 1+ _
1+% 1+i 1+ !

141 1+
1

1
1

o] oo

:E, 1+
2

w| o

1+

=

tortek, azaz a E—*l alaki szamok, a szomszédos Fibonacci-szamok hanyadosai.
n

p és e nem raciondlis, sét nem is algebrai szamok. Az ilyen szamokat transzcendensnek nevezziik. Az e
p transzcendencidjat Hermite igazolta 1873-ban, a p-rél ugyanezt Lindemann mutatta meg 1882-ben. p lanctort
alakjaban nem sok szabalyossag fedezhet6 fel:
p =[3,7.151,2921,11,21,3114,21,..],
Az elsd 6t kezdeti részlettértnek megfelels legjobb kozelitd tort:
22 333 355 103993

7' 106 113 33102

Az e szam lanctort alakja sem periodikus, mégis, feltiin benne a szabalyossag:
e=[2121141161181110,..]
és igy tovabb.

Szoftver ajanlé Az e szamitasa lanctort alakjanak kezdeti részlettortjeivel:

program html |  forras
http://matek.fazekas.hu/portal/eloadas/2006/pj/compute

Maple e_maple.html e.mws

Mathematica € mathematica.html e.nb

Axiom e _axiom.html e.input

Alapos kényv a lanctortekrél magyarul (pl. transzcendens szamok konstrukcioja):
Maurer I. Gyula: Tizedes torek és lanctortek, Dacia konyvkiad6, Kolozsvar-Napoca, 1981

A lanctortek elsé eléfordulésai, eredeti cikkek angol forditasai:

D. E. Smith: A Source Book in Mathematics (benne: Bombelli és Cataldi a lanctortekrél), Dover Publications,

New York, 1959 (az 1929-es els6 kiadas valtozatlan utannyomaésa)
http://www.amazon.com/Source-Mathematics-David-Eugene-Smith/dp/0486646904

Cinderella animacio:
http://cinderella.de/files/HTMLDemos/3D04_Kettenbruch.html

Osszefoglalok:

Ron Knott: http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/cfINTRO.html
Mathworld: http://mathworld.wolfram.com/ContinuedFraction.html

Wikipédia: http://en.wikipedia.org/wiki/Continued_fraction

Cut-the-knot: http://www.cut-the-knot.org/do_you_know/fraction.shtml

Darren C. Collins: www-math.mit.edu/phase2/UJM/vol1/COLLIN~1.PDF

Egyéb:
Edward G. Dunne: Zongorak és lanctértek, Mathematics Magazine, vol. 72, no. 2 (1999), 104-115.
http://www.research.att.com/~njas/sequences/DUNNE/TEMPERAMENT.HTML
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Most a korabban emlitett allitasok kozul egyet igazolunk is

VII. Tétel: e irracionalis.

Bizonyitas: Tegytk fel az allitassal ellentétben, hogy e racionalis, legyen nevezéje k.

| 1 1 1 1 1
—=—e=]1+-+—+L+—-—+—F+—
k n 2 k' (k+1)! (k+2)!
PUTRTRO  ( A ¢! kKl .
Szorozzunk be k!-sal és jel6ljik a ¢kH+—+—+ ...+ —* egész szamot N-nel!
e 1 2 klg
1 1 1 1 1
Ix(k -1)!-N = + +L.< + + L=
N = T w2 e e e rp
; 0
:—1 %1+—1 + 9— 1 ¢ 1 T = 1 Xk+1:1_
k+1& k+1 g k+1§1_ 1+ k+1 k k
k+1lg
Mivel Ix(k -D!-N = L + L +L pozitiv egész, ezért ellentmondasra jutottunk. Tehat e tényleg

k+1 (k+D(k+2)
irracionalis.

Bar a téma klasszikus, mégis az mai napig elég sok szamrél —pl.: p +e,exp,p® — elddntetlen a kérdés,

hogy irracionalis-e. € -rél viszont tudjuk, hogy transzcendens.
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Néhany kulonleges, p-t eléallito sor

A n-nek léteznek egyéb elballitasi modjai is:

VIII. Tétel (Gregory 1671, Leibniz 1673)

¥ k
Py 1,11, 40

4 7 35 7 2k+1

Bizonyitas (vazlat)
A fenti formula egy altalanosabb 6sszefliggés specialis esete. Az arctgx fliggvény hatvanysora:
3 5 7
arctgx = x——+X——X—+L
3 5 7
Ez a hatvanysor [x|<1 és x=1 esetén konvergens. Az x=1 helyettesitéssel épp a bizonyitando allitast kapjuk.

Az arctg flggvény a tg fliggvény inverze. Nem nehéz belatni, hogy derivéltja:

¢ 1
(arctg(x)) = o

Masrészt ismeretes, hogy
(l+a)l-a+a’-at+a*-a’+..-a?" ) =1-a%"

amibél az a = x? helyettesitéssel és az n®¥ hataratmenettel adédik az

> flggvény hatvanysora. Ha |x|<1,

akkor:

=1-x2+x - xC @ - x4 .

1+ x?
Minek a derivaltja lehet a jobb oldali végtelen sor? Messzemenéen nem nyilvanvald, de itt is miikddik,
3
hogy tagonként prdbalkozunk: az ,1” az ,x+c;” fliggvény derivaltja, a ,—x*" a —?+c2 flggvenyé ... A

konstansokat 6sszevonva:

3 X5 X?

arctgx=c+x-—+—-—+L,
3 5 7

ahol a c allandé a 0 behelyettesitése utan 0-nak adodik, bizonyitva(?) az allitast.

E kuldnleges Osszefiiggésre a racsgeometria és a szamelmélet mddszereit haszndlé masik bizonyitast irt le
Laczkovich Miklos a Kozépiskolai Matematikai Lapok 1983. évi 3. szdmaban ,,0Osztdk és racspontok” cimmel
megjelent cikkében. A cikk elérhet6 a neten is: http://www.sulinet.hu/komal/.

Sajnos a Gregory és Leibnitz altal talalt sor nagyon lassan tart a p-hez. Machin talalt r4, hogy sorukkal miképp
lehet gyorsabban megkozeliteni p-t.

IX. Tétel (Machin formulaja)

p _ g 19
— = 4xarctgc—+ - arct
4 99 %230,

Ebbél a formulabdl az arctg fliggvényre fent kapott sor alkalmazasaval

é Ei_ 13 %i_ 19 %i 1% 9 ( )k% 4 1

p=4:684_ 10 €5 239°5 €5° 239°5 €5 239 g +|_*=4xg g5 239%
ggs 2394 3 5 7 A 2k+1 !
¢ g

a sor els6 néhany részletdsszege és a hiba:
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p | 381 0,04167094473656659417
1195
5359397032
g | 222297002 -0, 242637329241
064G95T 0.00099562426373292416
g | 36279241713339654 0.00002837573524118658
12184551018734375
, | 76528487109180192540976 0,00000088140761594344
24359780855939418203125
327853873402258685803048318236
288146062787
> | 104359128170408663038552734375 | 0000 002881460627878

A tizedik kozelitédsszegnél a hiba abszolutértéke l,SSXIO'15 alatt van.

| 6. Feladat: lgazoljuk Machin formulajat!

Megoldés

Alkalmazzuk a tangensfliggvény addicios formulgjat, a kétszeres szdg tangensére vonatkoz6 dsszefuiggést!

Ha tg(b) :%, akkor

_ ag(b) _5
thb)—I?@T@s >

tg(4b - Py= fg(ab) -1 = L, amelybél a két oldal arcustangensét véve kovetkezik Machin formulaja.
4" 1+tg(4b) 239

120

— és ehhez hasonléan tg(4b)=—-.Véqil
g(4b) TR

Szoftver ajanlé: A szamitasok lathatok, folytathatok az alabbi fajlokban.

program html |  forréas
http://matek.fazekas.hu/portal/eloadas/2006/pj/compute

Maple pi_maple.html pi.mws

Mathematica pi_mathematica.html pi.nb

Axiom pi_axiom.html pi.input

Ajanlott olvasmany:
Xavier Gourdon & Pascal Sebah: Numbers, constants and computation:
http://numbers.computation.free.fr/Constants/constants.html

ezen belll elsésorban a constants/Archimedes’constant p/The classic period fejezet és a ,,p and its
computation through the ages” cikk: http://numbers.computation.free.fr/Constants/Pi/piCompute.pdf
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Osszefliggések tobb nevezetes konstanssal

A végtelen sorokkal vald jatszadozas veszélyeire, valamint e és p kapcsolatara is utal kdvetkez6 példank. Ha
elébb vizsgalt végtelen sorunkat atrendezziik, akkor megvaltozik az 6sszeg eredménye:

X. Tétel

et 11,2 11,1 1) _priz

5 3 9 13 7 17 21 11 4

Altalaban, ha egy végtelen sor abszoldt konvergens, azaz a sor tagjainak abszolutértékeibsl allé dsszeg korlétos,
akkor a sor ,,blintetlentil” atrendezhetd, azaz 6sszege nem valtozik ilyen modositasnal. Ha azonban a sor nem

abszoldt konvergens, pl. most az

1.1 1 1

I+ +2+=+ 2+,

3 5 7 9

Osszeg értéke minden korlat folé nd, akkor atrendezésekor mddosulhat az értéke.

Az n! fliggvény értékét egy rekurziv eljarassal szamitjuk ki. Ahhoz tehat, hogy kiszamoljuk pl. 2007!-t, ki kell
szamitanunk 2006!, 2005!, ... 2!, 1! értékét is. Lehet-e ezt masképp csinalni? Klasszikus probléma olyan ¢

konstans keresése, amelyre

N
_&no
n!—g—? .
eCyg

llyen univerzalis, n-tél fliggetlen konstans nincs, de majdnem van. Egy hasznos dsszefiiggés, amelyben e és p

egyutt szerepel:

N
XI. Tétel (Stirling-formula): n!» +/2np gﬂg .

eeg
Az elsé néhany n-re:

n n! J2np %Eg

e€g
1 1 0,92213700889578911688
2 2 1,9190043514889831579
3 6 5,8362095913458639956
4 24 23,506175132893293432
5 120 118,01916795759007999
6 720 710,07818464218477371
7 5040 4980,3958316124608996
8 40320 39902,395452656707907
9 362880 359536,87284194826047
10 3628800 3598695,6187410359216
11 39916800 39615625,050577483915
12 479001600 475687486,47277590114
13 6227020800 6187239475,192710268
14 87178291200 86661001740,598787291
15 1307674368000 1300430722199,4658517

A ,»” jel aszimptotikus egyenldséget jelent: a két oldal hanyadosa 1-hez tart, ha n-nel tartunk a végtelenbe.

P(n) az n egész sz&m particidinak szdma, tehat azt mondja meg, hogy hanyféleképpen allithat6 el6 az n egész
szadm pozitiv egészek 0sszegeként, ha a sorrend nem szamit. Pl. P(4)=5, hiszen
4=3+1=2+2=2+1+1=1+1+1+1,

mig P(5)=7, hiszen

5=4+1=3+2=3+1+1=2+2+1=2+1+1+1=1+1+1+1+1

(az egytagu 6sszeg is 6sszeg).
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/o
SR AL

4\/§n

XI11. Tétel (Hardy és Ramanujan, 1918): P(n) »

Az egyenléséq itt is aszimptotikus egyenldséget jelent.

Mathworld a particiés fliggvényrél: http://mathworld.wolfram.com/PartitionFunctionP.html,
a Stirling-formulardl: http://mathworld.wolfram.com/StirlingsApproximation.html.
Wikipédia a Stirling-formularél (magyarul): http://hu.wikipedia.org/wiki/Stirling-formula
a particios fuiggvényrél: http://en.wikipedia.org/wiki/Partition_function_%28number_theory%29

Szoftver ajanlo: A szamitasok lathatok, folytathatok az aldbbi fajlokban.

program html | forras
http://matek.fazekas.hu/portal/eloadas/2006/pj/compute
Maple nfakt maple.html nfakt.mws
Mathematica nfakt mathematica.html nfakt.nb

Matematika Oktatasi Portal, matek.fazekas.hu -1/29-



Pelikan Jozsef: Matematikai konstansok

A Bazeli probléma

A XVII. szdzadban tébbet is megprobaltdk meghatarozni a négyzetszamok reciprokdsszegét, tehat a

i+i+i+|_+i+|_

1?2 2% 3 n?
végtelen Gsszeget. Jacob Bernoulli 1689-ben megjelent kdnyvében mar némi elérehaladast ért el ezzel
kapcsolatban. Eszrevette, hogy

i .1t _ 11
n?> nx(n-1) n-1 n’
ésigy
%+%+%+%+L<1+%1—lg+%i—19+%1—19+...<2.
1 2¢ 3 el 29 e2 3p e3 4y

Az éltala ilymddon exponalt kérdés ,,Bazeli probléma” néven valt hiresse. Majdnem 6tven évet kellett varni, mig
sikerllt meghatérozni a vizsgalt 6sszeget.

XI111. Tétel (Euler, 1734):
2
i+i+i+L+i+l_:p—.
1?2 22 32 n 6
Euler bizonyitadsanak vazlata:
Tekintsuk a
. 2 4 6
sin x X< X" X
X)=>——=1-—+ "+
P(x) X 3 57

fuggvényt. Ismeretes, hogy ha egy polinom gyokei xi, Xz, ..., X» s a polinomnak nincs mas gyoke, akkor ez a
polinom a(x—x1)x (x—x1)*...x (x—X») alakban — Ggynevezett gyoktényezds alakban — irhatd, ahol a megfelels valos
vagy komplex szdm. Ennek az allitdsnak egy variacidja arra az esetre vonatkozik, amikor a polinom konstans tagja
1. Az ilyen polinom gyoktényezés alakjanak kényelmes formaja:

ae1— ingael— igx,..xal— LQ
g X1 g g X2 g § Xn g

Euler a p(x) flggvényt polinomnak kezelte és felhasznalta, hogy gyokei csak a valés sz&megyenesen vannak.
Ottani gyokeit jol ismerjik: +p, +2p, +3p, .... Az x=0 érték gyoke a sinx fggvénynek, de p(x)-nek mar nem, ez
jOl latszik a végtelen sordbdl. Mivel a konstans tag itt 1, igy

p()=f1- X0f s X008 X 08, X 0% X0&, X0,
e P

gé Pgé 2Pgeé ZDﬂg 3|0ﬂg 3P g
azaz

amibél (—p?)-tel valo atszorzas utan kapjuk a bizonyitando allitast.

A Bézeli probléma koényvben és a neten:

Euler: The Master of us all, Mathematical Association of America, Dolciani Mathematical Expositions No. 22,

1999. ISBN 0-88385-328-0,
http://www.amazon.com/Euler-Master-Dolciani-Mathematical-Expositions/dp/0883853280

Ed Sandifer: How Euler did it,
http://www.maa.org/editorial/euler/How%20Euler%20Did%201t%2002%20Estimating%20the%20Basel %20Problem.pdf

Ed Sandifer: Euler’s Solution of he Basel Problem — The Longer Story,
http://www.southernct.edu/~sandifer/Ed/History/Preprints/Talks/N'Y U%20Basel%20Problem%20Paper.PDF

Wikipédia: A Basel probléma (egy masik bizonyités is) http://en.wikipedia.org/wiki/Basel_problem
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XI1. Megjegyzés )
Bemutatjuk az elébb kapott eredmény egy szdmelméleti kdvetkezményét. Allitjuk, hogy annak esélye, hogy két

véletlenszeriien valasztott pozitiv egész szam relativ prim épp % Alabb pontositjuk az allitast.
p

XIV. Tétel: Valasszunk kiaz 1, 2, 3, ..., N egész szamok kdzott kettot véletlenszeriien (mindegyik szam
egyenlé eséllyel vélaszthatd elsének kihlzott szamnak és masodiknak is). Jeldje vy annak valdsziniisegét,
hogy a két szam relativ prim egyméashoz. Ekkor

lim vy = 6
NoY N pz'

Bizonyitas vazlat:
Két szam pontosan akkor relativ prim egymashoz, ha nincs kdzds primosztéjuk. Annak esélye pl. hogy az 1, 2, 3,

..., N szamok kozll egyet kivélasztva paros szamot kapunk > illetve alig tér el ettél (ha N paratlan). Annak

2
esélye, hogy mindkét kivalasztott szam paros %EQ . Végul annak esélye, hogy a két kivalasztott szamnak nem
€

g
k6z0s osztdja a 2
2l 02
1-¢—=
e2p
Ehhez hasonldan, annak esélye, hogy a két kivalasztott szamnak nem kdzds oszt6ja a p prim
.2
210
1- gii .
Pi g

Annak esélye, hogy egyik prim sem kdzos osztd a
10 ¢

gl__zjx(g‘l-izgxgl—izgx....
Pr g P2 g P3 g

végtelen szorzattal egyenlé. Vegyik észre, hogy

l_i_pz—l_ 1 1 1
2~ 2 T 2 T - '
p p p L 1+i+i+i+"_
p?-1 1.1 p> p* p
p2
igy
D T PHTE 7 e Py e e s
Pig P2 g P3 g I e e I B I B e Sk
Pr Pt Py P2 P2 P Pz P3P
_ 1
.11 0101 ’
I+ +>2+ =+ —+ .,
4 9 16 25

hiszen minden négyzetszdm egyértelmiien irhaté fel killonbdz6 primek péros kitevéjii hatvanyanak szorzataként.

A kapott tort a négyzetszamok reciprokdsszegének reciproka, tehat értéke %
p

XI11. Megjegyzés

Olyan szamokbdl, melyek killénbdzé primszamok szorzataként llnak el6 n-ig kb.: %n db van.
p

Matematika Oktatasi Portal, matek.fazekas.hu -1/29-



Pelikan Jozsef: Matematikai konstansok

XIV. Megjegyzés
Bernhardt Riemann (1826-1866) vezette be a

z(s) :i+i+i+L+i+ L
lS 25 35 nS
jelolest. z(s) — ejtsd ,,a Riemann-féle dzeta fuggvény az s helyen” — tehéat egy végtelen 6sszeg, egy hatéarérték.
2
Lattuk, hogy z(1)=¥ és z(2) =%. Megmutathato, hogy ha s>1, akkor z (s) egy véges szam, tehat a hozza

tartozo sor konvergens. A dzeta fliggvény sokat elmond az egész szamok vilagardl, lattuk pl. hogy az 1 helyen
felvett ,,értéke” a primszamok szamaval, 2-beli értéke a relativ primséggel kapcsolatos. Riemann megmutatta,
hogy a dzeta fiiggvény kiterjesztheté a komplex szdmsikra és ott csak s=1-ben van szingularitisa. Riemann azt
sejtette, hogy a dzeta fliggvény minden zérushelye olyan komplex szam, amelynek val6s része Y. Sejtésebol
nagyon erés allitasok kovetkeznének a primszamok eloszlasaval kapcsolatban. A Riemann sejtés mar majdnem
150 éve eldontetlen, a Clay Intézet 1 milli6 dollart ajanlott a megoldénak.

XV. Megjegyzés

A z fliggvény az 1-ben ahhoz hasonl6an viselkedik, mint az 1/x fliggvény a 0-ban. Megmutathatd, hogy
. 19
lim¢z (s) -——= =g,
s®1g ©) s-1g .

ahol a g allandé nem mas, mint az Euler-Mascheroni konstans.

XVI. Megjegyzés

Megmutathat6, hogy
1 1 1 1 p*
z(4)=—+—+—+L+—+L="—
) 14 2t 3 n’ 90

és altalaban z (s) =p* *Q, ahol s paros egész szam, Q pedig racionalis.

7. (Hazi) feladat

Mutassuk meg, hogy a dzeta fiiggvény felirhat6 az al&bbi végtelen szorzat forméajaban (a pn sorozat a
primszdmok sorozata, mindegyik primet tekintetbe kell venni):

2(s) = R :
2 L W B
91—%?91—%?91_ ij__
g PL g g P2 g g P3 g

A Dzeta-fliggvény a neten:

Mathworld: http://mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunction.html
Wikipédia: http://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_zeta function

Tom Apostol verse: http://www.aimath.org/~hughes/poem.html

A Riemann-sejtés a neten:

Wikipédia (magyarul): http://hu.wikipedia.org/wiki/Riemann-sejt%C3%A9s
Mathworld: http://mathworld.wolfram.com/RiemannHypothesis.html

Riemann eredeti cikke: http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Riemann/Zeta/
Clay Intézet: http://www.claymath.org/millennium/Riemann_Hypothesis/
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A ,,nézd és mondd!” sorozat

Ugorjunk a XX. sz&zadba, hogy taldlkozzunk napjaink egy furcsa konstanséval!

irjunk le egy szamjegyekbdl &ll6 sorozatot! P.: 13 2

Most irjuk le, amit latunk! 1 darab 1-es és 1 db 3-as. 1113 4 [2]

Roviden:

Most mit latunk? 3 db 1-es, 1 db 3-as: 3113 4 [1]

Es igy tovéabb: 132113 (6) [1.5]
1113122113 (10) [1.66666667]
311311222113 (12) [1.2]
13211321312113 (14) [1.16666667]

Ezzel a mddszerrel tetszéleges szamjegysorozatbol indulva képezhetiink szamjegysorozatot. Az érdekel ben-
nlinket, hogy milyen hosszu lehet ez a sorozat, le lehet-e irni a hosszat egyszerii ltalanos képlettel. A fenti
példaban a sorok mellé, kerek zéréjelbe irtuk az aktualis sorozat hosszét, szdgletes zardjelbe az egymast kdvetd
elemek hanyadosat.

Szoftver ajanlo:

A http://www.btinternet.com/~sel16/js/looknsay.htm weboldalon talalhatunk egy sorozatgeneralét, ott lekérhetjiik
tetszéleges szamjegysorozathol kiindulva a sorozat elemeit és azt is leolvashatjuk, hogy mennyi az egymast kéveto
sorozatok hosszanak hanyadosa. Az alsd, hosszl sorba beirjuk a vizsgalandé sorozatot és a ,,Look and Write”
gombra valo ismételt klikkeléssel kapjuk az egymast kdvetd elemeket, feltiintetve hosszukat és az egymast kdveto
elemek hosszanak aranyat.

A szamitasok lathatok, folytathatok az aldbbi fajlokban is. Az itt talalhatd Maple és Mathematica fajlokban
nyomonkovetheté a 20. dbra létrehozésa is.

program html | forrés
http://matek.fazekas.hu/portal/eloadas/2006/pj/compute
Maple nezdesmondd _maple.html nezdesmondd.mws
Mathematica | nezdesmondd mathematica.html nezdesmondd.nb
Axiom nezdesmondd axiom.html nezdesmondd.input

Az 13 kezdeti sorozath6l inditva 50 Iéptetés utan 1 766 402 hosszUsagu sorozatot kapunk, amely az el6z6 sorozat
hosszénak 1,3030887 —szerese. A programmal jatszogatva észrevehetjik, hogy az ardny értéke egy id6 utan mar
keveset valtozik.

100000 1.5}
80000 1.4+
60000 1.3}
40000 1.2+
20000 o1l
10 20 0 S 1w xw =m
20. a. &bra 20. b. dbra
Az 13-bdl inditott ,,nézd és mondd” sorozat els6 40 Az 13-b6l inditott ,,nézd mondd” sorozat egymast
elemének hossza kovet6 elemei hosszanak aranya

Egy 1986-ban megjelent irasaban John Conway megmutatta, hogy ha nem a 22 sorozatbdl inditjuk a
rekurziot, akkor az egymast kovet6 elemek aranya mindig ugyanahhoz a 1»1,303577269 szamhoz tart, tehat az

n-edik sorozat hosszat aszimptotikusan a ol képlet adja meg (a sorozat hosszanak és e kifejezés értékének
hanyados 1-hez tart, ha n tart a végtelenhez). A ¢ szam ugyan fiigg a sorozat kezdeti elemétésl, de 1 nem.

Gondolhatnank, hogy a I konstans is transzcendens, de ez tévedés. A I szam irracionalis, de algebrai, a
legkisebb olyan racionalis egyiitthatos polinom, amelynek gyoke a 1 épp 71-edfokd. ime:
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Pelikan Jozsef: Matematikai konstansok

X71 _ X69 _ 2X68 _ X67 + 2X66 + 2X65 + X64 _ X63 _ X62 _ X61 _ X60 _ X59 + 2X58 + 5X57 + 3X56
_ 2X55 _ 10X54 _ 3X53 _ 2X52 + 6X51 + 6X50 + X49 + 9X48 _ 3X47 _ 7X46 _ 8X45 _ 8X44 +
10x* + 6x%2 + 8x* — 5x*0 — 12x3 + 7x38 — 7x37 + 7x + x® — 33 + 10x® + x*¥2 — 6x*!
— 2x30 — 10x% — 3x?8 + 2x%7 + 9x?® — 3x% + 14x%* — 8x?® — Tx? + 9x?0 + 3x19 — 4x18 —
10xY — 7x16 + 12x1% + 7x14 + 2x13 — 1212 — 4x1t — 2x10 + Bx® + X7 — 7x® + 7x° — 4x* +
12x% — 6x° + 3x — 6.

A Conway konstans ennek a csinos polinomnak a legnagyobb abszolutértéki gyoke.

Ajanlo

John Conway eredeti cikke: "The Weird and Wonderful Chemistry of Audioactive Decay" (az Open Problems in

Communication and Computation kotetben, melynek szerkesztéi Thomas M. Cover, B. Gopinath, Springer

(December 1987) ISBN: 0-387-96621-8).
http://www.amazon.com/Problems-Communication-Computation-Thomas-Cover/dp/0387966218

Wikipedia a Nézd és mondd sorozatrdl: http://en.wikipedia.org/wiki/Look-and-say sequence

Mathworld a Nézd és mondd sorozatrdl: http://mathworld.wolfram.com/L ookandSaySequence.html

Sorozatgenerator: http://www.btinternet.com/~se16/js/looknsay.htm
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