Laczko Laszl6: 1smételjiuk a geometriat egy feladaton keresztil!

Laczko Léaszlo
| smételj ik a geometriat egy feladaton ker esztll!

K észiilt a Fazekas Mihaly Oktatasi Kulturalis és Sport Alapitvany tamogatasaval
Az dbrék elektronikus valtozatét Véges Marton (2009c) didk készitette

A feladat

Az ABC hegyesszogii haromszog C-nél levé szbge 45°. M a hdromszig magassagpontja.
Bizonyitsuk be, hogy CM = AB!

I. megoldas

A BM szakasz hossza legyen X, az MTg szakaszéy. BTzC
haromszdg egyenl 6 szarl, derékszogi. Ezért CTg hossza x+y.
Az ATgM hdromszog is egyenl§ szaru, derékszogii. Ezért
ATg=y. A CMTjg, ATgB haromszigek egybevagok, mert két-két
oldaluk és kdzbezart szogik egyenls. Ezért AB=CM.

I1. megoldas

TsBAD = ACMD, mert meréleges szarll hegyesszogek. Az

ATgB, CMTg hdromszdgek derékszdgliek és még van egy-egy
egyenl6 szoguk, réadasul a BT és CTg egymasnak megfelel6 c

oldalak egyenléek (a CBTg haromszog egyenl6 szaru ) ) T .
derékszogii) ezért akét haromszog egybevagd. Ebbdl Azl Il. éslll. megoldas abrgja
kovetkezik, hogy CM=AB.

[11. megoldas
Az AC, CB oldalak hosszét jeldlje b ésa. ATAC egyenl6 szaru derékszogii haromszdg, ezért

CT, = L BT,=a- i BTAM egyenl6 szér( derékszogii hdromszog, ezért MT, =a-

72 2

Felirjuk a cosinus téelt az ABC haromszogre:
(*) AB? =a’+Db’- 2abcos45° = a’ +b?- aby/2 =

b
NPt

b & b &
=&L2.%- L2 —cm2 A
&V2g & 2g
Az utolsd egyenl 5ség a CMT, derékszogii héromszogre felirt 45°
Pithagorastétel. A (*) sor el ére és végére nézve latjuk, hogy A
mar készen vagyunk.

7 / TC
V. megoldas | M_-
Tlkrozzik az M pontot a CB oldalra, atikorképet M’ jeldli. \
Ismeretes, hogy M’ a hdromszog koré irt kéron van. CM =
CM’ atikrézés miatt. CAMDP = 45°, AB=CM’, mert
mindegyikhez 45°-0s kerileti szog tartozik. igy AB=CM. C = B
w

AlV. megaags abrga
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V. megoldas

A CM szakaszt CB olda felezépontjéra tikrozve
kapjuk BM’-t. M" akorulirt kéron van. Tudjuk,
hogy AM’ &méréje akornek, ezért M’BAD = 90°.
AM’BD = 45°, mert AB ivhez tartozo6 kerll eti

sz6g. AM’ B egyenl 6 szér( derékszdgii hdromszog,
ezért BM’ = AB. A tikkrozés miatt CM = BM’, ezért
készen vagyunk.

V1. megoldas

Legyen O a hédromszdg koré irhat6 korének
kdzéppontja. Az OM vektort jeléljem, az
6&, FB, o?, CM vektorokat a, b, cd. ,
Felhaszndljuk, hogy m=a + b + c. Ebbél pld Az V. megoldés dbréja
d=m-c=a+b+c-c=a+h AB=Db- a Az

a ésb vektorok altal kifeszitett paralelogramma egyik éatléja AB, améasik CM. A kertleti és kbzépponti

szogek tétele miatt BOAD = 90°. igy az a és b vektorok dltal kifeszitett paralelogramma négyzet, mert
az a, b vektorok hossza a koré irt kor sugaréval egyenl6. A négyzet étloi egyenléek, igy AB = CM.

A VI. megoldasésaVll. megoldésébr@ai

VII. megoldas

Az M pontat CB, CA egyenesekre tlikrozve kapjuk az M’, M” pontokat, melyek a koré irt korén
vannak. M” CM’'D atiikrézés miatt a BCAD dupldja, azaz 90°, ezért Thalestétele miatt M'M” améro.
A tikrozés miatt M’ CM” h&romszog egyenl6 szard is. Haakoér sugara R, akkor M'M” = 2R, és

CM =CM'= Rx/2. Az AB oldalhoz tartozé kerileti sz0g 45°, ezért AB = 2Rsin45° = V2R igy
AB =CM.
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VIIl. megoldas B(b;b)
Az ABC haromszoget Ugy helyezzik e a
koordiné&arendszerbe, hogy C az origbba, CA az 45°
X tengely pozitiv részére kertiljon, B pont az 'y =
x egyenes elss negyedben |évé részén legyen. T,
Koordinatékkal: B(b;b), A(a;0). CB egyenes
egyenletey = x. M pont els6 koordindgab. AM
egyenes merdleges CB-re, ezért egyenletey = a Mt )
—X. Azx=bésazy=a—Xxegyenesek
metszéspontja adja az M magassagpontot,
melynek masodik koordinédtgja (a—b) lesz. A és

B pontok tavolsaga +/(a- b)? +b? ,CésM c* : A@0) >

pontok tavolsdga 1/b? + (a- b)? . Lathato, A VIII. megoldés dbrgja
hogy AB = CM.

I X. megoldés

Tekintsllk az ABC haromszoget a koré irt korével egyitt, melynek kézéppontja O. AB-t O korll 90°-
kal a haromszog korilljarasaval ellenkezé irdnyban elforgatjuk. B elforgatottja B’, A elforgatottja A
legyen, B' egybeesik A-val. BAA'D = 90° aforgatés miatt, ezért Thalestétel miatt BA” ameéré. CM
parhuzamos B’ A’ egyenessel, mert mindketten AB-re merélegesek. BCA'D Thalestétele miatt 90°. AM
magasség meréleges BC egyenesre, ezért AM parhuzamos CA’ egyenessel. A B’ A'CM négyszog

para elogramma, mert szemkdzti oldalai parhuzamosak. igy CM = A'B’ = AB.

A IX. megoldasésa X. megoldas dbrgja

X. megoldas

Legyen O ahé&romszog koré irhatd kor kozepe, F az AB oldal felezépontja, Sa haromszog sulypontja.
M a haromsz6g magassagpontja. Kerlleti és kozépponti szbgek tétele miatt AOB derékszogii
haromszdg, és egyenl6 szart. 20F = AB, mert OF az AB Thales kdrének sugara, AB pedig az &méréje.
Tudjuk, hogy az Sre vonatkozd (-2) szeres hasonlésag FO-t CM-beviszi. igy CM = 2FO = AB.
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XI. megoldas
A hdromszég oldalai a szokasos betiizés szerint a, b, c. CT,A hdromszog egyenl 6 szar(, derékszogi,

ezért CTo=ATp= CT, = AT, = \/bE BT.MTc négyszog hlrnégyszog, mert van két szemkozti

derékszoge. C pontnak a hirnégyszog koré irhat6 korére vonatkozé hatvanya

CM xCT. =CT, xCB = aTZb = absin45° = 2T 5., ahol Tasc ahéromszog teriilete. Ebbdl
kovetkezik, hogy CM>CTc = 2Tagc Ezt rendezve CM = 2T pec =C ’CTg =c=AB.
CT. CT.

A

A XI. megoldas és a X11. megoldés dbr§a

XI1. megoldas

A haromszog jel6léseai legyenek a szokasosak. M legyen a haromszog magassagpontja, T az A

csticshoz, Tg a B csticshoz tartozd magassag talppontja. CAT, haromszog és CBTg hdromszog egyenlé
b ., a

2 és CT, 2

Az ABT AT négyszog hurnégyszog Thales tétel miatt, erre a hurnégyszogre alkalmazzuk Ptolemaiosz

tétel ét: TaTzAB = AT oBTg— TgAXAB.

TaTg hirhoz a CTAMTg hirnégyszog koré irt korében 45°-os kertleti szog tartozik. A kor &méréje

sz&r( és derékszogii. Ebbél kdvetkezik, hogy CT, =

. : M .
CM, ezért TATg=CM * sind5° = T, T, =CM >8in45° = C— Felhaszndljuk, hogy

NG

ao ae bo_3ab a b’
T,AXT,B= a% — = A megfelel6 értékeket beirva a Ptolemaiosz
\/_ﬂ e 28 2 V2 V2
CM a2 +b*- /2ab
tételbe, a kovetkezé egyenl 6séget kapjuk: —— xAB = .
egyenioseget Kap) NA 2

A jobb oldal szamlé ja az ABC haromszogre vonatkozo cosinus tétel szerint AB? —tel egyenl 5. Ebbdl
kovetkezik, hogy AB = CM.
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XI11. megoldas

M legyen a hdromsztg magassagpontja. A CB olddra
tikrozzik az ABC haromszoget, A’ legyen A tikorképe.
CAT,D ésatikorképe, CA'TAD is45°, sét CBTgD is
annyi. Ezért CM szakasz 45°-0s |atokorén van B és A'.
A'CAD=90 ° atiikrozés miatt, ezért BM szakasz
parhuzamos A’ C szakasszal, igy CMBA’ hlrtrapéz,
melynek szérai CM és A’ B egyenl6ek. Ezért AB = CM.

X1V. megoldas

Tekintsllk ABC hadromszdget a koré irt korével egylitt AB
hiarhoz 45° kerilleti sz6g tartozik, ezért AB akorbe irt
négyzet oldalaval egyenl 6. Rajzoljuk be az ABKL
négyzetet! A C-bol indulé magassag LK oldalt T-ben, AB
oldalt Tc-ben akoré irt kort M’ -ben metszi. M’ az M
magassagpont AB oldalra tiikrézott képe. A tikrozés ésa
szimmetridk miatt CT = Tc M’ = MT¢. Az egyenl6
szakaszokbdl kdvetkezik, hogy CM = KB = AB.

459

o\ [45°
T

A

o

45°

A

A XI1I1. megoldés dbrgja

>

45°

A XIV. megoldas ésa XV. megoldas dbrgja

XV. megoldas

M legyen a hdromsztg magassagpontja, CATAD = CBTgD = BMT,D = 45°. Ké szakasz
egyenl 6ségéhez elég megmutatni azt, hogy van olyan pont, ami koril az egyiket a masikba 90°-kal

tudjuk forgatni. Ez jelen esetben a T, pont, ezért CA = AB.
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XVI. megoldas

M legyen a hdromszg magassagpontja, T, az A cslicshoz tartozé magassag, Tg a B-hez tartozé
magassag cstcspontja. CAT,D = 45°. ATsTAB négyszdg és CTMTg négyszdg is hirnégyszog Thales
tétele miatt. Az els6 kdrnek AB, a masodiknak CM az atmérdje. TeT szakasz a két kor kézos hirja,
melyhez mindkét kdrben 45°-os kerlleti szog tartozik. Ezért a két kor &méréje AB illetve CM is

egyenl6k.

A
XVI1I. megoldas 45°
M legyen a hdromszg magassagpontja, To az A T,

csticshoz tartozé magassag, Tg a B-hez tartozo

magassag talppontja. CAT,D = 45°. ATgTAB [
négyszog hurnégyszog, CTaMTg négyszig

harnégyszog Thales tétele miatt. Az els6 koérnek M
AB, amasodiknak CM az atméréje. TsTAAD a
TsM hur ésa TgA hur keriileti szbge az egyik, / ‘w
illetve amasik korben. T;,AMP = TgMAD = 45°, |
ezért TeA = TgM. Egyenld szakaszok c\ :
ugyanolyan szogt | atokoreinek améroi

egyenlok, ezért AB = CM.

A XVI., XVII. megoldasok &bréja

XVIII. megoldas
M jeldli a magassagpontot, Ta, Tg, Tc a magassagvonalak
talppontjait. A CMA, BMA haromszdgeknek az A-nél fekvo
kdzos szogukon kiviil van még egy-egy derékszoge, igy a
harmadik sz6glk is egyenl:

ACMD = ABMD =a.
Az AMBD az AMTg haromszog kiilss szoge, igy 135°. irjunk
fel két szinusz-tételt:
sna _ AM (

o\ [45° CMAD:

T, B snas’ CM Lp  ag=cw.
A XVIII. megoldés &brgja BMAD: =

sn135 ABD

XIX. megoldas

Huzzuk meg az MK pérhuzamost a magassagponton at a
BC oldala. Az MKC, AMB haromszogek hasonl 6k, mert b
szogeik egyenlok: az KMCD, MABD szogpér ésa KCMD, Tg "
MBAD szdgpér is meréleges szard. A KMA hédromszog .
szbgei aapjan egyenl 6 szér( derékszogii haromszog, azaz X X
KM = MA. Ezért az MKC, AMB haromsztgek T,
egybevagbak: CM = AM. K 45° .

A XIX. megoldas ébrga

A XVIII., XIX. megoldésok atorokbainti Baint Méarton Alt. és K6zépiskola didkjaitdl, Kiss
Gabriellatdl, ill. Vagd Lajostdl, Szomju Laszlé tanitvanyaitdl szarmaznak.
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