Reiman Istvan: Az elemi sikgeometria és a kUpszeletek...

Reiman | stvan

Az elemi sikgeometria és a kupszeletek elméletének egy
kapcsolatar ol

A kupszeletek elméletének szinte minden |ényeges Osszefliggése levezetheté B. Pascal (1623-
1662) egy tételébol, amely igazaban az idedlis (végtelen tévoli) térelemekkel kibévitett sikon,
az Un. projektiv sikon hatésos. A bévités Ugy torténik, hogy a sik minden, parhuzamos
egyenesekbdl allo sugérsordhoz hozzarendel tink egy idedlis pontot, amely rajta van a sugarsor
0Osszes egyenesén; egy idedlis pontot tehat a sik egy egyenesével (és avele parhuzamos
egyenesek barmelyikével) adhatunk meg. Egy kdzonséges pontot egy idedlis ponttal Ggy
kotlnk 6ssze, hogy a ponton & parhuzamost hiizunk az idedlis pontot megadd egyenessel. A
sik idedlis pontjainak a halmaza a sik idedlis (végtelen tvoli) egyenese; ez koti 6ssze a sik
barmely két idedlis pontjat.

A kovetkezékben hatszognek neveziink egy megadott sorrendi hat pontbdl alo
alakzatot, a pontok a hatsztg cstcsai (k6zottik nem lehet harom kil 6nbdzé egy
egyenesen). A cstcsokat az 1, 2, ..., 6 szamokkal jel 6ljik, a szomszédosakat 0sszek6td
egyenesek a hatszog oldalai.

A fenti értelemben vett hatsz6g Pascal-féle (P-hatszog), haaz 12 és 45 egyenesek X
metszéspontja, a 23 és 56 egyenesek Y metszéspontja és a 34, 61 egyenesek Z
metszéspontja egy egyenesre illeszkednek (P-egyenes). A hatsztg cslicsal és oldalal
kozott idedlisak is lehetnek.

Pascal tétele (P-tétel) ma hasznalatos forméjaban a kdvetkezo:

1. tétel

Hat pont akkor és csakis akkor van egy kupszeleten, ha az dtaluk meghatarozott
hatsz6g P-hatszdg.
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Itt megenged; Uk két szomszédos cslics egybeesését is; a két egybeest cslics 6sszek6td
egyenesenek ebben az esetben a pontbeli klpszel etérinté szamit (egy, két vagy harom
egybeesés | ehetséges). A P-tétel bizonyitédséra szamos modszer ismeretes, egyik pl.
megtal dhatd Haj6s Gyorgy: Bevezetés a geometriaba c. kdnyvében.

A P-hatszdg négy aapveté tipusa (az egybeeseseket tekintve) az 1a-1d. abrainkon |athato.

p e, e S
1b. dbra 1c. dbora 1d. &ora

A kovetkezékben felhasznaljuk, hogy a projektiv sikon az ellipszisnek nincsidedlis pontja, a
parabolanak egy van (ez atengely pontja és ebben a pontban az idedlis egyenes érinti a
parabolét), a hiperbolanak két idedlis pontja van, ezekben az érinték az aszimptotak. Alapveto
tulgjdonsaga a kupszel eteknek, hogy 5 ponton at (3 nincs egy egyenesen) pontosan egy
kupszelet megy. Pontegybeesések esetén négy pont és egyikben az érinté vagy adott harom
pont esetén kettében az érint6 egyértelmiien meghatérozzak a klpszeletet. Az 1a-1c dbrak ugy
is olvashatok, hogy ezekben az esetekben hogyan lehet a kUpszelet egy hatodik pontjét
megszerkeszteni.

Még egy gyakran hasznalt fogal om:

asik négy pontja (h&rom nincs egy egyenesen) Un. teljes négyszoget alkot, a pontok a
négyszog cstcsai, két cstcs 6sszek6to egyenese a négyszog oldala (6 van!), két oldal
szemkozti, ha nincs kdzos cslicsa, a szemkozti oldalak metszéspontjai a négyszog
atléspontjai (3 van), két cstcs dtal meghatérozott szakasz felezépontjét az oldal
felezépontjanak mondjuk.

Az elemi geometriai kapcsolatok vizsgalatat kezdjik egy specidlis teljes négyszoggel :

egy (nem derékszogii) haromszdg hdrom cslicsa és magassagpontja ortocentrikus
(magassagpontos) pontnégyest alkot,

barmely harom a kotta h&romszognek ui. a negyedik
magassagpontja. Jol ismert, hogy ennél a négyszdgnél az
oldalfelez6 pontok és az étlspontok (a magassagok
talppontjai) egy koron vannak; ndlunk ezt a kort Feuerbach-
kornek (F-kornek) nevezik (2. dora). Megfigyel hetjik, hogy
az ortocentrikus pontnégyes mind a négy haromszdgének
azonos az F-kore, mindegyik sugara a koré irt kor sugaranak
afelével egyenld.

Az F-korok abrgjat figyelmesen szemlélve felmertl bennlink,
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hogy hogyan vatozik az &bra, haaD pontot elmozditjuk. A 3. dbrén elvittik aD-t a
magassagpontbodl, és most gy tiinik, hogy ajeldlt pontok egy ellipszisen vannak. HaD a
haromszdg sulypontja, egy sok nevezetes tulgjdonsaggal rendelkezé ellipszist, a Steiner-
ellipszist kapjuk. Legyen most D a hdromszogon Kivdl, itt Ggy latszik, hogy a9 pont egy
hiperbolén van. Ezek a sejtések a kupszeletek el méletének egy mélyebb tétel ével va dban
igazol hatok.

3. dbra 4. dbra

Eqgy teljes négyszog csticsain &mend kupszel etek halmazét speciélis kipszel etsor nak
nevezzuk.

Itt a kUpszel etek kozé szamitjuk a két egyeneshdl allo an. elfajult kipszeleteket is, ezek kdzéppontja a két egye-
nes metszéspontja.

A kupszeletsor egyedei (anégy aappont kivételével) egyrétiien fedik |e a sikot; elméetik
alapveté tétele szerint a kUpszeletsor egyedeinek a kdzéppontjai egy kilpszeleten, az Un.
kozépponti kupszeleten vannak, ez &megy ateljes négyszog hat oldalfelezé pontjanis. Meg
fogjuk mutatni, hogy

2. tétel

a) az ortocentrikus pontnégyesen ameno
kipszeletek derékszogfi hiperbolak* (az
elfgjult kipszel eteken kivll) és

b) k6zépponti kipszeletilkk a pontnégyes
F-kore.

A 2. tétel a) részének bizonyitasa®

Mar szemléletesen is nyilvanvald, hogy a
pontnégyesen konvex gorbe (ellipszis, parabola)
nem mehet &, tehét csak hiperbol&rdl lehet sz6.
Hogy minden rajta &mené hiperbola derék- \
szogii, azt a P-tétellel igazoljuk. Megadunk egy

hiperbolat az 1234 ortocentrikus pontnégyessel

és egy 5-6sidedlis pontta (5. dora), és

megszerkesztj ik azt a P-hatszoget (az 1la. dbra 54 4bra

! Derékszogii hiperbola: olyan hiperbola, amelynek két aszimptot4ja egymasra mersleges
2 A 2. tétel b) része akéssbb kdvetkezd 4. Lemmaigazolasaval lesz bizonyitva
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tipusat), amelynek az 56 egyenese az idedlis egyenes. El6sz0r az 12 és 45 egyenesek X met-
széspontjét, majd a 23 és 56 egyenesek Y (idedlis) metszéspontjét jel6ljik meg; a P-egyenes
az XY egyenessel azonos, ezt a 34 és 61 a Z pontban metszi, 61 kijel6li a 6-ost tartalmazd
aszimptotairényat. Ez merbleges az 5-0s irdnyara, azaz a 4X egyenesre, mivel X az 174
haromszdgben magassagpont. Az 1234 pontokon amené hiperbola ezért derékszogii.
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E tétel megfordithatdsaganak bizonyitasa €l étt a derékszogii hiperbola néhany érdekes tulgj-
donsagara hivjuk fel afigyelmet. Lattuk mér a derékszogii hiperboléknak az ortocentrikus
pontnégyesekkel valé kapcsolatat, erre utal a kovetkezo észrevéte is:

1. Lemma
a derékszdgii hiperbolaba irt minden hdromszég magassagpontjais a hiperbolan van.

Ennek igen egyszerti a bizonyitasa: minden derékszdgi hiperbola egyenlete az aszimptotak
koordinatarendszerében az egység megfelel¢ va asztdsa mellett xy = 1 alakd, legyen harom
pontja: A(a,1/a), B(b,1/b), C(c,1/c). A szokasos iskolai mddszerekkel szamolvaa
magassagpont koordinataira (-1/abc,-abc) adddik, ami nyilvan kielégiti a hiperbola
egyenletét. Eredményiinkbdl az is kiolvashatd, hogy a gorbék kozll csak a derékszogi
hiperbolaknak van meg ez a tulgjdonsaga.

A tovébbiakban felhaszndljuk a kdvetkez6 segédtételt:

2. Lemma
a hiperbola barmely két pontjan &mené egyenesnek az aszimptotétdl a hiperboléig
terjedd szakasza mindkét aszimptota esetén ugyanakkora.

Ennek bizonyitasara nézzik a kovetkezé (1c. tipust) P- 2,0 A
hatsz6get (6. abra): a hatszog két egybeest cslicsa az egyik o | Ip
aszimptota 1,2 érintési pontja, masik egybeesé cslicsparjaa g,[ |
maésik aszimptota 4,5 érintési pontja, a pontok természetesen '.‘xja l
idedlisak, két kozonséges pontja pedig 3 és6, Az 12 és45 .- | ’L‘ .- -
egyenesek metszéspontja a hiperbola O kbzéppontja, a23és | | | “KI
56 metszéspontja Y, a 34 és 61 metszéspontjaZ. O, Y, ZaP- A >
egyenesen vannak; a 3Y6Z négyszog para elogramma, ( Va *_ T
kozéppontjaK és K3 = K6. A parhuzamos szel 6k tétel ébdl A I D
KY:YO = K3:3B = K6:6A, s mivel K3 = K6, ezért ebbd| 3B = Gg—H~4 4,5
6A, amivel dlitdsunkat minden hiperboléraigazoltuk. 5 b

. dbra
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Abrankrdl leolvashatd a kovetkezd szerkesztés:

1. Szerkesztés

egyenesen Ujabb hiperbolapont szerkesztheto.

ha adott a hiperbola két aszimptotéja és egy pontja, akkor a ponton amené tetszéleges
egyenesen a pont-aszimptota tavol sdgnak a masik aszimptotétdl valo felmerésével az

Megjegyzés: itt nem hasznaltuk ki a hiperbola meréleges voltat.

Még egy fontos hiperbol a-szerkesztés olvashato le a 6. &oréardl:

2. Szerkesztés

totak A, ill. B pontjat metszi ki,

ha adott a derékszdgi hiperbola O kézéppontja és két pontja, pl. 6 és 3, akkor a 36
szakasz K felezépontja koril KO sugérral szerkesztett kor a 36 egyeneshbdl az aszimp-

tehat az aszimptoték egyszertien szerkeszthetok. Itt felhasznéltuk, hogy a derékszogi

hiperbolét k6zéppontja és két pontja egyértelmien meghatarozza.

A hiperbolaszel 6 tulgjdonsagabdl kdvetkezik (tovabba abbdl, hogy a hiperbolé egy
aszimptot§a és hdrom pontja egyértel miien meghatérozza), hogy

3. Lemma (T-feladat)

nesen lesznek (ti. amasik aszimptotan),

ha egy haromszdg ol dalegyeneseit egy a egyenessel elmetsszilk és a metszéspontokat a
haromszdg megfelel6 oldalfelezé pontjara tikrozzik, akkor atukorképek egy b egye-

ezt T-feladat néven fogjuk még emliteni. Most bebizonyitjuk, hogy

4. Lemma

(7. dbra).

a derékszdgii hiperbolaba irt haromszog F-kdre tartalmazza a hiperbola kzéppontjét

A beirt hdromsz6g cslcsai: A, B, C, oldalfelezé pontjai: X,
Y, Z, ahiperbola kbzéppontja O. Az AC egyenes az
aszimptotékat a P1, P,, a BC egyenes a Q1, Q. pontokban
metszi. A szel6k el6bb igazolt tulajdonsagaibdl kdvetkezik,
hogy X, Y, Z aszel6szakaszokat isfelezi, és Thalész tétele
alapjan dlithatjuk, hogy az a-val, ill. b-val jel6lt sz6gek
egymas kozt egyenl5k. Allitasunk igazol aséra elegendd
megmutatnunk, hogy OYXZ hirnégyszog, azaz YOZ D +
YXZ B =180°. A kilssszog-tételbdl P1P,Q, B =90° + b és
YCZD =90° + b +a. Mivel XYCZ paralelogramma, YXZ b
=YCZD =90° + a + b, é&sminthogy YOZbD =90° + b,
YOZ b + YXZ b= 180°, ABC F-kore tartalmazza O-t. Ezz€l
igazoltuk, hogy az ortocentrikus pontnégyeshez tartozo
kozépponti kipszelet az F-korrel azonos.

7. dora
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A 7. dbra dapjan megadhatjuk a T-feladat egy nehezebb vatozatanak a megoldéasét: egy adott
haromszdghoz szerkessziink meg egy a egyenest Ugy, hogy ennek az ol dal egyenesekkel
képezett metszéspontjait az oldalfelezé pontokra tilkrozve atikorképek az a-ra meréleges

b egyenesen helyezkedjenek . (A megoldast szolgéltato derékszogii hiperbola kdzéppontjét a
haromszog F-korén kell valasztanunk.)

A projektiv geometria egy mélyebb tétele szerint

Segédtétel
tetsz6leges teljes négyszog csticsain megy a derékszogi hiperbola

A bizonyitottak szerint ezért a cslicsokbdl képezheté négy haromszog F-koreinek at kell
menni Uk a hiperbola kézéppontjan, ezért minden négyszognél a négy F-koér egy ponton megy
a. (Ennek elemi bizonyitasa nem tdl egyszerii). Szokas ezt a kzos pontot a négyszog F-
pontjanak nevezni. Viszont ennek az észrevételnek afelhaszndldsaval meg tudjuk szerkeszteni
anégy ponton atmené derékszogii hiperbola kézéppontjét és segédtétel link alapjan az
aszimptotéit is. Az aszimptotak egyébkeént megoldast adnak a kovetkezé nehéz feladatra: egy
tetszéleges négyszdghtz szerkessziink olyan egyenest, hogy a négyszog ol dalegyeneseivel
képezett metszéspontjait a megfelel6 oldalfelezé pontokra tikrozve a tikorképek egy
egyenesen helyezkedjenek €.

Segédtétel tink aapjan kimondhatjuk a kovetkezoket:

3. Tétel

Szerkessziink koroket egy tetszéleges teljes négyszog oldalfelezé pontjai korl,
amelyek &mennek a négyszog F-pontjan és jeldljik meg minden oldalon a
felez6pontja korll rgjzolt kor két metszéspontjat. Az igy nyert 12 pont hatosaval egy-
egy egyenesen helyezkedik €, ez akét egyenes meréleges egymaésra és atmegy az F-
ponton (l&sd a 8a. dbrat).

8a. dbra

Az ABCD teljes négyszog oldalfelezd pontjai Fag, Fac,
Fap, Fec, Fep, Fep, az ezek koré irt F-en a&mend korok
kABl kACl kADl kBC! kBDl kCD'
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Ez tulajdonképpen el6z6 észrevétel link atfogal mazasa.
Az el6bbi tétel bizonyitasa még egyszeriisitve sem tdl konnyi:

Feladat

Az ABC h&romsztg magassagpontja D, AB felezépontjaF. Az AC, BC, DA, DB, DC
szakaszok felezépontja korll rendre szerkessziink olyan kort, amely amegy F-en, és
jeldljuk meg a kér metszéspontjait a kdzéppontot tartalmazd egyenessel. Bizonyitsuk
be, hogy az igy kapott 10 pont ké&t, az F-en &mené egymasra meréleges egyenesen
van (8b. abra).

8b.dbra

A fenti tételek egy részének az igazol asaigen leegyszeriistdik, ha a sz6ban forgd négyszogek
cstcsai egy koron vannak, tehét egy kor és egy derékszogi hiperbola metszéspontjai. Ismere-
tes, hogy ha egy ABC hdromszog csticsaiba a koré irt kor kozéppontjébdl rendreaz a, b, ¢
vektorok mutatnak, akkor sulypontjanak helyvektora (a+b+c)/3, az F-kér kbzéppontja
(a+b+c)/2 és a magassagponte a+b+c (|a = |b| = |c| = R, akdré irt kor sugara). Ennek
felhaszndlésaval kdnnyen megmutathatjuk, hogy a hdrnégyszog F-pontjanak helyvektora
(atb+c+d)/2. Mivel pl. az ABC haromszog F-kdrének kdzéppontjaba az (a+b+c)/2, a
hurnégyszdg F-pontjat az ABC F-pontjaval 6sszekoto vektor (a+b+c+d)/2-(at+b+c)/2 = d/2 és
|d/2| = R/2, arészharomszogek pontjai R/2 tavolsagra vannak a hurnégyszog F pontjatdl,
ezért mind a négy haromszog F-kdre &megy a négyszog F-pontjan. Ez azt isjelenti, hogy a
részharomszogek F-koreinek kézéppontjai egy R/2 sugart kéron vannak, ezt a négyszog F-
korének nevezik. A hurnégyszog F-pontja a csticsain amend derékszogi hiperbola
kozéppontja. F szerkesztése egyszerii, mert a négyszog koré irt kor kdzéppontjanak
astlypontra (helyvektora (a+b+c+d)/4, egyébként a kdzépvona ak metszéspontja) vonatkozd
tikorképe.

Ha a hurnégyszog cslcsait az F pontra tikrozzik, a részharomszogek magassagpont;jait
kapjuk, hiszen F helyvektora (a+b+c+d)/2, ami éppen ad és a+b+c szdmtani kdzepe. Mivel F
a hiperbola kdzéppontja és igy D tikorképe is a hiperbolan van, azt kapjuk, hogy minden
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részharomsz6g magassagpontjais rajta van a hiperbolan (ezt egyébként mar igazoltuk). A
tikrozés egybevagosag, tehat egy tetszéleges hurnégyszog részhdromszogeinek magassag-
pontjai az eredetivel egybevagb négyszog cslicsai. Megjegyezzilk, hogy az F pont jellemzé
tulgjdonsaga még az is, hogy barmely oldalfelezé ponttal tsszekotve a szemkozti oldalra
merdleges egyenest kapunk.

(Abréinkon az egyszertiség kedvéért avizsgalt alakzatot a hiperbola egyik agéan vettik fel,
bizonyitéasaink |ényegtelen vatoztatasokkal azonban akkor is érvényesek, ha azok két
kil6énboz6 &gon helyezkednek €l.)
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