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Jegyzetek egy matekor ar ol
A zsebradiotol Turan tételéig

Lejegyezte és kiegeszitésekkel ellétta: Meszéna Balazs
A katedran: Pataki Janos

A grafokat rengeteg életszagu pél da megol dasaban tudjuk segitségil hivni. Erre nézzink egy
példat:

Alapfeladat

Van egy zsebradionk, ami két elemmel mitkodik. A fidkunkban van 8 elem, amibél 4
jo dlapotban van, 4 pedig kifogyott. Azonban az elemek 6sszekeveredtek, nem tudjuk
melyik j6, és melyik haszndlt. Csak a kovetkezéket tehetjik: egy kisérlettel 2 elemet
bel etehetlink a radidba. Addig probalkozunk, amig meg nem szolal aradié. A kérdés
az, hogy ha okosak vagyunk, hany kisérlettel sz6lal meg aradio biztosan?

Szamozzuk meg az egyszertiség kedvéért az elemeket: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Egy kis gondolko-
das utan a kovetkezo taktikék juthatnak az esziinkbe:

|. megoldas (r észleges)

Vegylnk egy elemet, pl. az 1-est. Ezt prébaljuk ki 6t mésikka (pl. 2, 3, 4, 5). Haezen
probakozasok egyikére sem szolal meg arédio, akkor 1-es hiztos, hogy rossz (kiil6n-

ben 6t rossz elemiink lenne). Most vegyik a 2-es elemet, ezt probdjuk négy mésikkal (csak
neaz 1-esdl, pl. 3, 4, 5, 6). Hanem szélal meg aradionk, akkor 2-esisrossz. A 3-mas
elemmel mér csak harom Kisérletet (4, 5, 6) kell végeznink, hogy megdllapitsuk rossz-e. A 4-
essel pedig csak kettét (5, 6). Haeddigi probékozésaink egyikére sem szolalt meg aradio,
akkor tudjuk, hogy 1, 2, 3, 4 elemek mindegyike rossz. Tehat ha ezeken kivil barmely két
elemet helyeziink a rédioba, az meg fog szélalni. Ez 15 probalkozas.

I1. megoldas (részleges)

Vegylnk négy elemet (1, 2, 3, 4), és prébajuk ki mindegyiket mindegyikkel, ez hat préba. Ha
aradié nem szélal meg, akkor anégy kozul harom biztos, hogy rossz. Te-

hat atdbbi négy kozott (5, 6, 7, 8) legfeljebb egy rossz van. Ha pl. 5-6s és 6-0s elem-

mel nem szélal meg aradi6, akkor 7-essel és 8-assal biztos. Ez mar csak 8 kisérlet!

[11. megoldas (r észleges)

Most vegyiink hdrom elemet (1, 2, 3), és prébaljuk ki mindegyiket mindegyikkel. Ha rédionk
nem szolal meg a harom probakozas egyikére sem, akkor a hdrombadl kett6 biztos, hogy
rossz. Ugyanezt jatsszuk el a (4, 5, 6) elemekkel. Ekkor Ujabb hdrom kisérlettel
meggy6zédhetiink arrdl, hogy ezek kdzil 1egal &bb kett6 rossz. Ha tehédt eddig még nem
szolalt meg arédio, akkor 7-es és 8-as elem kiproba ésakor biztos, hogy meg fog. Ez tehat 7
praéba.

Olyan stratégiétél, amiben legfeljebb 15-szor kell prébakoznunk, eljutottunk egy olyanig,
amiben csak 7-szer. Ezek utan joggal érezhetjik, hogy egy kis munkéval |efaraghatjuk ezt 6
kisérletre. Valdjdban azonban 7 kisérletet minimum €l kell végezni, hogy a rédio biztosan
megszolaljon. Ennek bizonyitasarafogjuk a grafokat elévenni.
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1. allitas
Havan 8 elemiink, amibél 4 j6, akkor, amig rédionk biztosan megszola |egal dob
hétszer kell prébakoznunk.

Legyenek a gréf cslcsai az elemek, élel pedig a probalkozasok. Tehat az utdbbi harom ki-
sérletsorozat igy néz ki:

3 SN

1. dbra 2. 4bra 3. 4bra

Mi van akkor, ha egy baratunk €64l azzal, hogy neki 6 kisérletre is megszdlal mindenképpen
aradidja?. Mondjuk, akisérletsorozata a grafok nyelvén igy szol:

4, abra

Erre konnyen récafolhatunk: csak rdmutatunk a 4. dbran pirossa bejelolt elemekre. Ez egy
olyan 4 cstcsu részgraf, amiben semelyik cslics semelyik csliccsal nincs 6sszekotve. Tehat ha
torténetesen a piros cslcsok a jo elemek, akkor a radié nem szolalhat meg, hisz nincs olyan
kisérlet, amikor két j0 elemet tesziink a radioba. Hogy errél kénnyebben beszélhessiink,
definidljunk két fontos fogalmat.

Def: Nevezzik Ures négyesnek egy gréf olyan részgréfjat, amelyben semelyik cslcs
nincs dsszekotve semelyikkel.

Def: Hivjuk teljes négyesnek egy gréf olyan részgréfjét, amelyben minden cslics
mindegyikkel dssze van kotve.

Makacs baratunk azonban alitja, hogy marpedig neki sikertilt 6 kisérlettel megoldani a
problémét, csak mar elfelgjtett, hogy pontosan hogy is csindta. Hogy bebizonyitsuk, min-
denképpen téved mar nehezebb feladat. Azonban megfoghatébba valik, ha a grafokban
gondolkodunk. Léthatjuk, hogy az 1. dlitassal ekvivaens dlitas a kovetkezo:
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2. dllitas
Egy 8 cslicsu egyszerti grafnak, amiben nincs Ures négyes, legaldbb 7 éle van.

Az egyszerti graf azt jelenti, hogy gréfunkban nincs tébbszoros é (két csticsot tébb & kot
0ssze) vagy huroké (aminek akezdé és végpontja ugyanaz a csics). Nem egyszerti graf van
pl. az 5. &oran.

5. dbra

Ez igy sokkal absztraktabb, de sokkal kdnnyebben € tudunk indulni a bizonyitasban. Sot!
Tegylk még étlathatobba a dolgot. Megzavarhat benntinket a kettés tagadas: ,,...nincs olyan
négy csticsu részgraf, amelyben egyik € sincs egyik élel dsszekdtve’. Taldn még konnyebbé
véahat feladatunk, ha nem a kisérletsorozatunk gréfjarol beszéliink, hanem a kisérletsoroza-
tunk grafjanak a komplementer gréfjardl. EQy graf komplementerét Ggy kapjuk meg, hogy az
eredeti gréf éeit kitoroljik, és azokat a csicsokat amik nem voltak dsszekotve dsszekotjik.
Pl. a4. dorakomplementere a 6. dbra:

6. dbra

Ertelemszeriien egy rossz kisérletsorozat gréfjanak komplementerében az Ures négyes teljes
négyessé valik. A hat i gréfbol pedig Eﬁ? 6 =226l gréf lesz. Ezek tudatdban

a
fogalmazzuk at a 2. dlitést.

3. dllitas
Ha egy 8 csucstl grafban nincs teljes négyes, akkor annak legfeljebb 21 éle van.

Ez ekvivalensa 2. dlitassal, hisz ha egy grafban van teljes négyes, akkor a komplemente-
rében van Ures négyes. Am, haegy 22 éi grafban nincs teljes négyes, akkor csak vesszik
ennek komplementerét és maris megtaldtuk bardtunk elfel edett kisérletsorozatat.

El6sz6r nézlink két egyszertibb rokon problémat.
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2. feladat

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 6 cstcsu gréfban nincs teljes harmas, akkor annak
legfeljebb 9 éle van.

Hogy ezt beldssuk, szikségink van a fokszam fogaméra. Egy cslics fokszama a beldle
Kiindul6 élek szdma. Ha a gréf csicsainak a fokszamét osszeadjuk, akkor az élek szamanak
kétszeresét kapjuk, hisz minden ét kétszer szamoltunk. (Ha grafunkban nincs hurokél, de mi
most Ugy is csak egyszerti grafokkal foglalkozunk.) Most mér be tudjuk latni afenti dlitést.

Ha 9 éle van a grafunknak, akkor nem biztos, hogy van teljes négyes. A 7. dbran egy ilyen
graf van.

7. &bra
Ha egy gréfnak legaldbb 10 ée van, akkor fokszama legaldbb hisz. Mivel gréfunk 6 cstcsu,
van olyan csucs, aminek afokszama legaldbb 4 (Ha mindegyik élnek 3 lenne afokszama,
akkor afokszamok dsszege csak 18 lenne). Legyen ez a piros csucs.

8. &bra
A 8. dbrén be van hlizva az anégy é, ami a piros csicsbol biztos kiindul. Pirosbdl feketébe élt
mar nem huzhatunk. Ha barmelyik két feketét 6sszehlizzuk, akkor megkapjuk teljes
harmasunkat. Ha tehat nem akarunk teljes harmast kapni, akkor olyan éleket kell behizni,
aminek az egyik végpontja a kék cslics. Négy piros él van, akék csticsbdl pedig legfeljebb 6t
él indulhat. Tehdt ha nincs a grafban teljes harmas, akkor az é einek szama legfeljebb 9.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 7 cstcsu gréfnak 15 vagy annd tébb éle van, akkor van
benne teljes hdrmas.

M egj egyzés: igazabdl, haa 7 csicst grafnak 13 vagy 14 éle van, akkor is van benne teljes harmas. Azonban
neklink egyelére elég bizonyitani az allitast 15 vagy tébb élre.
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Gréfunkban a csticsok fokszamanak dsszege legal dbb 30, igy van olyan cslcs, aminek a
fokszamalegaldbb 5.

9. 4bra
A piros cstcshdl feketébe 5 @ megy. Kék cslicshdl legfeljebb 6 é indulhat. Tehét kell lennie
olyan élnek, aminek a kezdé-, és végpontjais fekete. Ekkor azonban teljes harmast kapunk.

Ezek ismeretében mar be tudjuk latni a 3. dlitést.

Ha grafunkban 22 él van, akkor csticsai fokszaménak az 6sszege 44. igy a grafban van olyan
cstics, amelynek afokszamalegaldbb 6. Két eset van: grafunkban vagy van olyan csics,
aminek afokszama 7, vagy nincs. Nézzik az els6 esetet:

Hany olyan é van, aminek a kezdé-, és végpontjais fekete cslics?(10. abra).

10.4bra
Mivel 7 olyan é van, ami a piros csticsbdl indul ki, 15 olyan é van, ami feketét feketével kot
Ossze. Van tehat egy 7 cstcsu 15 élt részgrafunk! Ekkor azonban ebben a részgréafban van
teljes harmas. Es mivel ateljes harmas minden csticsa 6ssze van kotve a piros csticesal,
eredeti grafunkban biztos, hogy van teljes négyes.
A masodik esetben biztos, hogy van gréfunkban olyan csics, aminek afokszama pontosan 6.

11. ébra
Most a piros cstcsbdl 6 él indul ki, akékbdl pedig legfeljebb 6. Tehat afekete cslicsok kdzott
legaldbb 10 & halad. Teh& most a grafunkban van egy 6 cstcst, minimum tiz élt részgréf!
Mivel ateljes harmas minden cslicsa 6ssze van kétve a piros csticesal, ebben az esetben is van
az eredeti gréfban teljes négyes.

Elgondolkodhatunk, hogy mi van akkor, hanem 8 elemiink van, hanem n. Sét, tovabb dta-
lanosithatunk: legyen ajo elemek szamap.
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Def.: Nevezzik az olyan p elemi részgréfot, amiben minden cstics minden csticcsal
Ossze van kotve p-klikknek. (Ez azért jobban hangzik, mint, hogy , teljes p-s”)

Az dtaanositott feladatunk a grafok nyelvén a kovetkezo kérdést veti fel: Havan egy n
csticsu grafunk, amely nem tartalmaz p-klikket, akkor legfeljebb hany éle van?

Ezen mar Turan Pdl is elgondolkozott 1941-ben, amikor egy elegans teljes indukcidval
megmutatta, hogy:

Turan graftétele: Haegy n cstcstl egyszerii graf nem tartalmaz p-klikket, akkor az e
éleinek a szdma legfeljebb:
ef gl- ign_
p-1g2

A bizonyitas n szerinti teljesindukcidval torténik. Ha n £ p - 1, akkor igaz az egyenl 6tlenség,
hisz ekkor:

n(n- 1)£ n op-2_ n(n-1) n

2 2 p-1 2 p-1
Legyen V csticshamazl gréf alegtobb @i, p-klikket nem tartalmazé graf. Ekkor ez a gréf tar-
talmaz (p-1)-klikket- hisz ha nem tartalmazna, akkor még hozzavehetnénk éleket. Legyen A
csticshalmzu részgréf egy (p-1)-klikk. Valamint legyen B = VAA. Legyen ea, az A csticsok
kozott futd élek szama, ez aB élek kozott futd élek szama, exg pedig az A és B cslicsok kozt
halad6 élek szama. Ekkor tehat:
e=e,te; tey,

et

Tudjuk, hogy e, = ?’2 1o_ W. A teljes indukcios feltétel miatt:
9
eB£ _ 1 g[n'(p'l)]
p-l1g 2

Mivel gréfunk nem tartalmaz p-klikket, a B-beli elemek legfeljebb p-2 A-beli csliccsal
lehetnek Gsszekotve. Azaz:
€8 £ [n' (p - 1)](p' 2)
Most vegylnk egy nagy levegot és adjuk Ossze a haromféle élek szamét. Az atal akitasokat
elvégezve kapjuk, hogy:
1 0n?
eEgl- —=—.
? p-142

QIO

Es ezzel belattuk az dlitast.

Turan tételének hat bizonyitasais olvashat6 az alabbi miiben, a,, Konyv” -ben:
Martin AIGNER — Glnter M. ZIEGLER: Bizonyitasok aKONY Vbél.
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