Pogats Ferenc: A sik egybevagisagal és atengelyes tikrézés, feladatok

Pogats Ferenc
Feladatok

, A sik egybevagbsagai és atengelyestikrdzések” tanitasi
anyaghoz

Definicidk, fogalmak:

a.) Egy ponthalmaz (alakzat) szimmetrikus, ha van olyan pont, egyenes vagy sik,
amelyre az alakzatot tikrozve, az 6nmagaba megy at (hel yben marad). Ezért

beszél hetlink pontra, egyenesre, sikra szimmetrikus ponthal mazrél, azaz centralszim-
metrikus, tengelyszimmetrikus, sikszimmetrikus alakzatrdl.

Ha egy aakzathoz taldhato olyan pont, vagy egyenes, amely korll forgatva, az alak-
zat dbnmagaba megy &, ugy

b1.) haez pontosan n-féleképpen teheté meg, akkor n-edrendben forgas-
szimmetrikus alakzatrdl , és n-edrend:i forgasszimmetriardl beszéltink. A helyben-
hagyast is az elforgatésok kdzé soroljuk. n> 3 kell legyen, mert az n = 1 (a semmit-
tevés) minden ponthamaz sgjétja, ennélfogva ez igy nem osztdlyoz; az n=2 e
pedig kulon fogalmunk van, a centrdszimmetriailletve tengel yszimmetria. A
definiciébdl kovetkezik, hogy a 2n/n egész tobbszéroseivel forgatva marad helyben
alakzatunk.

b,.) haaz elforgatés szoge tetszéleges, Ugy teljes szimmetriardl beszéllink,
mégpedig

ha sikidom, akkor korszimmetrikus,

ha test, akkor gombszimmetrikus az alakzat;

henger szimmetrikus, ha egy egyenes (tengely) kortli tetszéleges szogii forgatas
viszi az aakzatot 6Gnmagaba.

c.) Egy sikidom korléatos, havan sokszdg, amely tartalmazza. (A sikidom pontjai egy
sikban vannak.)

d.) Eltolas-szimmetrikus egy ponthalmaz, ha van olyan, a nullvektortdl kulonbdzé
vektor, amelynek egész tobbszordseivel eltolvaaz aakzatot, az dGnmagdba megy at.

1. Az A;B:C; haromszdg cslicsai egy haromszog oldalainak felezé pontjai.
a.) Szerkesszilk meg a haromszoget;
b.) Bizonyitsuk be, hogy egyetlen ilyen haromszdg van!

2. Az ABC h&romszog belso szbgei rendre a, B, y. Az AB oldal egy P pontjét for-
gassuk e A koril o szbggel Ugy, hogy az elforgatott pont AC-re keriiljon. Ez a pont
B;. Most a B; pontot forgassuk a CB egyenesre C korul y szoggel! Az elforgatott pont
A1. As-nek B kordli p szogii elforgatottja a BA egyenesen Ci.

A fenti eljérast C;-gyel megismételjuk. Igazoljuk, hogy C; harmadjara P-re kertl!
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3. Az A, By, C; ésD; pontok az ABCD négyszdg egy-egy oldalanak felezépontjai.
a) Szerkesszik meg a négyszoget!
b) Hany megol désa van a feladatnak?

4. Adottak egy n-szog oldalanak felezépontjai.
a) Szerkesszilk meg az n-szdget!

b) Mely n-ekre van a feladatnak egyetlen megol dasa?

5.
a.) lgazoljuk: haegy ponthamaznak van két szimmetriacentruma, akkor van harom isl
b.) Igazoljuk: az ilyen alakzat eltolas-szimmetrikus!

6. Soroljunk fel olyan kézéppontosan szimmetrikus alakzatokat, amelyekben
a) egyetlen szimmetriacentrumuk sincs az alakzaton;

b) van dtaluk tartalmazott, meg altaluk nem tartalmazott centrum!

\ 7. Bizonyitsuk be: korlétos alakzatnak legfeljebb egy szimmetriacentruma van! |

| 8. Mutassa meg, hogy korlétos alakzatnak nincs két parhuzamos szimmetriatengelye! |

\ 9. Igazolja: ha egy korlétos sikidomnak van két tengelye, akkor ezek metszik egymést! |

10. Egy korl&tos sikidomnak hérom tengel ye van. Ezek kolcstnds helyzete milyen
lehet?

11. Egy korlé&tos sikidomnak van két tengelye. A tengelyek mely helyzetére igaz:
a) pontosan n (> 2) darab tengelye van;

b) végtelen sok tengelye van.

12. Egy szabélyos n-szoget kdzéppontja koril 32" -kal elforgatva, a sokszog
Onmagéba megy ét. Legaldbb mekkoraaz n?

13. Adott asikban 10 pont. E pontrendszernek k darab (k> 1) szimmetriatengelye
van. k=7
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M egoldasvazlatok

1.

a.) Az A, By, C; cslcsraillesztett, a szemkozti oldallal parhuzamos egyenesek
hatérolj&k a keresett haromszoget.

b.)

|. megoldas

Lasd: @)

vagy:

[1. megoldas

Az A, By, C; pontokravalé tikrozés egymésutanja (szorzata) egyetlen pontravalé
tikrozéssel azonos. E pont az Ay, By, C; dtd kifeszitett paralelogramma negyedik
csicsa.

2.
|. megoldas
Ha x=AP, gy rendre kapjuk a megfelel6 csticsoktdl val 6 tavol sagokra:
b-x, a-b+x, c-a+b-x, a-c+x és c-x.
vagy:
[1. megoldas
A haromszog belsé szogfel ezoire vonatkozo tikrozések szorzata nem valodi csliszés-
tukrozés, azaz egyetlen egyenesre val 6 tilkrézés. Ennek 6nmagaval val 6 szorzata az
identités, tehat az elmozgatott pont dGnmagaba tér vissza.

3.a)b)

|. megoldas

A1B,C,D; paralelogramma kel legyen, mivel AjB; illetve C;D; ugyanazzal az atloval
parhuzamos, és ennek fele. igy asik barmely (az adottak egyeneseitsl kil onb6za)
pontja lehet a keresett négyszog egyik cslcsa.

vagy:

I1. megoldas

anégy pontraval 6 tikrozés szorzata eltolas, ami nem lehet val édi, mivel a négyszdget
valodi eltolds nem viszi 6(nmagéba. igy ez az identités, vagyis a sik végtelen sok
pontnégyese ad megol dast.

4. Péaros sok pontratikrozés szorzata egyetlen eltolés, pératlan sok kdzéppontos
szimmetria szorzata egyetlen pontra val 6 tikrozés. igy, han péros, akkor végtelen sok
megoldas van, mert az eltolés csak az identitas (a nem valodi eltol &s) Iehet, mig
paratlan n-re egyetlen (esetleg elfgjul6 n-sz6g) megoldas van.

Szerkesztése: lasd 1.) b. megoldasa

5. Tukrozzik az alakzatot az,0; centrumaval egylitt az O, kozepére. Az O tikorképe
O,-re legyenaz O3. Az O3 az dakzat (O,-revald) tikorképének akdzepe, azaz az
alakzatnak is, hiszen O, szimmetriacentrum. Ha az alakzat egy tetszéleges pontja P,
ugy az O,, O,-re vonatkozd tikrozések szorzata a P pontot a 20,0, —vel dtoltjdba
viszi.

6. a.) Két parhuzamos egyenes. A szimmetriakdzepek a kdzépparhuzamosuk
pontjai.
b.) A szamegyenes egész (récs) pontjai. A kdzepek: ezek, ésfelezé pontjaik.
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7. Indirekt: Ha két ktzép lenne, Ugy tetszéleges tavolsagndl is nagyobb tavolsagralevé
pontpérjais van a ponthalmaznak.

Lasd: 5.) b.) megoldast. HaaP etoltja 20,0,-vel P,, Ugy P, ugyanilyen
etoltjaP,4, stb ...

P aP-nek 2k0:0,-vel dtoltja azaz | PPx| =2k | 010, | .

8. Az 5. feladat megoldéasanak amintgara: havan két parhuzamos tengely, akkor az
ezekre val 6 tikrozésszorzat 2AB-vel val6 eltolas, ahol AB az egyik tengelyt a masik-
bavivé, ezekre meréleges eltolas. Az eltolas-szimmetrikus alakzatok nem korl&osak.

9. Lasd: 8. feladat.

10. A 9. feladat szerint a korlétos sikidom tengelyei paronként metszik egymast. A
harom tengel yes tiikrdzés szorzata nem valodi  cstiszastiikrozes, kil énben eltol és-
szimmetrikus lenne alakzatunk. A harom tengely tehé& egy pontban metszi egymaést.

11. A 10. feladat szerint atengelyek egy pontban metszik egymast. Az 5. feladat
megol dasanak madjara egy tengelynek egy masik tengelyre vonatkozo tikorképe
istengely.

Az n darab tengely a sikot 2n darab (k6z06s cstcsll) szogtartomanyra darabolja, és - a
fentiek miatt — mindegyikik felezi szomszédjai sz6gét.

a) Haa két egyenes szoge a ( <90°), ugy k(360°/n) = a kell legyen, ahol (k;n)=1.

b) Ha a két egyenes szge ateljes szognek nem raciondlis tébbszorose.

12. A 11. feladatbdl k-360°/n = 32°, azaz k-45° = 4°n. Mivel (4;45)=1, ezértn=45az
alegkisebb oldalszam, amelyre teljesiil afeladat feltétele.

13.

Haa 10 pont egy egyenesen van, akkor k=1 vagy k=2. Ez utébbi akkor al fenn, ha két
pont felez6 merélegesére szimmetrikusan helyezkedik e a 10 pont.

Ha a szabal yos hdromszdg kézéppontja és cslicsai az adottak kozul val 6, akkor az a két
kozéppontos hasonl 6sag, amelyiknek centruma a szabdlyos hdromszog kézéppontja, a
haromszog cslicsait két, az eredetivel , koncentrikus® szabalyos hdromszdgbe viszi, és
ezek cslcsal az eredeti cslcsaival és kozepével a k=3 esetet val Ositjdk meg.

Két , koncentrikus’ kézéppontosan hasonl 6 szabalyos 6tszdg csicsai a k=5 esetet
szolgaltatjak.

Egy szabdlyos 9-sz6g cslicsai és kézéppontjaa k=9-re, mig egy szabdyos 10-sz6g
cslicsai a k=10-re példa.

Miért nincs k=4 tengely? A 11. feladat megol désabdl kovetkezik, hogy a négy tengely
egy négyzet két atlojanak és két kozépvonalanak az egyenese. Ezek a sikot 8 részre
daraboljak. Ha egy pont ezek egyikén sincs, akkor mind a nyolc sikrészben van 1-1
képuk. Haegy pont atengelyek egyikén van, de nem anégy egyenes k6zos pontja,
akkor tovébbi harom képe van. gy 4 tengelyes szimmetridval csakis admilletve 4m+1
darab pontbdl alo6 pontrendszer rendelkezhet (m pozitiv egész, és a 4m+1 esetben a
pontok egyike atengelyek kdzos pontja kell legyen).

Ugyanigy igazolhatjuk, hogy ake{6, 7, 8} sem lehetseges 10 pontra.
Altalanosits!
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