Pogats Ferenc: A sik egybevagosagal és atengelyes tikrozés

Pogats Ferenc
A sik egybevagosagai és a tengelyes tukr 6zesek

A cimben foglaltak targyalasa soran tamaszkodni fogunk Hajds Gyorgy: Bevezetés a
geometridba (TANKONYVKIADO, Budapest, 1960) c. tankonyvének a téménkat érintd
fogalmaira és tételeire. Igy kulondsen az elso fejezet 2.3, 3.4 és 3.5., 6.1-5. szakaszaira,
valamint amasodik fejezet 11. és 12. paragrafusaira.

A szokasos jeldléseken tul, akamazzuk még az aabbiakat is: a, b, ¢, ... (latin
kisbetiik) nem csak egy-egy egyenest jel6lnek, hanem jelenthetik a jel 6t egyenesre vonatkozd
tikrozest is.

ba jel6li az a egyenesre, majd ezt kbvetéen a b egyenesre vonatkozo
tikrozést. Szohasznal atunkban ez: a két tikrozés szorzata, egymasutan;ja.

O, A, B, ... (latin nagybetiik) nemcsak egy-egy pontot jel6lnek, hanem jelenthetik a
jel6lt pontra vonatkozd tikrozést is.

BAjeldli az A pontra, majd ezt kdvetéen a B pontra vonatkozo6 tikrozést. Ez esetben
sz6lhatunk a két tikrozés szorzatardl, egymésutanjarol.

F(O, ¢) jeldli az O kdzept, ¢ €l6jeles mértéki, pont kordli forgatast.
T eltolést jeldl, hosszét | T|. Az eltolast az iranyitott AB szakasszal is megadhatjuk.

| az identikus leképezést, azt az egybevagbdsagot jeldli, amelyben minden pont  képe
onmaga. (Ez tehat az egyik legfontosabb (egybevagdsagi) transzformacio, a semmitteveés).

Ha F, Y, P, ... (gbrog nagybetiik) egy-egy egybevagosag, akkor a F (P)=P azt
jelenti, hogy a P pont fixpontja e transzformacionak.

A YF szorzat azt az egybevagdsagot jeldli, amelyet aF , magd ezt kovetéen aY
egybevagosag szolgéltat. (A Y2 aYY szorzatot jeldli.)

AF™' a F egybevagdsdg inverzét jeloli, vagyis azt a tavolsagtarto |eképezést, amely
aF (P) képpontokat az eredeti P pontba viszi vissza, azaz

FIF=FF'=1.
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1. Forgatasok, eltolasok

1. TETEL: Az egymést O pontban metszé a és b egyenesekre vonatkozo ba
tikrozésszorzat az O pont kordli 2A0BD iranyitott szogii elforgatas, ahol A, ill. B az
a, ill. b egyenesek egy-egy O —tdl kilénbdzé pontja, vagyis jel 6l éseinkkel

ba=F(O;] =2A0BD ).

BIZONYITAS: Jeldlje P, asik egy tetszéleges P pontjanak az a egyenesre vonatkozd
tikorképét, mig P, a Py-nak b —re val6 tukorképét (1. dbra). Azt fogjuk megmutatni, hogy
OP=0P, , ésa POP, p (irényitott) szog nem figg a P megvalasztasatol. A tikrozés
tavol sagtart6 voltabol az
(1) OP=0P,=0Py,
szogtartd voltabdl pedig az irdnyitott szdgekre felirt
(20 POAD =AOP,B, P,OBD =BOP,D
egyenl6ségek kovetkeznek. Az iranyitott szbgekre érvényes
POP,D =POAD + AOP,D + P,OBD +BOP,D

azonossaghal, (2) felhasznalasaval.

POP, B =2A0P,D +2P,0OBb =2(AOP,b +P,0OBDb)=2A0BD
és ezzel bizonyitottuk allitédsunkat.

Tételink megforditésaisigaz:

2. TETEL: A sik minden F(O;p) O kdzepii, ¢ irdnyitott szogii elforgatésa végtelen
sokféleképpen adhatdé meg két, az O pontra illeszkedé a , b egyenesekre valo ba
tukrozésszorzattal, ahol a-t ab-beaz O korlli, eléjeles /2 mértékii forgas viszi.

BIZONYITAS: A két egyenest ajelzett modon vélasztva, az 1. TETEL szerint az
F(O;p=2A0BDP) forgast kapjuk. A két egyenes egyikét, pédaul a-t tetszés szerint
vélaszthatjuk, az O pontrailleszkedd egyenesek kozdl.

3TETEL: Az egymassal pahuzamos a é b  egyenesekre vonatkozO ba
tikrozésszorzat egy T eltolds, amelynek hosszét és irdnyat a két egyenest merélegesen
Osszek6té AB irdnyitott szakasz kétszerese adja, azaz T=2AB.

BIZONYITAS: Legyen asik egy tetszdleges P pontjanak az a egyenesen |évé talppontja
A, a b egyenesen pedig B (2. abra). A tengelyes tikrozés tavolsagtartd és félsikvatd
tulgjdonsagabdl kovetkezik, hogy az irdnyitott szakaszokra felirt
(1) PA=AP,, P,B=BP,
egyenl6ségek teljesliinek. Mivel az iranyitott egyenesre illeszkeds, |p P,| P
nem feltétlentl kulonbdzé pontokra a B
PP,=PA+AP,+P,B+BP,

irényitott szakaszokkal azonossag, ezért (1) miatt a

PP,=2AP,+2P,B=2(AP,+ P,B)=2AB, 2. bra
ami dlitasunkat igazolja, hiszen a 2AB iranyitott szakasz nem fligg —
fentiek szerint —
a P pont megval asztasatol.

A tétel aldbbi megforditasaisigaz:

4. TETEL: MindenT eltolés végtelen sokféeképpen adhatd meg két pérhuzamos a,
b egyenesre vonatkozé tiikrozésszorzattal .
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BIZONYITAS: Legyen az a egyenes merdleges az etolés irdnyéra , és a vele parhuzamos,
tole [T| /2 tavolségra haladd b egyenest a T eltolassal egyezé iranyu eltoléssal kapjuk az a
egyenesbél. El6bbi tétellink szerint T = ba, ésmivel T -re meréleges a valasztésa tetszéleges
volt, ezzel tétellinket bizonyitottuk.
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2. A kdzéppontostikrdzések

5. TETEL: Két (killonbozd), a, b egyenesre vonatkozo tiikrozésszorzat ba akkor és
csak akkor kommutativ, azaz ba=ab, ha a két egyenes meréleges egymasra.

BIZONYITAS: ba=ab, akkor és csak akkor, ha

(1) b(ba)=b(ab),
azaz a két oldalon al6 tikrozésszorzatot kovetd, b egyenesre val6 tikrozésnek ezekkel vald
szorzata egyanaz az egybevagosag.
A leképezések asszociativ tulgjdonsaga miatt (1) akkor és csak akkor al, ha

(2)  (bb)a=b(ab),
azaz

3 la= a= b(ab).
Legyen a egyenesaz a egyenesnek a b egyenesére val6 tiikorképe (3. dbra).

a b a* b,
a a
3. dbra
A 4. ésa2. TETELeink szerint a ba eltolas vagy forgatés, az a' b eltolés vagy forgatés, azaz
ba=a b,

mivel (3)-bdl az asszociativitast isismételten felhaszndva

(4)  a=b(ab)=(ba)b=(a b)b=a b)b=a (bb)=a'l=a.
Am az a egyenes pontosan akkor azonos a tiikérképével, haaz a egyenes atengely (vagyis
a=b ), vagy pedig az a merdleges a b egyenesre. Mivel feltettik, hogy a és b két
(kulonbozo) egyenes, ezért csak az utdbbi eset |ehetséges.

DEFINICIO: Az egymésrameréleges a, b egyenesekre vonatkozo tukrézésszorzatot a két
egyenes kozés O metszéspontjara vonatkozo tikrozésnek (O kdzepti, 180 -os forgatés),
réviden k6zéppontos vagy centralis tikrézésnek nevezziik.

M EGJEGYZESEK:
(1) A 2. ésaz 5. TETEL szerint minden O kozept kdzéppontos tikrozés végtelen sokféleképpen adhaté meg az
O —railleszkeds két, egymasra mersleges egyenesre vonatkozo tiikrozésszorzattal .

(2) Az 5. TETEL bizonyitasa sorén beléttuk azt is, hogy a két, nem feltétlenil kiilénbdzé a, b egyenesre
vonatkozd ba tikrozésszorzat akkor és csak akkor kommutativ, ha a=b, vagy a * b.

(3) Az ab=ba akkor éscsak akkor dl, ha
(ab)(ba)=(ba)(ba),
azaz, ha az asszociativitast tobbszortsen felhaszndljuk a bal oldali szorzatra, Ugy
a(bb)a=a(l)a=a(la)=aa=1=(ba)(ba)= (ba)>.
Ezek szerint egyrészt barmely két, nem feltétlendl kUIanC')zé a, b egyenesre
(ab) "=ba,
vagyis az (ab) tikrézésszorzat inverze a ba, masrészt pedig a (ba) tikrozésszorzat kétszeri, egymas utani
alkalmazasa pontosan akkor adja az identikus leképezést, ha a=b vagy a ™ b, ha tehéd ba maga az identités
(a=b) vagy ba=(0O; = ).

6. TETEL: Legyen O, és O, két kozéppontos tikrozés. Az 0,0 tikrozésszorzat
eltolés, mégpedig 2>0:0, —vel.
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BIZONYITAS: Legyen a b egyenes az 0,0, egyenes (ha O,;=0; , akkor az O;-re illeszkedd
tetszélegesen valasztott egyenes lesz a b), és az a legyen az O;-ben b-re meréleges, ¢ pedig

az O,-ben emelt, ugyancsak b-re meréleges egyenes (4. ébra). a c
A 2. ésaz 5. TETEL szerint

0= ba, O,= Cb, b
azaz

0,0:=(cb)(ba)=c(bb)a=c(l)a=c(la)=ca,
ami viszont a3. TETEL szerint a2:0,0; eltolas. 4. bra

7. TETEL: Minden T eltolés végtelen sokféleképpen adhatd meg két Oy , O, pontra
vonatkozd O,0; tikrozésszorzattal.

BIZONYITAS: Haasik tetszélegesen vélasztott O; pontjahoz azt az O, pontot vélasztjuk,
amelyre a 2X0,0,=T, akkor elébbi tételtink miatt
0201:1-.

8. TETEL: A nem feltélenil kiilénbdzé Oy, O, , O3 pontokra vonatkozd 0;0,0;
tukrodzésszorzat mindig egyetlen O pontra vonatkozo tikrézéssel azonos.

/03 BIZONYITAS: A 7. TETEL szerint az O,0; tikrézésszorzat adta eltolést az
o) 030 tiukrozésszorzattal is megadhatjuk, ha az O pontot Ugy vaasztjuk meg,

o hogy az
/ © 030=0,0; legyen (5. dora). Eme vélasztésra az asszociativitast tobbszérésen
o} felhaszndlva
5. dbra 030201: 03(0201): 03(030): (0303) O=10=0.
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3. A csuszastikr 6zések

DEFINICIO: Az egyméssal parhuzamos a, b egyenesekre, majd az ezeket kovets, rguk
meréleges c egyenesre vonatkozd c(ba) tikrozésszorzatot (valodi) csuszastiikrbzésnek,
vagy csusztatva tiukr6zésnek nevezzik (6. abra).

6. dbra

MEGJEGY ZESEK:

(1) A pérhuzamos a, b egyenesparravalé ba tikrozésszorzat a 2AB €ltolas, az ezt kdvets, ¢ egyenesre vao
tikrozés pedig az eltolassal egyallési egyenesre valo tikrozés. A 6. dbra cslUszastikrozés tehdt — definicid
szerint — egy dltolas, és egy ezzel egydllasil egyenesre vald tilkrozés egymasutanja.

(2) A merdleges egyenesekre vonatkozd tukrozésszorzat kommutativitasa miatt, felhasznalva az asszociativ
tulgjdonsagot is

c(ba)=(cbh)a=(bc)a=b(ca)=b(ac)=(ba)c,
vagyis a csliszastikrozést add két transzformécio (eltolas és tikrézés) sorrendje felcserél hetd.

(3) A cslszéstiikrozés az egyik leghétkbznapibb egybevagbdsag. Midta az ember kétégu és talpra dlt, mést sem
tesz, mint nap mint nap ezt gyakorolja. (Lasd 7. dbra a Fehér tenger homokos partjan sétdé bennsziil6tt
l[dbnyomat, amint a kocsma felé tart .)

L
L

MEGALLAPODAS: A tengelyes tiikrozést is a cstiszéstikrozések kdzé soroljuk
és nem val&di, illetve valodi csiszéstikrozésrol beszéiink aszerint, hogy a=b vagy ai é (6.
abra).

E megdllapodéas szerinti szbhaszndlattal élve teljesll a

9. TETEL: Barmely harom, nem feltétlenil kiilénbozs a, b, ¢ egyenesre vonatkozd
cba tikrozésszorzat (val odi vagy nem valodi) csiszastikrozés.

BIZONYITAS: Ha az egyenesek kozott van két azonos, Gigy
1., a=b esetén c(ba)=c(aa)=cl=c;
2., b=c esetén cbha=(cb)a=(bb)a=la=3;
3, a=c esetében pedig, ha b jel6li a b egyenesnek az a egyenesre vonatkozd
tikorképét, gy ba=ab =cb’, tehét
cha=c(ba)=c(cb’)=(cc)b =Ib’ =b’,
vagyis amost vizsgalt esetekben igaz az dlités.

A tovabbiakban feltesszilk, hogy az egyenesek
kulonbozoek. Ekkor koélcsonts helyzetiket tekintve
vagy

van kdzottik két parhuzamos b
vagy ] _ ] 8. dra

paronkeént metszik egymast.
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Az €elsd esethen az egyenesek vagy egyméssa
parhuzamosak, vagy kozulik pontosan két egyenes
parhuzamos ( és ezeket metszi a harmadik; 8. abra).
A masodik esetben a harom egyenes vagy ugyanabban a |/
pontban, vagy paronként kilonboz6é pontokban metszi a b
egymast (9. &ora).

El6szor azt fogjuk igazolni, hogy ha a harom egyenes egy sugarsorhoz tartozik (azaz
parhuzamosak, vagy egy pontrailleszkednek), akkor

cha=d,

ahol ad egyenest ugyanaz az eltolés (ha a || b), illetve forgatés (ha aff b) viszi ac
egyenesbe, mint az a egyenest a b-be.
E valasztésra ugyanis

9. dbra

ba=cd
els6 négy tételink miatt, ésigy
c(ba)=c(cd)=(cc)d=Id=d.
A még nem térgyalt két esetet ( két egyenesnek van kdzds pontja, ami mindharmdéjuknak nem
pontja) egyszerre intézhetjik €.

A b egyenest az a és a c egyenesek legalabb egyike metszi, kulénben harom
egymassal parhuzamos egyenesiink lenne. Feltehetjik, hogy az a és a b egyenesek metszik
egymést, mert ellenkez6 esetben az egymaést metszé b és ¢ egyenesekre szoritkozva ugyanugy
bizonyitanank, mint igy.

Legyen az a, b egyenesek kdzos pontja M, ésillessziink az M-reegy, a ¢
egyenesre meréleges, f egyenest (10. &ora). Jeldlje e azt az M ponton éthaladd egye-
nest , amelyet ugyanaz az M pont korili forgatésvisz az f egyenesbe, mint az a
egyenest a b-be. E vlasztasra

ba=fe,
vagyis
Q) c(ba)=(c(fe)=(cf)e.
Jeldlje N az egymésra meréleges ¢ és f  egyenesek kdzos pontjat.
Mivel a cf tikrozésszorzatot barmely két, egymast az N-ben metszé,
merd6leges egyenesre vonatkozo tikrozésszorzattal el 6dlithatjuk, ezért

az ilyenek  kozil vélasszuk meg azt a g, h péart, amelyre h” e e
teljesiil. Ezzel avéasztassa M€ c
cf=hg, LA
és (1) igy alakul: T
(2 c(ba)=(cf)e=(hg)e=h(ge). 10. dbra

Az e ésa g egyenesek parhuzamosak, hiszen ugyanarra az
egyenesre, h-ra merélegesek (és kulonboznek, mivel e az M pontra, g pedig az M-tol
klloénbdzé N pontrailleszkedik), azaz (2) valédi csuszastikrozeés.

Bizonyitasunkbdl az is kidertilt, hogy a harom, nem feltétlentl kilénbdzé egye-
nesre vonatkozé tikrozésszorzat pontosan akkor valédi csiszastikrozés, ha van olyan pont,
amelyik pontosan két egyeneshez tartozik.

Bizonyitasunk konstruktiv is abban az értelemben, hogy d&tada megadhat6
(szerkeszthetd) az az eltolés és az ezzel parhuzamos tengely, melyek meghatarozzék a tétel
szerinti csliszastikrozest.

A sik egybevaglsagainak tukrozésszorzattal eddig térgyalt eseteiben a fixpontok
halmazarendre:

a) haaz egybevégdsag az | identités, gy a sik minden pontja;
b) haaz egybevagbsag az a egyenesretilkrozés, Ugy az a egyenes pontjai;
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c) haaz egybevagisag (vaodi) etolés, ugy az lres hamaz;

d) haaz egybevagdsag (valédi, azaz nem ateljes szog egész tébbszordsevel

torténd) forgatas, ugy egyetlen pont, aforgascentrum;
€) ha az egybevéagosag (valodi) csiszastikrozés, Ugy az tres halmaz.

Az elsé négy esetben per definitionem igaz az dlitas.
Az e) esetben P fixpont, ha
(D) (c(ba))(P)=P.
Ez akkor és csak akkor teljesil, ha
2 (c(ba)) (P)=(c(ba))(P)=P.
Mivel a” ¢ és b c, ezért
(c(ba))*= (c(ba))(c(ba))= (cb)(ac)(ba)= (bc)(ca)(ba)=
= (b(cc)a(ba)= (bla)(ba)= (ba)"= (T)",

ezért (2) pontosan akor dl, ha

(M*P)=P.

AmaT etoléas négyzetének (vagyis TxT —nek) csakis akkor van fixpontja, ha T nem
valédi eltolés, hatehdt T az identikus leképezés, azaz a=b, ésigy c(ba)=c nem valodi

csliszéstikrozeés.

Az eddigiek alkalmazésakeént bebizonyitjuk:

\ A haromszdg oldalfelezé merélegesel egy ponton mennek &t.

BIZONYITAS: A 11. &ra jeloléseivel az a, b és ¢ oldafeezs
merélegesekre vonatkoz6 cha tikrézésszorzat valddi vagy nem valédi
cslszéstikrozés. Mivel

(cba)(B)=B,
azaz B fixpontjaatikrézésszorzatnak, hiszen
a(B)=C, b(C)=A 6 c(A)=B, YA S
ezért cba nem vaddi cslszastikrozés. Az oldafelezé merdlegesek la
paronként metszik egymaést, ezért az el6bbiek szerint egy ponton kell 11. &bra
amenjenek.
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4. Eltolasok, for gatasok szor zata

Ha a, b, c é d négy nem feltétlentl kilénbdzo egyenes, akkor a dcba tukrozésszorzat az
asszociativitas miatt

(dc)(ba)
alakban is irhatd. A nyert két tényez6 , két tikros” szorzatok, tehét eltolasok vagy forgatasok.
Ilyen szorzatokrdl szél a

10. TETEL:
a) Két, T;, T, etolés T, T; szorzata T etolés,
b) T eltolés és F(O;¢p ) forgatds szorzata Uj kdzéppont korli ugyanolyan szogi
forgatés,
C) Ké& F1(O;01), Fo(Oy;9,) forgatés F, F1 szorzata,
hapi+ ¢, =2nn, n1 Z, akkor tolés,
ha o1+ @2t 2nn, akkor @1+ @, szogii forgatas
0,=0, esetén O, kdl’l:l',
egyébként pedig Uj O kozéppont kordil.

A téelben adott egybevagdsagokrdl feltettik, hogy egyikik sem az identitas, tehat valodi
eltolasokral, forgatasokrdl, illetve ilyenek szorzatardl szol tétel ink.

BIZONYITAS:
a A 7.TETEL szerinta T; és T, eltolasok megadhatok az (0,0 1) és (03 0;)
tukrozésszorzatokkal, igy
ToT1=(0302) (0201)=03(0,0,) O1= O31 0;=030,=T.
€

o f

12. dbra

b) A 2. és4. TETEL szerint minda T eltolas, mind az F(O;¢p ) eforgatés két
egyenesre vao tukrozésszorzattal el6dlithatd, és mindkét transzformacioban az egyik
tukortengely az O centrumrailleszked6 a T dlésdra meréleges a egyenes legyen (12.
abra).

Az F T tukrozésszorzat tényezéit az ab, illetve ca tukrozésszorzatokkal alitjuk €6,
ahol isa +b =%IY/2,és b-taz a-ba T-vel egyezo iranyd etolas viszi, tovdbbaa c egye-
nesaz a egyenesnek az O pont korilli ¢/2 szogi elforgatottja. igy

FT=(ca)(ab)=c(aa)b=c(l)b=ch.
Mivel a b és c egyenesgp /2 #m n miat metszi az a egyenest, ezért metszi az a-val
pérhuzamos b egyenestisegy O pontban, ésezért b-ta c-be az O kériili ugyancsak ¢ /
2 sz6gi forgatés viszi, tehat
FT=cb=F (O ;9¢).

Haaz F forgatast koveti a T etolas, Ugy ezeket az egybevagosagokat most az ae,
illetve fa tlUkrozésszorzatok adjak, melyekben az e, illetve f egyenes a c, illetve b
egyenesnek az a egyenesre vonatkozo tukorképe (12. abra).

Ezek szerint

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ -9/13-



Pogats Ferenc: A sik egybevagosagal és atengelyes tikrozés

TF=(fa)(ae)=f(aa)e=f(I)e=fe
Az a || f miatt, mivel e metszi a-t, ezért metszi a vele parhuzamos f egyenest is az
O pontban és et az f-beaz O pont koril ugyanaz a ¢/ 2 szbgt forgatas viszi, mint et az
a-ba

c) Ugyancssk a 2. TETEL szerint az F; és F, forgatésok metszé egyenesekre
vonatkozé tikrozésszorzatokka adhatok meg, és a két forgatést elédlitd tikortengelyek
kozott legyenott az O, , O, forgaskdzéppontokrailleszkeds b egyenes
(13. &bra).

Haaz a egyenest Ugy vaasztjuk meg, hogy 6t az O, kordli
01/2 szOgi forgas vigye a b egyenesbe, a ¢ egyenest pedig ugy,
hogy a b egyenest az O, korlli ¢./2 szbgi forgés vigye c-be,
akkor e vl asztasokkal

F1(O1; p1) = ba,
F2(O2; ¢2) = ch,
azaz
13. &bra FoF1=(cb) (ba)=c(bb)a=c (I )a=ca
Az a és c (nem fetétlenll kildnbdzs) egyenesekre vald
tukrozések szorzata eltolast, vagy pont korlli forgatést ad.
Ha a két forgaskdozép O; és O, azonosak (ekkor a b egyenes tetszdlegesen

véaszthatd az O;-re illeszkeddk kozdl), akkor (p1 + @2 )/2 sz6gii, O, korlli forgatés viszi
az a egyenest a c-be, igy

FoFi1=ca=F(Oy; g1+ 02),
amely F forgatés aszerint valodi vagy sem, hogy g1+ @2 #2nn vagy g1+ ¢2=2an (n1 Z)
melyike teljesl.
Haaz O; és 0O, pontok kilonbdzéek, akkor a rguk illeszkeds a illetve c
egyenesek pontosan akkor metszik egymast, ha ¢1/2+ @2 /12#7n (nl Z), éskdzdés O

pontjuk koruli (p1+ @2 )/2 szOgi forgatésviszi az a egyenest a c-be. Ez esetben tehat
FoFi=ca=F(O; p1t+ ¢2)
(13. &ora).

Hamost (@it ¢2)/2=mn, de pi/2#7nk (k1 Z),Ugyaz a
6s ¢ egyenesek parhuzamosak (14. &ora) és
FoFi=ca=T.
Ha pedig ¢1/2 = nk, 0gy ¢2/2 = am, vagyisaz a és cC
egyenesek azonosak, igy

F2F1 =ca=aa=|I.
és ezzel tételtnket igazoltuk.

MEGJEGY ZESEK:
(1) Az egyes esetek bizonyitasaiban megszerkeszthettik azokat az egyeneseket, amelyekre valo
tikrozések egymasutanjaaz eredd egybevéagdsagot adja.

(2) Tétellinkkel azt is igazoltuk, hogy barmely négy (nem feltétlendl kilénbdzsé) egyenesre vonatkozé
tikrozésszorzat mindig két (nem feltétlentl kilonb6z6) egyenesre vonatkozd tikrdzésszorzattal azonos. Ebbé!
eredéen, ha t;,t,,t3, ..., t, legadbb négy, nem feltétlenll kilénboz6 egyenese a siknak, akkor az altaluk
képzett

(1) tn g ..t toty
n tényezds tukrozésszorzat legfeljebb harom ( nem feltétlendl kuldnbdzd) egyenesre vonatkozd tikrozés
szorzattal azonos, mivel tétel ink szerint
Ltztti = 82 51,
ami dtal az (1)-beli n-tényezds szorzat n-2 tényezdssé valik. Ez az éjaras mindaddig ismételheté, amig a
maradé tikrézésszam legal dbb négy.
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A sik egybevégbsagainak tengelyes tikrozésszorzatokkal vald edédlithatasardl
sz6lnak az aldbbi tételek.

11. TETEL: Ha a sik valamely egybevagosaganak van hdrom, nem kollineéris fix-
pontja, akkor minden pont fixpont, vagyis az egybevagosag az | identités.

BIZONYITAS: Legyen a sikot énmagéba vivé valamely @ egybevégosaganak harom,
nem egy egyenesreilleszkeds fixpontjaaz A, B és C, vagyis
A= d(A)= A, B=d(B)=B;
*) C=¢(C)=C
(15. dbra). Indirekt okoskodunk. Tegylk fel, hogy atétel dlitédsaval ellentétben van oly sikbeli
D pont, amely nem fixpontjaa @& egybevéagosagnak, azaz
Dt ¢ (D)=D"
Az egybevagbsag tavol sagtarto, azaz

D CD = C*D%= C D¢
/ CE:J (C)=C BD = B¢D¢: B D¢
B=j (B)=BT‘/\”\,;; AD = AD"= A DG’
VPRI TORD L a (%) feltétel miatt, ésigy az A, B és C pontoknak a DD
A= (AFA szakasz felezdmerdlegesen kell lennidk, ami ellentmond a rgjuk
15. dbra tett megszoritasnak.

12. TETEL: A sk minden egybevagosidga legfeljebb héarom (tengelyes)
tikrozésszorzatta el 6dlithato.

BIZONYITAS: Elegends azt megmutatnunk, hogy ha az egybevagosag a sik nem kollinedris

A, B, C pontjaihoz az A, B és C pontokat rendeli, akkor ez legfeljebb 3 egyenesre
vonatkozd tikrozésszorzattal elérheto.

Ugyanis, ha a ® egybevagdsag a nem kollinearis
A, B, C pontokhozaz A= @ (A),B=®(B), C=
@ (C) pontokat rendeli, akkor tekintsilk azt a ¥ pont-
transzforméciot, anely a sk @ (A), @ (B) és & (
C ) pontjait helybenhagyja, de a sik barmely més P
pontjahoz a @ egybevagosag adta P = & (P ) képét
rendeli, azaz

Y:P— @& (P),

Y(P)= &o(P)=P
A ¥ leképezés egybevégosdg, mivel barmely P, Q

16. dbra

pontparra, az ezek ¥ adta
Y(P)= &(P)=Pé&¥(Q)= #(Q)=Q

képeinek tavolsdga, a @ egybevagdsag voltdbol kovetkezéen, a PQ szakasz hosszava
egyenlo.

A ¥ leképezésnek van harom, nem kollinedris fixpontja, ezért el6bbi tétellink szerint
¥ az identités.

Hatehat legfeljebb hdrom tikrézés egymésutanja anem kolline&ris A, B, C pontokat
a® adtaképeibe viszi, akkor ez atikrdzésszorzat a sik minden pontjé a @ adta képébe viszi.

Legyen most az A, A' pontokat egymasba vivé tengely az a egyenes (16. &ora). Ha

A=A', akkor nincs szilkségiink erre az egyenesre, illetve aravonatkozo tikrozésre.
Tikrozzik asikot az a egyenesre. A pontok tikorképét rendre A, Ba, €sC, jeldlje.
E tikrozésaz A pontot az A'-beviszi. A B, pontot a B' —be vivo tengelyt jeldljea b (ha
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B, =B' , akkor ez a tengely felesleges). Tukrozzik a sikot a b egyenesre, és a pontok
tukorképét jeldlje rendre Aua, Bpa €S Cha -

Az A'B =A,By = A B, miattaz A" pont ab egyenesenvan, tehdt A' = Ay = Apa -
A tiukrozésa B, pontot aB pontbaviszi, ésigy a ba tUkrozésszorzat az A és B pontokat
az A',illetve B' pontokbaviszi. Hamost C és Cp, kilonbdzé pontok ( ellenkezé esetben
az dllités igazolasaval készen vagyunk), akkor a ¢ jeloli szakaszuk felez6 merdlegesét, ugy

egyrészt ezen az egyenesen az Ayq Cpa =A'Cpa = A'C ésBpy Cpa=B'Cpa = B'C miatt az A’
ésa B' rgtavan, masrészt pedig a cha tikrézésszorzataz A, B, C pontharmastaz A', B',
C' pontharmasbaviszi. Ezzel tétel linket igazoltuk.

A 10. TETELhez fiizott megjegyzésiink szerint a sik minden péros szamu tényezét
tartalmazo tikrozésszorzata két tényezos szorzattd, mig a paratlan szamu tényezot tartalmazo
tikrozésszorzat (egy vagy) harom tényeziés szorzatta redukd hato.

Ezekrdl szél a

13. TETEL: A sik semelyik péros sok tényezét tartalmazd tikrozésszorzata nem
egyenl6 egy paratlan sok tényezos tikrozésszorzattal .

BIZONYITAS: Indirekt. Tegyik fel, hogy a siknak van olyan péaros sok tényezés, azaz a
lehetséges redukcio miatt kéttényezos tikrozésszorzata, amely egy hérom- (vagy egy-)
tényezos szorzattal azonos.
(1) tz tl = t3t4t5

(Az (1)-ben t4 = ts legyen, hafeltétellink egy tikros egybevagisagrol — ez legyen a
t; - dlitjaabal oldallal val6 azonossagot.)

Az (1) akkor éscsak akkor dl, haa (t.t;)-gyel val6 szorzatukrais az egyenl6seg all,
azaz ha

2 1= (tt)(t)=(tt)  (tatats) = t1 tr tatats .

A jobb oldali 6t tényezos szorzat a 10. TETEL miatt harom tényezéssé, azaz val odi

vagy nem valodi csiszastikrozésse redukd hato, tehét
(©)) | = cha

lenne, ami lehetetlen, mert a jobb oldali egybevagosag fixpontjainak halmaza nem egyezik
meg a bal oldaliéval.

MEGJEGY ZESEK
(1) A 12. és13. TETELekkel asik egybevagosagait tiikrozésszamuk szerint is osztél yozhatjuk:
0 tUkros az | identités,
1 tikrosek atengelyes szimmetriak,
2 tukrosek a valédi (ésnem valédi) eltolésok, pont koriili forgatasok,
3 tikrosek avaddi (ésnem valddi) csliszéstiikrézések.

(2) A sik egybevag6sagai, az egymésuténisaggal (szorzatukkal) csoportot® alkotnak. Tételeink szerint e
csoport elemel alegfeljebb 3, nem feltétlendl kilénb6z6 egyenesre val 6 tiikrézésszorzatok. Egységelem az |

1 A nem tires H halmaz elemein értelmezett egy szorzasnak mondott miivelet.

Haminden a,bT H—a bal H teljesil, gy a H halmazt e miiveletre zartnak mondjuk.

Haminden a,b,cl H-ra cba=(cb)a=c(ba), akkor amiivelet asszociativ.

Haa H minden a eleméhez van olyan a'l(zgyel jelélt) elem, hogy barmely b elemre

aa b=bh,

akkor amiiveletet invertalhaténak , az a’ elemet az a inverzének , ésaz aa’ elemet
egységelemnek nevezzilk, és atovabbiakban e—vel jeldljuk.

Ha a H halmaz a rgjta értelmezett szorzésra nézve zart, asszociativ és minden elemnek van inverze,
akkor azt mondjuk, hogy H az adott miiveletre nézve csoportot alkot.

Kénnyen bel&thatd, hogy csoportban baa’=b és aa'= a’a= e isfenndll.
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identitas, mely az a egyenesre val6 kétszeri tikrozés a, ésbarmely ts, tp, t; egyenesre
=t (b)) = tit, (bt)' = titts.

(3) A 10. TETEL szerint a fenti csoportnak valodi részesoportjét adjék a (nem feltétlentl kil dnbdzé)
két egyenesre val 6 tilkrozésszorzatok, vagyis avalédi és nem valodi eltolasok és pont koriili forgatasok.

Az eredeti egybevéglsdgi csoportnak e részcsoport szerinti mellékosztalyait a két  tikros
egybevégbsagok (eltolasok, forgatasok), illetve a harom tikros egybevégosagok a (valddi és nem valddi)
cslszastikrozések adjék, vagyis a csoportnak e részcsoport szerinti indexe 2.

Ugyancsak a 10. TETEL szerint az elébbi részcsoportnak egy tovabbi (kommutativ) részcsoportjét az
egyallasti egyenesekre val 0 két tényezis tilkrozésszorzatok, vagyis avalédi és nem valddi eltolasok adjak.

A 13. TETEL szerint definidhatok az aldbbiak.

DEFINICIO:
A paros sok tényezét tartalmazd tukrOzésszorzatot koriljaréastartd, mig a pératlan sok
tényez6t tartalmazo tikrozésszorzatot kor Ulj arasvaltd egybevagdsagnak mondjuk.

A fentiek szerint a korlljarastartdé egybevagdsagok egy részcsoportjdt adjdk a sik
egybevagbsagainak, mely részcsoport szerinti egyik mellékosztaly a korlljarasvato
egybevéagosagokbdl al.

A H'I H H-nak (nem ires) részhalmazédt H részcsoportjanak mondjuk, ha H' iscsoporta H —
beli miivelettel.

Ha H' részcsoportja H —nak, akkor a h1 H —val képzett hH' halmazt, ami az 6sszes H' —beli elem

(balrdl vett) h—val valé szorzaténak halmaza, a H —nak H' részcsoportja szerinti egyik bal oldali
mellékosztélyanak nevezzik.

Az 6sszes H —beli elemmel vett bal oldali mellékosztély az adott H halmaznak a H' részcsoport
szerinti bal oldali mellékosztalyait adjak.

Nem nehéz belétni, hogy a H halmaz H' szerinti bal oldali mellékosztalyai kdzott, ha van kettének
kozos eleme, akkor minden elemik kozos, és igy a paronként diszjunkt (idegen) bal oldali mellékosztalyok
egyesitésemaga a H .

A fentiek alapjan képezhet6 a H —nak H' szerinti H' h—val jeldlt jobb oldali mellékosztalyai.

A H csoport rendjén elemeinek szamat értjuk.

A mellékosztélyok definicidjabol rogvest kdvetkezik, hogy ha a H csoport véges, akkor barmely H'
részcsoportjanak arendjeosztéjaH rend;jének.

A H-nak H' részcsoportja szerinti mellékosztélyok szdmét a H —nak e részcsoport szerinti index-
ének mondjuk.
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