Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Diofantikus egyenletek 1.
S1.1. 4x%y? — (x* + y* + 7% + 2x%y? — 2y?7% — 27°x?) csoportositassal
(x+y+2)(x+y-2)(x-y+2z)(-x+y+2)=576.
Eredmény:
(X, ¥, 2) =(3, 4, 5) és ezek permutécioi.
S1.2. Alakitsuk négyzettsszeggé az egy oldalra rendezett kifejezést!
Eredmény:
x,y)=(10),(0,-1),(2-1),(1,-2),(0,0).
S1.3. Atalakitasok utan (m + n)? = (m —n)%(m + n).

Eredmény:

ak(k+D) k(k-1o

(m, n) = (k, —k); & ,ahol k1 Z, kivéve (1, 0) és (0, 1).
e 2 2 9

S1.4. Hak > 3, az n? = m¥(m*~ — 1) é&talakitas utan mutassuk meg, hogy m csak négyzetszam
lehetne (m és m*= — 1 relativ primek).

S1.5. n =5k + 1 alaky, ekkor k(5k + 2) = p™. Hak =p? 5k + 2=p™2 5+ E = p™22 egész.

Eredmény:
(n,m,p)=(4,1,3),(6,1,7),(94,2).

Diofantikus egyenletek 2.

S2.1. Vizsgdjuk az egyenletet mod 4.

S2.2. Az m+n =k egyenletet kell megoldanunk az m, n, k pozitiv egész szdmokra.
m+n

Ataakitva (m—k)(n—k) =k? sennek k1 1 eseténvanm?® n megoldasa.

Eredmény:

kt1,kT N.

S2.3. Kezdésként vegyuk észre, hogy 7(y — 2) oszthat6 5-tel, y = 5s + 2 alaku, 2y = 10s + 4

alakd, sinnen (2y)s = 10s + 5; vagyis a két egyenletbdl y, majd alkalmas egyitthatokkal sis
kikuszobolhets. Ezutan végezziink monotonitési vizsgé atokat.
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Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Eredmény:
(x,y) =(=17,12).

S2.4. Az & = b(b'% — 1) &talakitas utén ajobb oldalon b 3 2 esetén relativ prim
négyzetszamok alnak.

Eredmény:
Harom megoldas van: (a, b) = (0, — 1), (0, 0), (O, 1).

S2.5. Vegyik észre, hogy x csak egész szam lehet, s vizsgajuk meg amod 6
maradékosztal yokat!

Eredmény:

Az x =6k + 1 alaki szamok kivételével minden pozitiv egész szam megol das.
Diofantikus egyenletek 3.

S3.1. Kiindulhatunk a szomszédos kdbszamok tsszegére vonatkozé képletbdl, vagy

vizsgd hatjuk a kdbszamok maradékét mod 4.

Eredmény:

Nincsilyen elédlitas.

S3.2. A Vieta-formul&k alkalmazasaval (x1 — 1)(x2 — 1) = 1999.

Eredmény:

(p, g) = (- 2002, 4000) vagy (1998, 0).

S3.3. Alakitsuk teljes négyzetté a mésodfoku paraméteres egyenletet (x valtozo, y paraméter):
_ \/aa/(y +1) 6
= QT

e

1
X+—y(y+1

SY+D)
1, sprébdljuk végig az eseteket.

- +2y+1 =z egész szam. Ezutan mutassuk meg, hogy —3£y £
@

Eredmény:
6 megoldasvan: (x,y)=(-1,-3),(-5,-3),(1,0),(-1,0), (1, 1), (3, 1).

2n ++23 . A kikotések miatt a nevezé nem lehet £1, egyébkeént
n

pedig a szamld 6 és anevezo relativ primek.

S3.4. A kifgjezés atalakitva 1+
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Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

S3.5. Legyen x = cz ésy = bz, ahol b ésc relativ primek, ekkor ¢ = az miatt a+ b? + z = abz?,

. b®+z b+2z°
vagyistort dakban a=———, Z’a=b+———.
oy bz* -1 z°b-1
Ezutan vizsgdjuk megaz =1, ill. z = 2 eseteket, s mutassuk meg, hogy haz 3 3, akkor b £ z,
sinnena< 2.

Eredmény:
xv,2)1 {(5,21),531),(422),(4,H6,2)}.

Diofantikus egyenletek 4.

$4.1. Ha Alf n éves kordban kezdte az iskolat és a k. évfolyamot ismételte meg, akkor a
kapott macskék szdma 36n + 240 - k(k-1) , smivel 1998 = 27287, @ -nek 6-tal

oszthatonak kell lennie.

Eredmény:

Alf a4. évfolyamot ismételte meg.

$4.2. (2x + 3y)(x + 4y) + 4x + by + 6 = 2m atal akités utan legyen pl. 3y = — 2x.
Eredmény:

X=3m-9ésy=6-2m.

$4.3. Hapl. n> 1999, a 219%9(2n199 + 1) = k2 talakitasbol (271 + 1) = 2m?,
Eredmény:

n = 1999.

4.4, Keressink megol dast kettéhatvanyok korében.

Eredmény:

(X,y,2) =(2° 23 24,ill. (x, y, 2) = (2°+2, 23+12n 24+15m)

$4.5. 2 = 3 — (x +y) behelyettesitésével 8 = (x + y)(3 —x)(3-y) adddik.
Eredmény:

(x,y,2)=(1,1,1) vagy (4, 4,-5), ill. amegfelel6 permutéciok.

Diofantikus egyenletek 5.
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S5.1. Négyzetszam 4-gyel osztva nem adhat 3 maradékot.
Eredmény:
(m, n) = (1, 2) vagy (3, 3).

S5.2. Tegyik fel, hogy n szdmot fog kozre x ésy (vagyisy = x + n+ 1). Ekkor (x + 1) + (x +

2) + ...+ (x + ) = 1999 egyenletbl nx + "+ _ 1999 n(2x + n+ 1) = 3098, sn 3998

osztdja.

Eredmény:

(X, y) = (998, 1001).

S5.3. Han > 500, akkor 4% + 4727 = k? — 1 egyenletbdl 4*3(1 + 4"=59) = (k + 1)(k — 1).

Eredmény:

n=972.

S5.4. Elészor mutassuk meg, hogy aés b 19 tébbese (egyébként a8, b8 ° 1 (mod 19), segy

négyzetszam nem adhat 2 vagy 3 maradékot mod 19). Ezutan alkalmazzuk a végtelen

leszéllas modszerét alegkisebb 1a+ bi megoldésra.

Eredmény:

a=b=0.

S55.Aza=x—-1,b=y-1, c=z-1heyettesitéssel a+ b + ¢ = abc. Bontsuk meg a

szimmetridt: Tal £7bi £7ci', majd becdéssal 1a =1 adddik (Konnyités: ha (a, b, c)

megol dés, akkor (—a, —b, —c) isaz.)

Eredmény:

x,y,2=(1,11),(2,3,4),(-2,-1,0),(1,1+n,1—n),ill. amegfeleld permutaciok.
Diofantikus egyenletek 6.

$6.1. Legyen a harmadik magassag hossza n, és irjuk fel a hdromszog-egyenl 6tlensegeket a

2t 2 2t dalakra,
929

Eredmény:
A harmadik magassag 7 £ n £ 13 |ehet.

S$6.2. A diszkrimindnsnak négyzetszamnak kell lennie.
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S6.3. Elég megmutatni, hogy minden primszam lehet egy primitiv pitagoraszi szamharmas
befogoja. Ez pedig az u? —v? = p egyenlet megol dhatdsagabol kovetkezik.

S6.4. xP + y4, x" + y4, x® + yd racionalitésa miatt X" — xP és x°— X" israciondlis. Ezutan
helyettesitsik p=3,r =5, s= 7-¢€t.

$6.5. Vizsgdjuk 2 maradékait mod 25: 1, 2, 4, 8, 16, 7, ...; egy 20-hosszu ciklust kapunk,
melyben a maradékok dsszege 250.

Eredmény:

2202 _ 4
625

- 40, sez valOban egész.

Diofantikus egyenletek szamjegyekkel 1.

S7.1. Alkalmazzuk a visszaszorzas modszerét!
Eredmény:

Az utolsd 6t szamjegy 48651.

n

S7.2. Han = km aaku lenne (k, m > 1 egészek), akkor 11...1,) oszthato lennepl. a 11... 1,
szammal.

S7.3. Az (m? — 1) — (m—2)? = 99(c — a) egyenletet kell megol dani.
Eredmény:
26 megfelel6 m érték van.

S7.4. Két esetet vizsga hatunk aszerint, hogy az abed szambana=2 ésd =6, vagy a= 1 ésd
=8.

Eredmény:
n = 1818 és1998.

S7.5. Megoldand6 a2(100c + 10b + @) + (a+ b + ¢) = 100a + 10b + c diofantikus egyenlet.
Oszthatésagi vizsgalatokkal gyorsithatjuk a megoldast.

Eredmény:
Ilyen szdm nincsen.

Diofantikus egyenletek szamjegyekkel 2.
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S8.1. Mivel abcdefghij = 99999xbcde + abcde + fghij, ezérta+f=b+g=...=e+j=9. Az
abcde-tipust szamokat szamoljuk le. (5 kilonbdzé szamjegy, az elsé nem 0, s semelyik két
jegy 0sszege nem lehet 9.)

Eredmény:
98642 = 3456.

S8.2. Az 1000a + b = b? diofantikus egyenletben 1000i b(b — 1), s hasznéljuk fel, hogy a
tényezok relativ primek.

Eredmény:
Két megoldés van: 141376 és 390625.

S8.3. Az 1998 = xn? + yn + z ésx + y + z = 24 egyenletrendszerbsl 1974 = x(n? — 1) + y(n—
1) 3 n? — 1 becdés miatt 10 < n < 45, tovabba n — 1 osztoja 1974-nek.

Eredmény:

ni {15, 22, 43}.

S8.4. Vegyik észre, hogy 111111 oszthat6 7-tel, s elég 88m99-et vizsgani.

Eredmény:

m=5.

S8.5. Elég megmutatni, hogy f(n) £ f(n + 1). Han® 9 (mod 10) nem teljesil, s(n + 1) = g(n) +
1, sf(n) =f(n+1). Han° 9 (mod 10), akkor (n + 1) —s(n + 1) > n—9s(n), ésindukcioval
bizonyithatunk.

Eredmény:

Az dlitasigaz.

Diofantikus egyenletek szamjegyekkel 3.

$9.1. Legyenek a, b, c megfelel6 szamjegyek. Ha az egyik szamjegy péaros, akkor mindegyik
az,saz %, g % szamjegyeket szintén megfelel 6k, ezért elég a paratlan szamjegyeket
vizsgani.

Ezutan kizarhatjuk az 5-6t, shapl. a= 3 vagy a=9, akkor {b, ¢} ={3, 9} ellentmondas.

Eredmény:

Nincsenek ilyen szamjegyek.
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Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

$9.2. Hasznéljuk fel, hogy nk utolso szamjegye periodikusan ismétlsdik. (Pl. han utolso
szamjegye 1, a periddus hossza 1; ha n utolsd szamjegye 2, a periédus hossza 4 stb.)

Eredmény:

n utolsd szamjegye 01|23 |4|5|6|7|8]9
S(n) utolsd szamjegye |0 |1 |5 |0 |5 |5 |1 |0 |5 |0

$9.3. (38 + n)? = 1444 + n(76 + n), ezért n(76 + n) 000-ravégzsédik. Innen az egyik tényezod
oszthat6 125-tel ésvaamelyik tényez6 oszthato 4-gyel.

Eredmény:
38+ n=462.

$9.4. Mutassuk meg, hogy ha ak-jegyii m utolsd szamjegye nem 0, akkor az n = 99...9 (k
darab 9-es) szam megfelel6.

$9.5. Induljunk ki abbdl, hogy ha 5" 1-essel kezdsdik, akkor 5" = a-10%, ahol 1 <a<2; és
2X0™"
—

ekkor 21 =

Eredmény:
Az dlités megforditésaisigaz.

Diofantikus egyenletek szamjegyekkel 4.

S10.1. A =108 —1.
Eredmény:
729.

$10.2. Az 1000a + b = b? diofantikus egyenl etben 1000i b(b — 1), s hasznéljuk fel, hogy a
tényezok relativ primek.

Eredmény:
K ét megoldéas van: 141376 és 390625.

$10.3. Haaszam végén t darab 0 van (t 3 0), akkor 1...12'* 18" alaki, smivel 1...1 nem
oszthat6 sem 2-vel, sem 5-tel, 5it + 1 és5i't.

Eredmény:

Ilyen szdm nincs.
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S10.4. A 2n—1, 2n + 1, 2n + 3 szdmok negyzetdsszege 12n(n + 1) + 11 = 1111, 2222, ... Az
1100, 2211, ... szamokat mod 12 vizsgdlva 5544 marad csak.

Eredmény:
5555 = 412 + 432 + 452,

S10.5. Az xyxy =xb®+yb?+ xb+y = (b?+ 1)(xb +y) < (b? + 1)b? &alakitashdl kovetkezik,
hogy b? + 1 nem lehet prim, vagy kill6nbdzé primek szorzata; tehét bt 2, 3, 4, 5, 6, 10.

Eredmény:
b = 7 esetben xyxy = 2626 = 13°.

Szamelmélet 1.

S11.1. Mutassuk meg, hogy ha p* osztjam-et, akkor osztjan-et is (p prim).

S11.2. Haa® b (mod 100), akkor a® b (mod 4), ezért an2° an + a1 (Mmod 4); shaa® b
(mod 4), akkor & ° b? (mod 8). Ezutan mutassuk meg, hogy (an) periodikus mod 4.

Eredmény:
A maradék 0.

S11.3. Hap > 2, akkor p = 2s + 1 helyettesitéssel (25— 1)(25+ 1) = px?, Sitt 25— 1és25+ 1
relativ primek. Vizsgaljunk két esetet aszerint, hogy p melyik tényezét osztja.

Eredmény:
p=3vagyp="7.

S11.4. Vegyik észre, hogy g(n) azonosithat6 az n szam 2-es szamrendszerbeli alakjaban a
szamjegyek osszegével.

Eredmény:

g(n) maximuma 10, s ezeket felveszi az 1023, 1535, 1791, 1919, 1983 helyeken.

S11.5. Mutassuk meg, hogy barmely (a, b) esetén taldhat6 olyan (a', b'), amelyrea T {0, 1,
2,3}, b1 {0,1} és237°° 237" (mod 15) és3%°° 375 (mod 16). Ezutan
végigvizsgahatjuk a 8 esetet.

Megjegyzés:

It két csoport izomorf. Az egyik a 15-hoz relativ prim maradékok, a mésik a 16-hoz relativ
prim maradékok multiplikativ csoportja. El6bbit 2 és 7, utébbit pedig 3 és5 generdja.
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Szamelmélet 2.

S12.1. Négy kil6nboz6 egész szam szorzatara kell a4-et felbontanunk.

S12.2. A szimmetriatul gjdonsag miatt el ég megmutatni, hogy hapl. 11 osztja 16a+ 17b-t,
akkor osztjal7a+ 16b-tis.

S12.3. Haszndljuk p(x) gyoktényezés alakjét. Hap(x) = (x —a)(x —b), akkor levezetheto,
hogy p(n)p(n + 1) = (m—a)(m—b) = p(m), ahol m=n?—-n(a + b) + ab + n, saVieta-
formuldk miatt m val 6ban egész szam.

S12.4. a) Vegyik észre, hogy i2 és (16 —i)? azonos maradékot ad mod (16).
b) 3% osztja (a+ 1)(a— 1)-€t, s ekkor mindkét tényez6 3-hatvany. Innen megmutathatd, hogy
valamelyik tényezo6 1 (egyébkeént 3 osztja 2-t).

Eredmény:

a) A maradék lehet 1, 7, 9 vagy 15;
b) amaradék lehet 1 vagy 3 —1.

S12.5. Legyen c alegkisebb pozitiv egész, amelyre ca® 0 (mod 1995), sd = 1995 . Ekkor dis
C

egesz és a-nak osztdja. Mutassuk meg, hogy az S halmaz elemel el6allnak ma+ nb (mod
1995) alakban, ahol m=0,1,...,c—-1én=0,1, ...,d-1. Ezutén feleltessink meg S
minden elemének egy (m, n) rcspontot, s az el6dlitast gy adjuk meg, mint szomszédos
racspontok kozotti |épegetést.

Szamelméet 3.

S13.1. k21 + (2002 — k)?®1 ° 0 (mod 13).
Eredmény:
Az 6sszeg maradeka O.

S13.2. Négyzetre emel és utan el 6sz6r mutassuk meg, hogy az egyenl 6ség csak akkor
teljestilhet, ha sem a, sem b nem kdbszam; majd a 3Y/ab - mint egyetlen |ehetséges raciondlis
tag — és 49 egyenl 6ségét hasznaljuk fel.

S13.3. 8) Mivel (KI, p) = 1, ezért k!?k)go 0 (mod p).
9
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b) Van olyan a, b természetes szam, amelyre (2+\/§)p =a+by/5 és (2- \/E)p =a- by/5,s

innen (— 1)° = & — 5%, vagyis 562 = 1 + &. Mivel |\5b| = a(ésa= 2° +§2§2f"2 % stb.),
(%]

fejtsik ki 8(2 + \/E)pg— 2P*1.t, shaszndljuk fel az a) feladat eredményét.

S13.4. Az np = (k + 1)(k — 1) atalakitas utén két esetet vizsgalunk aszerint, hogy p melyik
tényezot osztja.

Erdemény:
n+1=(pP-1)m?+(m + 1)°

S13.5. El6szor mutassuk meg, hogy f(x) + f(1 —x) = 1, majd haszndljuk fel, hogy (k, 2002) =
10 (2002 -k, 2002) = 1.

Eredmény:
1.
> j (2002) = 360.

Szamelméet 4.

S14.1. HaTom x darab 10 centes és 'y darab 28 centes bélyeget vesz, akkor 10x + 28y = 2002,
sinnenx +y = % . A legkisebb megfelel6 y érték y = 4.

Eredmény:

Legfeljebb 193 darab bélyeget tud Tom vésérolni.
S14.2. Vegytk észre, hogy 60v11- 199 = (10- 3/11) .
Eredmény:

Pl. n = 28 esetén apg = 20.

S14.3. pX osztja(a+ 1)(a— 1)-et, sez csak Ugy lehet, hapl. p' osztja (a+ 1)-et ésp' osztja (a—
1)-et (i +j =K). Inneni = 0vagy j = 0 kdvetkezik (egyébként p osztja 2-t).

Eredmény:
a° 1 (mod p¥) vagy a® pX—1 (mod p¥).

S14.4. a) Induljunk ki a szamok kanonikus alakjabol; a pératlan kitevét ado r tényezé a bal
oldalon csak az egyik tényezében szerepel het.
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b) Legyen p=2q+ 1 ésb = pk, ekkor (2971 —1)(29*1 + 1) = pk?, s az &) eredmény szerint ¢
= (291 —1)vagy 2= (29%1 + 1).

Eredmeényul azt kapjuk, hogy nincs afeltételeknek megfelel6 négyzetszam.

1++/1+ 4k
2

S14.5. Hax? —x = k, amegoldoképletbsl x = , k3 0.Hak =0, akkor x = 0 vagy X

= 1. Hak > 0, akkor x? = x + k-bol kiindulvateljes indukciéval mutassuk meg, hogy x™ = amx
+ bm, @hol am, bm pozitiv egészek, an > 1. EbbSl megkapjuk, hogy x raciondlis; x = f

Q

<

hel yettesitésbdl s= + 1 adodik.

Szamelmélet 5. — primszamok

S15.1. A p = o — r° szorzatta al akitasabol adddik, hogy g —r osztéja p-nek.
Eredmény:

p=3>-2°=211.

S15.2. Pl. megmutathatjuk, hogy n prim és m kett6hatvéany.

S15.3. Az (a) egyenletbol a= 2 vagy c = 2.

Hac =2, (c)-bsl 3 + a=ab, ellentmondés.

Haa= 2, &adakitdsok utin b =2m + 1 dakd, s9 = (c—2)(m - 2).

Eredmény:

(& b,c,d)=(2, 7, 11, 13), n = 2002.

S15.4. Két mésodfoku diofantikus egyenletet kapunk aszerint, hogy a= 2 vagy a= 3.
Eredmény:

(a,bc)=(3,8 1) ésa+b+c= 18.

S15.5. Agaztassunk el aszerint, hogy

- n paratlan (ekkor 5" + 1 szorzatta a akithato);

-n =4k + 2 alaka (ekkor 3" + 1 = 9%*1 + 1 szorzatta al akithato);

- n = 4k aaku. Ekkor vizsgéljuk meg a25% + 9% + 1 kifejezést a 7-tel val 6 oszthatdsag
szempontjabal.

M egj egyzés:

Han = 12, akkor m = 244672067 prim.

Szamelméet — kanonikusalak 1.
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S16.1. 1998 = 2:3%87. Mivel 111 oszthatd 37-tel, 3k darab egyforma szamjegyrél van szo.
Eredmény:

n = 666666666.

S16.2.d(@ +b' +c') =1998 miatt & + b’ + ¢'-t kell minimalizalni.

Eredmény:

a +b +c =18 aminimdlis érték, ekkor d = 111. A lehetséges dédlitasok: (a, b’, ') = (4,
7,7),(5,6,7).

S16.3. Az egészrész levalasztasa utdn 3x + 1 alakud, 48-ndl nagyobb primszamot kerestink.
Eredmény:

x = 20.

S16.4. @) 6n osztoi kdzott szerepelnek n osztdi, valamint ezek 2-, 3- és 6-szorosai, ezért S(6n)
£ S(n) + 25(n) + 3S(n) + 6S(n) = 125(n).

b) Akkor dlhat fenn az egyenl6ség, han nem oszthat6 2-vel vagy 3-mal.

S16.5. A kanonikus alak kétfée lehet; n = p® nem lehetséges, n = pg? esetén

300+24 Becqessel o £ 35.
q°-59-5

p=5+
Eredmény:
n=31%2 = 15109,

Szamelméet — kanonikus alak 2.

S17.1. A hatvanykitevé novekedtével az utolsd szamjegyek periodikusan ismétlsdnek.
Eredmény:

399.

S17.2. % pontosan akkor egyszeriisithets, ha % is; innen adodik, hogy n+ 2 prim ésn >
29.

Eredmény:

n=35.

M egj egyzés:
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Ld. S.16.3.

S17.3. Haszndljuk fel, hogy (ka, kb) = k(a, b).

S17.4. Mivel x osztjady-t, [X, y] értékére hdrom lehetdségink van: [x, y] =y, 2y vagy 4y.
Eredmény:

Az (x,y) = (7k, 7k?) vagy (4k, k?) alak( szamok a megoldasok (k tetszdleges természetes
szam).

M éas megoldasi lehet6ség:

Vezessik be akét szam legnagyobb kdzds osztéjét U valtozokeént.

S17.5. Azx =ah,y =bh, z=ch, (a b, ¢) = 1 helyettesitéssel c(b —a) = ab, s azt kell
megmutatnunk, hogy h*abc = h*c?(b — &) és h?(b — &) négyzetszamok. Hogy (b — a)
négyzetszam, ennek megmutatésara el sé 1épésben alkalmazzuk pl. ab =fk, c=fl, (k,1) =1
helyettesitést.

Szamelméet — kanonikus alak 3.

S18.1. A keresett szam oszthatd 9-cel, 11-gyel és 5-tdl is.
Eredmény:
495,

S18.2. Azm=dm’ ésn=dn’ (ahol (M’, ") = 1) helyettesitéssel a3m’ + n" =3m'n’ +1
diofantikus egyenletet kapjuk, amely pl. szorzatta al akithato.

S18.3. Han =2k, akkor azn—1, ... , k + 1 szdmokkal val6 osztés utdn a maradékok 1, 2, ... ,
k—-1.
Han =2k + 1, akkor amaradékok 1, 2, ... , k.

Eredmény:

n = 10.

S18.4. Legyen n = 2583%6x74114 3, ekkor an, s é a,vagyisaz
0sztok 6sszegének n-ed része.
Eredmény:

2304
715
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S18.5. Az elsd 6 0szt6 1, 2, 3, 6, 9, 18, ezért n = 228™pSy aaku. Ezutén mutassuk meg, hogy
a= 1 lehet csak; legfeljebb harom kil 6nbdzé primoszté lehet csak stb.

Eredmény:
n=28%87 vagy n = 28371

Egzisztencia és konstrukcio a szamelméetben 1.

S19.1. n3 5 esetén az Gsszeg végzodéset az elso 4 tag végzodése hatédrozza meg.
Eredmény:

n=1,3.

S$19.2. a) A szomszédos szamhérmasok kil 6nb6z6 Gsszegliek, ezért 6 szomszeédos szam
Osszege legfeljebb 27 |ehetne; de a szomszédos 6-0s dsszegek is kil dnboznek.

b) Egy példa: 3,8,1,5,9,0,6, 7, 2, 4.

$19.3. Oldjuk meg az egyenletet az x = 0, 1, 2 értékekre, majd mutassuk meg, hogy x 3 3
esetén nincs megoldés. (xyz 3 3yz, 3zx, 3xy; adjuk dssze a hdrom egyenl 6tlenséget stb.)

Eredmény:

x,v,2=(0,1,2),(1,1,1), (2,3 4).

819.4.Hanpéros,1: n+i __ 1 + ! :

n nn+l) n+l n(n+l
Han paratlan, % = % + é -bdl pg = n(p + q) elentmondast ad.
Eredmény:

450 darab kivant tulgjdonsagi szam van.

M egj egyzés:

A Bergeng6c példatar 2. (szerk: Fazakas Tunde, Hraské Andés, Typotex, 2001) 218. és 226.
feladatal ide tartoznak. Ez utébbi pl. igy hangzik:

L ehet-e 2000 kiilonbdzé pozitiv egész szam reciprokanak dsszege 1?

A konyvben tdbb igen szép megoldast talahatunk.

72 + :;’ tort vizsgalatakor csak n < 7 egészek johetnek széba.
n

Ezek ellendrzése adjaaz n = 2 ésn = 5 eredmeényeket.

S19.5. Az n levélasztédsa utdn a
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S20.1. A legnagyobb k6z6s osztd mindegyik tagot osztja.
Eredmény:
A maximalis legnagyobb k6zos osztd 91.

S20.2.a) Pl. 16,9,7,2,14,11,5, 4,12, 13, 3, 6, 10, 15, 1, 8.
b) Nem |ehetséges. Mutassuk meg, hogy a 16-nak csak a 9 lehet a szomszédja.

S20.3. Ham > 0 vagy m £ — 2, akkor m? + m + 1 két négyzetszam kozé esik.
Eredmény:

m=0vagy m=-1.

S20.4. Vizsgaljuk p, g > 3 esetén az egyenletet mod 3!

Eredmény:

(p. @, n) =(2,3,4) vagy (3,7, 8).

Masik megoldasi lehetség:

Mivel n(n+3)=p(p+3)+q(q+3)<(p+q+3)(p+0q),n<p+q. Ezutan vizsgajuk ap(p +
3) = (n—q)(n+ g + 3) egyenletet. (Mivel p prim, p osztjian + g + 3 sth.)

S20.5. Az (n + 1)(2n + 1) = 6m? egyenletben n pératlan, ezért alkalmazzuk az n= 2k — 1
hel yettesitést, majd vizsgajuk k-t mod 3.

Eredmény:
n=337.
Egzisztencia és konstrukcié a szamelméletben 3.
S21.1. Prébakozzunk kétjegyii szamokkal; ha a szam paros, akkor négyzete csak 44-re vagy
88-ravégzodhet (mod 4 miatt) stb.
Eredmény:
38% = 1444,
S21.2. Mutassuk meg, hogy hap > 3, akkor p? + 11 oszthat6 12-vel!
Eredmény:

p=3.
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S21.3. Mutassuk meg, hogy han > 1, akkor (N> +n—1)>< 1+ n?+n*+n*< (n®+ n—1)2.

M egj egyzés:

Vagyis nem csak primekre, hanem n > 1 esetén semmilyen n-re sem lesz teljes négyzet 1 + n?
+n®+nt,

S21.4. Elészor mutassuk meg, hogy ha n = m™" , akkor minden szétosztas megfelel 6.
Legyenpl.m1 A, ekkor m™1 B, (mm)mm =m™" T A és (m”‘m”)m =m™""1 B, és
tekintsik az m™" szamot.

Az {m, m+1 .. m - ]} halmaz , kics”; legyen az egyik részhalmaz {m, m+1, ... , m™—
1}.

mm+2

S21.5. El6szor mutassuk meg, hogy m 3 4 esetén (2m + 2)(2m + 1) < (m—1)(m + 1)(m + 3).
Ezutan a(2m)! = (m—2)!>m!Xm + 2)! egyenletbdl becsléssel adodik, hogy m 3 4 esetén (2(m
+ D) <£(M-=21)IXm+ 1)!Xm + 3)!.

Eredmény:

A megolddsn=3vagy n=5.

Geometriai szamelmélet

S22.1. Ha az alapéleket a, az olaléleket b jel6li, akkor 8a+ 4b = 2& + 4ab a megol dandd
diofantikus egyenlet. Pl. szorzatta alakitva: (2a— 2)(a+ 2b—3) = 6.

Eredmény:
(ab)=(272).

M és megoldasi lehet6ség:

Kifgezhetjuk pl. 2b-t: 2b=3 —-a+ il , Sinnen a— 1 osztéja 3-nak.
a -

S22.2. Aza=b+ 1 egyenletet vizsgdjuk, haa’® és b? egész szamok. Kobre emelés utan b(b? +
3) is egész szdm, ahonnan b raciondlis.

S22.3. Pitagorasz tételébsl AD? — CD? = AB? — BC?. Innen szorzatta al akitas utan diofantikus
egyenletet kapunk.

S22.4. irjuk fel akoszinusz-tételt az ADC és BEC haromszogekre, s az igy kapott AD? — BE?
= (b—a)(b + a— 2|DCjcosy) egyenlet jobb oldalat fejezziik ki a hdromszdg oldalaival.

Az ab(AD? — BE?) = (b —a)[4(s— a)(s— b)(s—c) + abc] egyenletbsl a2ab 3 ab|AD? — BE?| >
(b — a)ab becdlés célhoz vezet, innen a= b.
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S22.5. irjuk fel aszinusz-tételt kétszer a haromszogben, majd fejezzik ki sin(3BP) értékét
BD szogfiiggvényeivel az addicios tételek segitségével. Az & = b(b + ¢) egyenletben
mutassuk meg, hogy (b, b + c) = 1, ezért b és b + c is négyzetszam; valamint BB < 30° miatt
m3 4 iskovetkezik.

Eredmény:

k3 77.
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