Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Diofantikus egyenletek 1.

S1.1. Horvator szag, 2002, or szagos verseny, 9. évf. 3/4.

Hatarozzuk meg az 6sszes olyan (X, Yy, z) pozitiv egész szdmokbdl alé szdmharmast,
amelyekre 2x2y? + 2y?z? + 27°x? —x* —y* — 74 = 576.

Javaslat: Alakitsuk szorzatta az egyenlet bal oldalat.

S1.2. Litvania, 2001. oktéber

Hatérozzuk meg az x —y = x2 + xy + y? egyenlet egész megol dasait.
S1.3. Esztor szég, Matematikai Olimpia, 1999, donté, 11. évf. 1/5.

4mn

Hatérozzuk meg az m, n egész szamokat, amelyekre (m- n)* = et
m+n-

S1.4. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, 1. fordulo, 12. évf. 1/4.

Mutassuk meg, hogy az n? + m® = m egyenlet nem oldhat meg a pozitiv egész szamok
halmazan.

S1.5. Belorusszia, Minszk 2002, 11. o.
Hatarozzuk meg az m, n természetes szamokat, han? —5p™ = 1, ahol p primszam.

Diofantikus egyenletek 2.

S2.1. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, 1. fordulo, 10. évf. 1/4.

Mutassuk meg, hogy az x? + y? + z2 = (xy)? egyenletnek nincs megol désa a pozitiv egész
szamok halmazan.

S2.2. Litvania, 2001. oktdber

Hatarozzuk meg azon pozitiv egész értékeket, amelyekre igaz, hogy el6dlnak két kil 6nb6z6
pozitiv egész szam szorzaténak és dsszegének hanyadosaként.

S2.3. Cseh és Szlovak Matematikai Olimpia, 2002. aprilis, donté
Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert az egész szdmok halmazan:

(4x)s + 7y = 14,
(2y)s — (3y)7 =74,

ahol (n)x k-nak azt atébbszorosét jeldli, amely legkdzelebb van n-hez.
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Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

S2.4. Esztor szag, M atematikai Olimpia, 1999, donté, 10. évf. 1/5.
Hatérozzuk meg azon (a, b) egész szamparokat, amelyekre & + b = b9,
S2.5. Brit Matematikai Olimpia, 2001. december, 1. fordulé (idé: 3.5 éra) 3/5.

. éXu_ éxu  é2xu
Hatarozzuk megaz x + s~ = a—,+

Y NEL
legnagyobb, t-nél nem nagyobb egész szamot.)

egyenlet pozitiv val 6s megol désait. ([t] jelenti a

Diofantikus egyenletek 3.

S3.1. Litvéania, 1997
Elédlithato-e az 500...02 néhany szomszédos egész szam kdbének tsszegekent?
S3.2. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, donté, 10. évf. 2/4.

Hatérozzuk meg a (p, q) val 0s szampérokat, hap + g = 1998, és az x2 + px + q = 0 egyenlet
megol dasal egészek.

S3.3. Japan, Matematikai Olimpia, 2002, 1. fordul6
Hatérozzuk meg azon (X, y) egész szampéarok szamét, amelyekre xy? + xy + x2 -2y —1=0.

S3.4. Esztor szég, 1999, nyilt verseny (9. és 10. évf.)

Bizonyitsuk be, hogy az 1+
1+

kifejezés értéke semmilyen n egész szdmra sem lesz

€gész.
S3.5. 1995, NM O feladatjavaslat

Oldjuk meg az x + y? + 73 = xyz egyenletet, ahol x, y, z pozitiv egész szamok ésaz x ésy
szamok legnagyobb kdzos osztdja z.

Diofantikus egyenletek 4.

$A.1. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, donté, 11. évf. 4/4.

Alf nyolcosztdlyos elemi iskolaba jart. Minden tanév végén megmutatta apjanak a
bizonyitvanyét. Ha Alf sikeresen elvégezte az évfolyamot, annyi macskat kapott apjatdl,
amennyi éetkoranak és az adott évfolyam szamanak szorzata. Tanulmanyai soran Alf
egyszer megbukott. Amikor befejezte az elemi iskolét, észrevette, hogy az apjatol kapott
macskak szdma 1998-cal oszthat6. Melyik évfolyamot ismételte meg Alf?
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$A4.2. Szerbia, Matematikai Olimpia, 1999, 1. kategoéria (idé: 4 6ra) 3/5.

Adott az m egész szam. Bizonyitsuk be, hogy van olyan (X, y) egészekbdl alo szampar,
amelyekre 2x2 + 11xy + 12y? + 4x + 5y + 6 = 2m.

$4.3. Spanyolorszag, Matematikai Olimpia, 1999, 1. (helyi) fordulo, 1. nap 3/3.
Hatarozzuk meg azon n természetes szamokat, amelyekre 2" + 2199 négyzetszam.
$A.4. Litvania, 1997

Adjuk meg az x3 + y° = z* egyenlet (X, y, z pozitiv egész szamok) egy megoldasét és
mutassuk meg, hogy végtelen sok hasonl 6 tipusi megoldés van.

$4.5. Kanada, 1996, olimpiai elékészité (levelezd)
Hatérozzuk meg az (X, Y, z) egész szamharmasokat, anelyekre3=x +y +z=x3+y* + 73,

Diofantikus egyenletek 5.

S5.1. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 2002, 1. fordulo, 11. évf. 1/4.
Hatarozzuk meg az m, n pozitiv egész szamokat, ha 12:8%..Xm —1)>m + 3 =2,
S5.2. Spanyolorszag, Matematikai Olimpia, 1999, 2. (helyi) fordulo, 2. nap /3.

Hatarozzuk meg azon X, y (X <y) természetes szamokat, amelyekre igaz, hogy a k6z€j ik esd
természetes szamok dsszege 1999.

S5.3. Japan, 1990, olimpiai valogatover seny, elsé fordulo
Hatérozzuk meg azt alegnagyobb n egész széamot, amelyre 427 + 4°% + 4" négyzetszam.
S5.4. Ausztria, Matematikai Olimpia, 2002. mjus, donté, selejtezé fordulo, 1/4.

Hatérozzuk meg azon a és b egész szamokat, amelyekre (19a+ b)'8 + (a+ b)*® + (19b + a)*®
négyzetszam.

S5.5. Németor szag, 1998, or szagos ver seny, masodik fordulo
Hatarozzuk meg mindazon (X, Y, z) egész szamokat, amelyekre xy + yz + zx —xyz = 2.

Diofantikus egyenletek 6.

S$6.1. Dél-Afrika, Stellenbosch-ver seny, 1998. december, 1. fordulé (idé: 3 6ra) 3/5.
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Egy haromszdg két magassaganak hossza 9 cm és 29 cm, a harmadik magassag hosszais
egész szam (cm-ben). Mekkora lehet a harmadik magassag?

$6.2. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 2002, donté, 11. évf. 1/4.

A pozitiv egész k szémraakx? — (1 — 2k)x + k — 2 = 0 mésodfok( egyenl et megol désai
raciondlis szamok. Bizonyitsuk be, hogy k két szomszédos egész szam szorzata.

$6.3. Spanyolorszag, Matematikai Olimpia, 1999, or szégos fordulg, 1. nap 2/3.

Bizonyitsuk be, hogy |étezik olyan ay, &, ... , @, ... pozitiv egész szamokbdl a6 sorozat,
amelyekre a® + &2 + ... + &> minden n-re négyzetszam.

S6.4. Oroszor szag, Matematikai Olimpia, 2002, 4. (kor zeti) fordul6 11. évf. 1/8.

Az x ésy val6s szamokra teljesil, hogy xP + y9 raciondlis szdm, ha p, q tetsz6leges paratlan
primszamok. Mutassuk meg, hogy x ésy raciondlis.

$6.5. Ausztria, Matematikai Olimpia, 2001. majus, or szagos ver seny, 1. nap 1/3.

2001é K

Bizonyitsuk be, hogy — é_ %u egész szam. ([x] az x-nél nem nagyobb egész szamok kozUl
k=0842()

alegnagyobbat jelenti.)

Diofantikus egyenletek szamjegyekkel 1.

S7.1. Sharp verseny, 2001. januér

Egy bizonyos n pozitiv egész szdm oszthat6 383-mal és minden szamjegye 3. Mennyi %

utolso 6t szamjegye?
S7.2. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, 1. fordulo, 11. évf. 1/4.
Legyen b, n > 1 pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy haab aapi szdmrendszerben

11...1) prim, akkor nisprim.

S7.3. Japan, Matematikai Olimpia, 2002, 1. forduld

Hatarozzuk meg az 6sszes olyan m értéket, amelyre (m— 2)? egy 3-jegyii abc alak( szém,
tovébba m? — 1 szintén haromjegyi, cha alaki szam.

S7.4. Esztor szég, 1999, nyilt verseny (9. és 10. évf.)

Hatarozzuk meg azokat az n négyjegyii szamokat, amelyeket % -del szorozva az n jegyeinek

forditott sorrendben torténé felirasaval adddd szamot kapjuk.
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S7.5. Spanyolorszag, Matematikai Olimpia, 2002, donté, 1/6.

Legyen m az n pozitiv egész szam megforditasaval kapott szam, S pedig az n szdm
szamjegyeinek 0sszege. Van-e olyan hdromjegyti szam, amelyre 2m + S = n teljesll ?

Diofantikus egyenletek szamjegyekkel 2.

S8.1. Esztor szég, tavaszi nyilt ver seny, 2002. februdr, szenior ok, 4/5.

Nevezzik biivos szamnak azokat a 10-jegyi természetes szamokat, amelyek 10 kilonbdz6
szamjegybél dlnak és oszthatok 99999-cel. Hany biivos szam van? (0-val nem kezdédhet egy
szam.)

S8.2. Dél-Afrika, Potchefstr oom-ver seny, 2001. julius, 1. fordulé (idé: 4 h 15 p) 2/5.

Hatarozzuk meg azokat a 6-jegyti szamokat, amelyek egyenl6k az utolso 3 szamjegyukbol
alkotott szdm négyzetével.

$8.3. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, donté, 12. évf. 1/4.

Haaz 1998-at felirjuk n-alapl szamrendszerben (n pozitiv egész), olyan haromjegyii szamot
kapunk, amelyben a szamjegyek dsszege 24. Hatarozzuk meg n dsszes |ehetséges értékét!

S8.4. Uj-zdand, 1990

Hatarozzuk meg az m szamjegyet, ha 88...88m99...99 oszthat6 7-tel (50 darab 8-as és 50
darab 9-es szerepdl).

S$8.5. Kanada, 1996, olimpiai elékészité (levelezo)

Jeldljuk s(n)-nel atizes szamrendszerbeli n természetes szam jegyeinek Gsszegét. Az n
természetes szamokra értelmezett f(n) fuggvényre f(0) =0, f(n) =f(n—s(n)) +1(n=1, 2, ...).
Igaz-e, hogy hal £ m £ n, akkor f(m) £ f(n)?

Diofantikus egyenletek szamjegyekkel 3.

$9.1. Esztor szég, M atematikai Olimpia, 2002, donté, 9. évf. 2/5.

Megadhatok-e olyan a, b, ¢ kilonb6z6 nemzérus szamjegyek, amelyekre a kétjegyt ab szém
oszthato c-vel, bc oszthatd a-val és ac oszthato b-vel?

$9.2. Ausztria, Matematikai Olimpia, 2001. aprilis, terlleti verseny, 1/3.

2000

Az n egész szamra S(n) = é n* . Hatarozzuk meg S(n) tizes szamrendszerbeli al akjanak
k=0

utolsd szamjegyét.
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$9.3. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 2002, Donté, 9. évf. 1/4.

A 38 alegkisebb pozitiv egész szam, melynek a négyzete harom 4-esre végzsdik (382 =
1444). Melyik akdvetkezé ilyen egész szam?

S9.4. Litvania, 1997

Bizonyitsuk be, hogy barmely pozitiv egész m szdmhoz taldhat6 olyan n pozitiv egész szam,
amelyreteljesil, hogy tizes szamrendszerbeli alakja nem tartalmaz 0 szdmjegyet, és
szamjegyeinek dsszege megegyezik mn szamjegyeinek dsszegével.

$9.5. Dél-Afrika, Stellenbosch-ver seny, 1998. december, 1. fordul6 (idé: 3 6ra) 4/5.

Bizonyitsuk be, hogy ha valamely pozitiv egész n szamra 5" elss jegye 1-es, akkor 2™
szintén 1-essel kezdodik. 1gaz-e az dlitas megforditasa?

Diofantikus egyenletek szamjegyekkel 4.

S10.1. Japan, Matematikai Olimpia, 1991, 1. fordulo

68
Hatérozzuk meg A? tizes szamrendszerbeli alakjaban a szamjegyek osszegét, haA = 99...9.

S10.2. Belgium, Matematikai Olimpia, 1999, donté, 1/4.

Hatérozzuk meg azokat a hatjegyi abcdef természetes szamokat, amel yekre abcdef = (def)?
(a,dt 0).

S10.3. Esztor szag, M atematikai Olimpia, 2002, donté, 12. évf. 2/5.

Van-e olyan 2-esekbdl és 0-akbol a8l6 egész szam, amely egyenlé valamely pozitiv egész
szam k-adik hatvanyéaval (k 3 2)?

S10.4. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 2002, elsé fordul6, 10. évf. 3/4.

Hatérozzuk meg azon a, b, ¢ szomszédos pératlan szamokat, amelyekre & + b? + ¢ négy
egyforma szamjegybdl al.

S10.5. rorszag, Matematikai Olimpia, 1998, 1. nap (idé: 3 6ra) 3/5.
Mutassuk meg, hogy atizes szdmrendszerbeli xyxy szamok (ahol x ésy szamjegyek) nem
lehetnek kdbszamok.

Hatarozzuk meg alegkisebb b > 1 egész szamot, amelyre igaz, hogy xyxy kdbszam a b aapu
szamrendszerben.

Szamelméet 1.
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S11.1. Albania, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 9. évf. 1/5.

2+n2

mn

Bizonyitsuk be, hogy az m, n természetes szamok egyenl6ek, ha T N.

S11.2. Brit Matematikai Olimpia, 1998, 1. fordul6 2/5.

Definidjuk az (an) sorozatot a kdvetkezoképpen: ag = 19, & =98 éshan 3 1, akkor a2
legyen an + an+1 maradéka 100-zal osztva. Mennyi a’ +aj +...+ a’,,, maradéka 8-ca osztva?

S11.3. Litvania, Matematikai Olimpia, 1998

2Pt

Mely p primszamralesz négyzetszam?

S11.4. Spanyolorszag, Matematikai Olimpia, 2002, dénté, 4/6.

A természetes szdmok halmazan értelmezett g figgvényre teljesil, hogy g(2) = 1, g(2n) = g(n)
ésg(2n + 1) = g(2n) + 1. Hat&rozzuk meg g(n) maximuméat és a maximumhelyek szamét, ha 1
£n £ 2002.

S11.5. Esztor szag, M atematikai Olimpia, 1999, dénté, 12. évf. 1/5.

Legyenek a, b, ¢ és d nemnegativ egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy 257° és 2°79 akkor és
csak akkor adjék ugyanazt a maradékot 15-tel osztva, ha 3%5° és 3°5¢ azonos maradékot ad 16-
tal osztva.

Szamelmélet 2.

S12.1. Kanada, Manitoba ver seny, 2001. februar

Az a, b, ¢, d szamok kilonbdzé egészek, az (X —a)(x — b)(x — ¢)(x — d) = 4 egyenlet egész
gyoker. Bizonyitsuk be, hogy a+ b+ c+d=4r.

S12.2. Macedonia, 2002, 2. fordulg, 9. évf. 1/4.

Legyen aés b olyan egész szam, amelyekre (16a + 17b)(17a+ 16b) oszthat6é 11-gyel.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor (16a+ 17b)(17a+ 16b) 121-gyel is oszthato!

S12.3. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, 1. fordulg, 11. évf. 2/4.

A p(X) = x? + ax + b méasodfoku fliggvény egyiitthatdi egészek. Mutassuk meg, hogy minden
n egész szamhoz taldhat6 olyan m egész szam, hogy p(n)p(n + 1) = p(m) teljestljon.

S12.4. Esztor szag, nyilt verseny, 1999, (11. é&s12. évf.)

Az aegész szam négyzete n-nel osztva 1 maradékot ad. Mennyi lehet a maradék, ha a-t n-nel
osztjuk, és
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a) n = 16;
b) n = 3, ahol k pozitiv egész szam?

S12.5. Dé-Afrika, Rhodes-verseny, 2001. aprilis, 2. fordulé (idé: 4.5 6ra) 3/3.
AzS={0,1,2, ...,1994} halmaz két pozitiv, egyméshoz relativ prim eleme aésb.
Bizonyitsuk be, hogy az S halmaz elemei az s1, S, S, ... , Si905 SOrozatba rendezhetok oly

maodon, hogy s+1—s° £ avagy ° + b (mod 1995) mindeni =1, 2, ..., 1994-re.

Szamelméet 3.

S13.1. Esztor szag, 6szi nyilt verseny, 2001. oktdber, juniorok 2/5.
Hatérozzuk meg az 1290t + 22001 4 32001+ 20012%%! sszeg maradékat mod 13.

S13.2. Brit Matematikai Olimpia, 2000, 2. fordul6

Hatarozzuk meg az a, b pozitiv egész szamokat, ha (%/5 +3/b - 1)2 =49+ 203/6.
S13.3. Albania, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 11. évf. 4/5.

Bizonyitsuk be, hogy ha p pératlan primszam, akkor
a) p osztja Eﬁg-t, mindenk=1, 2, ..., p—1 esetén;

iq 6 PU _ op+1
92 + J_ P+l g
b) p osztja 8(2 \/3) g 2Pt
([X] az x-nél nem nagyobb egész szamok legnagyobbikét jelenti.)
S13.4. Iran, Matematikai Olimpia, 2002, 1. fordul6 1/6. (idé: 2x4 6ra)

Legyen p prim és n természetes szam, amelyekre 1 + np négyzetszam. Bizonyitsuk be, hogy n
+ 1 el6dlithatd p darab négyzetszam dsszegeként.

S13.5. Ausztria, Matematikai Olimpia, 2002. majus, donté, selejtezé nap, 3/4.

X

Tekintslk az f(x) = flggvényt, slegyen k 0 és 2002 kdzotti egész szam. Hatarozzuk

9" +3
meg azon fgeLQ alaku kifejezések Osszegét, amelyekben a Kk tort tovabb mar nem
2002 g 2002
egyszeriisitheto.

Szamelmélet 4.

S14.1. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 2002, donté, 9. évf. 2/4.
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Tom bélyeget gyiijt, s elhatarozta, hogy ateljes 2002 centnyi sporolt pénzét bélyegre kolti. A
barétja 10 centes és 28 centes bélyegeket kindlt neki. Tom gy dontétt, hogy alehet6 legtébb
bélyeget vasarolja meg. Hany bélyeget tud vésarolni?

S14.2. Litvania, 2001. oktober

Legyen a,_ =, /|60\/1_1 - 199| ++/60v11 +171+ n. Tartalmaz-e egész sz&mot a sorozat?

S14.3. Albania, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 12. évf. 2/5.

Az atermészetes szamraa® © 1 (mod n). Hatérozzuk meg a (mod n) értékét, ha
n = p*, ahol p pératlan primszam és k természetes szam.

S14.4. Gor 6gor szadg, M atematikai Olimpia, 2002. februar, 4/4.

a) A p, g, r, apozitiv egész szamokrapqg = r&, r prim és p, q relativ primek. Bizonyitsuk be,
hogy p és q valamelyike négyzetszam.

b) Létezik-e p(2°** — 1) alak( négyzetszam, ha p pozitiv prim?
S14.5. [rorszag, Matematikai Olimpia, 1998, 1. nap (idé: 3 6ra) 5/5.

Bizonyitsuk be, hogy hax? —x ésvalamely n3 3-rax" —x is egész szam, akkor X is egész
szam.

Szamelméet 5. — primszamok

S15.1. Litvania, 1997
Van olyan primszam, amely egyenl6 két primszam 6todik hatvanyainak kilonbségével?
S15.2. Belgium, Matematikai Olimpia, 1999, donté, 4/4.

Tekintsiik azona, b, m,nT N\{0, 1} szdmokat, amelyekre & —1 ésb™ + 1 primszamok.
Adjunk minél tobb informaciét a, b, n és m-re vonatkozoan.

S15.3. irorszag, Matematikai Olimpia, 2002. majus, 2. fordul6 (idé: 3 6ra) 2/5.
TegyUk fel, hogy naz a, b, ¢, d kilonb6z6 primek szorzata, valamint

@a+c=d;

(b)a(a+b+c+d)=c(d-h);

(c) 1+bc+d=hd.

Hatérozzuk meg n értékét.

S15.4. Thaifold, Matematikai Olimpia, 2001
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Hatérozzuk meg & + b + ¢ értékét, haa, b, ¢ olyan pozitiv egész szamok, amelyekre (a+ 1)(b
+ 1)(c + 1) = 3abc, valamint a< 5 primésb + ¢ > 6.

S15.5. Olaszor szag, Matematikai Olimpia, 2002. majus, 5/6.
Bizonyitsuk be, hogy ham = 5" + 3" + 1 primszam, akkor 12 osztja n-€t.

Szamelméet — kanonikus alak 1.

S16.1. Japan, Matematikai Olimpia, 1998, 1. fordulo

Hatarozzuk meg azt alegkisebb 1998-cal oszthatd n pozitiv egész szamot, melynek tizes
szamrendszerbeli alakjdban minden szamjegy egyenlo.

S16.2. Belgium, Matematikai Olimpia, 1998, donté, 1/4.

Igazoljuk, hogy van olyan a, b, ¢ egész szamhérmas, amelyre0<a<b£c<2a a+b+c=
1998, és az a, b, ¢ szamok legnagyobb kdzds osztdja alehets legnagyobb. Egyértelmii-e a
megoldas?

S16.3. Ausztria, Matematikai Olimpia, 2002. aprilis, selejtezé, 1. fordul6 1/4.

Hatarozzuk meg azt alegkisebb pozitiv egész x szdmot, amelyre az alabbi tortek mar nem
egyszeriisithetok (a szamlédjuk és nevezdjik relativ prim):

3xX+9 3x+10 3x+11 3x +49

8 9 10 48

S16.4. Esztor szag, 6szi nyilt ver seny, 2001. oktdber, szenior ok, 3/5.

Tetszéleges pozitiv egész n-re jel6ljuk S(n)-nel az n szam pozitiv osztoinak Gsszegét
(beleértve 1-et és 6nmagét is).

a) Bizonyitsuk be, hogy S(6n) £ 12S(n).

b) Milyen n-reteljesil az S(6n) = 12S(n) egyenl 6ség?

S16.5. Szingapur, Matematikai Olimpia, 1997

Hatarozzuk meg azon n pozitiv egész szamokat, amelyekre

a) n-nek pontosan 6 pozitiv osztdjavan: 1, di, db, ds, ds, n;

b) 1+ n=>5(d; + dz + dz + da).

Szamelméet — kanonikus alak 2.

S17.1. Japan, Matematikai Olimpia, 1998, 1. fordulo
Hany 1998-nd nem nagyobb pozitiv egész n szdmraigaz, hogy n'® — 1 oszthaté 10-zel?

S17.2. Litvania, 1997
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8 9 31

Hatarozzuk meg azt a legkisebb n egész szamot, amelyre a , ,
< < o Y n+9 n+10 n+11 n+33

tortek egyike sem egyszeriisitheto.

S17.3. Esztor szag, 1998, donté

0 & 0
Legyen az n pozitiv egész szam két pozitiv osztdjad: ésd, s %edi,dz = gdi,dli
1 %] 2 (%]

Bizonyitsuk be, hogy ekkor di = d>.
S17.4. Cseh és Szlovak Matematikai Olimpia, 2002. januér, 2. fordulé

Hatarozzuk meg az x, y természetes szamokat, hax? = 4y + 3-[x, y], ahol [x, y] az x ésy
szamok |egkisebb kdzos tobbszorosét jelenti.

S17.5. Brit Matematikai Olimpia, 1998, 2. fordul6 3/4.

Tegytk fel, hogy az x, y, z pozitiv egész szamok kielégitik az 11 1 egyenletet éslegyen
X y z

h az x, y, z szdmok legnagyobb k6z6s osztoja. Bizonyitsuk be, hogy hxyz és h(y — x)
négyzetszamok.

Szamelméet — kanonikus alak 3.

S18.1. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 2002, donté, 10. évf. 2/4.

Hatarozzuk meg azt alegkisebb pozitiv egész szamot, amely el6al 9, 10 és 11 szomszédos
pozitiv egész szam dsszegekeént is.

S18.2. Esztor szag, M atematikai Olimpia, 2002, donté, 10. évf. 1/5.

Az m ésn pozitiv egész szamok d legnagyobb k6z6s osztdja és v legkisebb kdzos tébbszorose
eleget tesz a3m + n = 3v + d egyenletnek. Bizonyitsuk be, hogy m oszthat6 n-nel.

S18.3. Szerbia, Matematikai Olimpia, 1999, 1. kategoria (idé: 4 6ra) 5/5.

Osszuk € az n3 2 természetes szamot az 6sszes ndla kisebb pozitiv egész szammal, s az igy
kapott osztési maradékok kozil adjuk 6ssze a kil énbozoket. Hatdrozzuk meg n értékét, haaz
0sszeg n.

S18.4. Japan, Matematikai Olimpia, 1992, 1. fordulo

Az A hamaz elemei 2™ x3"™ x5 x7™ X1 x13" aakl pozitiv egész szamok, ahol 0£ n £ 1
minden 1 £ i £ 6 esetén. Hatdrozzuk meg § 1 értékét.

dnad
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S18.5. irorszag, Matematikai Olimpia, 1998, 2. nap (idé: 3 ora) 1/5.

Hatarozzuk meg azon pozitiv egész n szdmokat, melyeknek 16 darab di, do, ... , dis pozitiv
osztojuk van, sezekrel=di1 <d2<...<dis=n,ds =18 ésdy—dg = 17.

Egzisztencia és konstrukcio a szamelméetben 1.

S19.1. Kanada, 2002

Hatérozzuk meg azon n értékeket, amelyekre 1! + 2! + 3! + ... + n! négyzetszam.

S19.2. Esztor szag, M atematikai Olimpia, 1999, dénté, 12. évf. 5/5.

Egy kor kerlletére valamilyen sorrendben rairtuk a0, 1, 2, ... , 9 szamokat. Bizonyitsuk be,
Q)O?aly alhaté harom szomszédos szam, melyek 6sszege legalabb 15;

b) nem feltétlendl taldlhaté harom szomszédos szam, melyek 6sszege nagyobb, mint 15.
S$19.3. Gor 6gor szag, M atematikai Olimpia, 2002. februar, juniorok, 3/4.

Hatérozzuk meg a pozitiv egész x, y, z szamokat (X £y £ z), haxy + yz + zx —xyz = 2.

S19.4. Thaifold, Matematikai Olimpia, 2001

Hany olyan haromjegyii pozitiv egész szam van, amelyek reciproka el6alithato két kilonbdzo
paritasl pozitiv egész szam reciprokanak 6sszegeként?

S19.5. Pan-Afrikai Matematikai Olimpia, 2001. julius, 1. nap (idé: 4.5 6ra) 1/3.

3

Hatarozzuk meg azon n 3 1 egész értékeket, amelyekre az n=

n>+7

tort értékeis egész.
Egzisztencia és konstrukcié a szamelméletben 2.

S20.1. Macedénia, 2002, 1. forduld, 9. évf.

20 pozitiv egész szam dsszege 2002. Hatarozzuk meg a szamok |egnagyobb kdzos osztdjanak
|ehetséges maximumat.

S20.2. Esztor szag, tavaszi nyilt verseny, 2002. februdr, juniorok, 1/5.
Elhelyezhetjik-eaz 1, 2, ... , 16 szdmokat egy

a) egyenes mentén;

b) kdrvonalon

agy, hogy barmely két szomszédos szam 6sszege egy egész szam négyzete legyen?

S20.3. Litvania, 2001. oktéber
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Hatérozzuk meg azon m pozitiv egész értékeket, amelyekre vm? + m+1 is pozitiv egész
szam.

S20.4. irorszag, Matematikai Olimpia, 2002. majus, 1. forduld (idé: 3 6ra) 3/5.
Hatarozzuk meg az 6sszes (p, g, n) pozitiv egészekbsl alo szamharmast, ahol p, g primek és
p(p+3) +q(q+ 3) =n(n + 3).

S20.5. Bulgéria, 2001. marcius

1> +2%+...+n?

Adjuk meg azt alegkisebb, 1-nél nagyobb n egész szamot, amelyre

négyzetszam.

Egzisztencia és konstrukcié a szamelméletben 3.

S21.1. Japéan, 1990, olimpiai valogatéver seny, 1. fordulé

Hatarozzuk meg azt alegkisebb pozitiv egész szdmot, amelynek a négyzete harom egyforma
(nemzérus) szamjegyre végzodik.

S21.2. Uj-Zéand, Matematikai Olimpia, 1998, 2. kategoria

Hatérozzuk meg a p primszamot, ha p? + 11-nek pontosan 6 kiil6nbdzé osztdja van (beleértve
az 1-et és6nmagat is).

S21.3. Gorbgor szag, M atematikai Olimpia, 2000, 2/4.

Hatérozzuk meg azon p primszamokat, amelyekre 1 + p? + p° + p* egy egész szam
négyzetével egyenlé.

S21.4. DE-Afrika, Rhodes-verseny, 2001. aprilis, 3. fordulé (idé: 4.5 6ra) 3/3.
Legyen m3 2 egész szam. Hatérozzuk meg azt alegkisebb n > m egész szamot, amelyre
barhogyan is osztjuk két részhalmazraaz {m, m+ 1, ... , n} halmazt, legal &bb az egyik
halmazban lesz harom (nem sziikségképpen kil 6nb6za) a, b, ¢ szam, amelyekre & = c.
S21.5. Esztor szag, 1998, donté

Hatarozzuk meg azon n > 2 egész szdmokat, amelyekre (2n)! = (n—2)nlxn + 2)!.

Geometriai szamelmélet

S22.1. Horvaétor szag, regionalis ver seny, 2002, 11. évf. 3/4.
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Hatarozzuk meg a négyzet alapl egyenes hasab éleinek hosszét, ha az é ek hossza egész
szam, és az oldallapok tertletének szamértéke egyenl6 az élek tsszegével.

S22.2. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 2002, 1. fordulg, 11. évf. 2/4.

Adott egy kocka, melynek térfogata, és egy négyzet, melynek terlllete egész szam. A kocka
éle 1 egységgel hosszabb, mint anégyzet oldala. Bizonyitsuk be, hogy akockaéle ésa
négyzet oldalais egész szam.

S22.3. Dé-Afrika, Stellenbosch-ver seny, 2000. december, 2. fordulo (idé: 3.5 éra) 5/7.

Az ABC nem-tompaszogi haromszog oldalai egész szamok, a< b < c. A B-bél hizott
magassag az AC oldalt D-ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy AD-CD=4U AB-BC=2

S22.4. Irorszag, Matematikai Olimpia, 2002. majus, 2. fordul6 (idé: 3 6ra) 5/5.

Az ABC h&romszog oldalai egész szamok, beirt kére a BC, valamint AC oldalakat aD, ill. E
pontokban érinti. Mutassuk meg, hogy hai AD? — BE?i £ 2, akkor AC = BC.

S22.5. Uj-Zéand, 1991

Az ABC h&romszigben AD = 2BD, Cb tompaszdg, az a, b, ¢ oldalak egészek. Hatarozzuk
meg a haromszdg | ehetséges | egkisebb kertletét.
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