Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Kombinatorika 1.

K 1.1. Az 6sszehasonlitasok folyaméan a masodik |egnehezebb konél csak az elso lehet
nehezebb.

Eredmény:

A , kieséses’ rendszeri sorsolasna 31 dsszehasonlitasbdl megtaldhatd alegnehezebb, savele
Osszehasonlitott 4 k6 kozott van a mésodik legnehezebb, amelyet 3 tovabbi méréssel
megtal d hatunk.

K1.2. Jel6ljuk asulyokat 1, 2, ... ,18-cal, s mérjik meg el6szér a4, 5, 6, 7, 12, 13, 14, 15
sulyokat. A méasodik mérés legyen
a)800gesaténd, 2 3,8, 9;

b) 799 gesetén 2, 3, 4, 7, 8, 12;
C) 798 gesetén 3, 4,5, 6, 7, 12;
d) 797 g esetén 4, 5, 6, 12.

K1.3. Mivel aharmadik tényezé minden tagja n-edfoku, az els6 két tényezé szorzatabdl
azokat atagokat vegyuk figyelembe, amelyek szorzata szintén n-edfoka.

Eredmény:
A Pascal-haromszog n. soraban 1évé szamok kobdsszege.

K 1.4. Mutassuk meg, hogy barmely 3x1-es (és 1x3-as) racstéglalap pontosan egy fekete
mezot tartalmaz.

Eredmény:

33 fekete mez6 van barmely 9x11-es racstéglalapban.

K1.5. Az axb méretii tablazatban legyen S; arésztéglalapok a-irényl hosszainak 6sszege, Sy
hasonléan a mésik iranyu 6sszeg, ekkor a keresett terliletbsszeg SaSo. Adott k-raaz a-irdnyban

a—k + 1 darab k-hosszisagu oldal van. Innen Sa= La+ 2fa—1) +3a—-2) + ... +ad =

+ 28 + 28 +28
? g s akeresett tertletosszeg SoS = ? 2 2 g
3 2 3 I} 3 ']

Kombinatorika 2.
K2.1. a) Vizsgajuk meg az 6sszeget mod 4 szempontjébdl.
b) Mennyi az alegkisebb dsszeg, amit A kaphatott?
K2.2. 10% < ayo0 < 10*,
Eredmény:

31.
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K2.3. Pl. az egyik 7x11-es|ap felllete nem fedhet6 |e hézagmentesen, mert a téglék
oldallapjainak tertiletei 3-mal oszthatok.

M egj egyzés.
Megmutathatd, hogy a maximumként adddé 75 darab tégla viszont elhelyezheté.

K2.4. Tegyik fel, hogy az egyik tanul6 (nevezzik T-nek) k darab feladatot oldott meg. Ekkor
egyrészt mindegyik feladathoz két tovabbi tanul 6t talalhatunk, akik ezeket megoldottak, ami
Osszesen 2k tanul 6t jelent T-n kivil; mésrészt a 8 tanulé mindegyike pontosan egy feladatot
oldott meg T megoldott példa kozil. Tehdt 2k = 8, k = 4. Han feladatot tiiztek ki, akkor 3-n
=94.

Eredmény:
n=12.
Masodik megoldas:

Szémoljuk 6ssze kétféleképpen a (T, T2, F) tipust rendezett hdrmasokat! (T1, T2 azt akét
tanul 6t jeldli ki, akik megoldottak az F feladatot.) Egyrészt a harmasok szama 9-8 = 72
(barmely két tanul 6 pontosan egy kozos feladatot oldott meg), masrészt barmely F feladatot 6-
szor soroltunk fel a harmasokban (mivel minden feladatot pontosan 3 tanul 6 oldott meg, s
kozulik 6-féleképpen rendezhetlink sorba 2-t). tehét: 9-8 = n-6.

M egj egyzés.
A feladat hatterében a kdvetkezo kodolési problémaall:

Egy 9xn-es tébldzat néhany mezéjébe 1-est irtunk. Tudjuk, hogy

— minden oszlopban pontosan 3 darab 1-esvan;

—bérmely két sort is tekintjik, pontosan egy olyan oszlopot taldunk, amelyben mindkét
sorban 1-es dl.

Mennyi n értéke? (Hany oszlopa van atéblazatnak?)

K2.5. Legyen abal asd (1, 1) koordindtdju (els6 oszlop, elsé sor) mezé fekete szini, legyen
A a(paros, paros) koordinatg u mezékon |évé korongok szama, B a (pératlan, pératlan)
koordinatg u mezokon levoké, C pedig a (paratlan, paros) koordinatgj i mezékon levé
korongok szama. Ekkor a fekete mezokén A + B = (A + C) + (B + C) — 2C korong van.

Skatulya-elv 1.

K3.1. Hak darab pirostollat haszndl egy harcos (0 £ k £ 5), asargatollak lerakéasa utén
0- kg
ezeket 10 — k helyre teheti, s ezt ? K 2 maodon végezheti. Az 6sszes |ehetdseg:
@

200 90 o080 a0 _ o
gOB gla 25 g55 |

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu -2/19-



Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Eredmény:
Nem lehet minden landzsa kil 6nb6z6.
M egj egyzés.

Mas megoldasi lehet6ség pl. rekurzid akamazasa. Ekkor észrevehetjik, hogy megoldaskent a
Fibonacci-szamok jelennek meg.

4000n

K3.2. Legyeni Mi =n. Az Aj hadmazok elemszamét dsszeadva -at kapunk (egy-egy
elemet tdbb részhalmazban is szamoltunk). Ha minden elem legfeljebb 1333 részhamazban

fordulna €6, 1333n < 4000n lenne

K 3.3. Az egyes primek kitevéinek paritasat tekintve 2° = 32 lehetéség adodik. Skatulya-€lv.

K 3.4. Vegyik észre, hogy ha egy vona athalad egy domindn, akkor & kell haladnia még egy
masik dominéniis.

M egj egyzés:

Alljon itt 6seinkre emlékezve, sz0 szerint idézve az aldbbi feladat:

1963. évi OTV matematikaverseny I1. fordul6janak (donté) 3/3. feladata:

Egy 6x6 mezébol dAl6 ,, sakktablat” hézagmentesen és atfedés nélkil domindlapokkal fedtik
le. Mindegyik domindlap két szomszédos mezét takar le. Bizonyitandd, hogy a mezéket
elvalasztd 5 vizszintes és 5 fligg6l eges vonal kdzétt van olyan, amely egyetlen domindlapot
sem vég ketté.

K3.5. a) Legyenek amod 6 maradékok 0,0,0,0,0,1,1,1,1, 1.

b) Nincsilyen halmaz. A skatulya-elv miatt barmely 3 elembd| kivalaszthatunk 2-t, melyek
Osszege paros, és barmely 5 elembdl kivalaszthatunk 3-t, melyek 6sszege oszthaté 3-mal.lgy
taldunk 5 part, melyek 6sszege paros, s ebbdl 3 par dsszege 3-mal is oszthato.

M egj egyzés:

Az Erdés-Ginzburg-Ziv tétel szerint 2n — 1 egész szam kozil kivalaszthatd n darab, amelyek
Osszege oszthat6 5-tel.

Skatulya-elv 2.

K4.1. A személyek tavolsdgaa sgjét helyuktol 1, 2, ... , 11 tlésnyire |ehet.
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K4.2. Jeldlje Ai az i. napig ol vasott Osszéranyi mennyiséget, ekkor 1£ A1 <Azx<...<Azx £
73, valamint 14 £ A1 + 13<A>+13< ... <Az + 13 £ 73. Kaptuk, hogy 1 és 73 kozétt 74
egész szamunk van, akalmazzuk a skatulya-€lvet.

K4.3. A skatulya-elv miatt van két olyan racspont a sokszog bel sejében, amelyek mindkét
koordinatg a azonos maradékot ad mod m.

K4.4. Habarmely két résztvev beszélne k6zos nyelven, 36 parhoz 27 nyelv tartozna. A
skatulya-elvbol kovetkezik az dlités.

Hapl. A és B nem beszél kozos nyelven, egylitt legfeljebb 6 idegen nyelvet tudnak. Mivel 7
tovabbi résztvevs van, alkamazzuk ismét a skatulya-elvet.

M egj egyzés.
A feladat megfogal mazhat6 kodolasi problémaként és halmazrendszerek témakorében is.

K4.5. A skatulya-elv miatt a kiil onbségsorozat elsé 10° + 1 tagja kozott van két egyforma
maradéki mod 1000, ezért Fi+1—Fj+1° Fi—F ° 0. A rekurziv 6sszefliggést felhaszndlva
mutassuk meg, hogy Fi -1 — Fj -1 isazonos maradékot ad, s az eljarast folytatvaFi —j — Fo
oszthat6 1000-rel.

Skatulya-elv 3.

K51.0+0+0+1+1+1+...+32+32+ 32+ 33=1617> 1600.

K5.2. Mutassuk meg, hogy kell lennie 4 torpének, akik mindegyikéné legaldbb 48 kulcs van.
Ekkor amasik harom torpénél dsszesen legaldbb 144 kulcsnak kell lennie; egyittesen 4x48 +
144 = 336.

K 5.3. Alkalmazzuk a skatulya-elvet az 1997 tipusii szamokra: ezek kozott lesznek olyanok,
amelyek utolsd 1997 szdmjegye azonos.

Eredmény:
Vannak ilyen szamok.

K5.4. Az (x; y) oldalu téglalapok kozil elég az x £y tipusokat vizsgani; a derékszogi
koordinatarendszerben a téglal apoknak megfelel 6 racspontok egy 100x100-as tablazat felsé
részharomszogéebdl kertilnek ki. Soroljuk 50 osztalyba a téglalapokat pl. az a&bbi dbran
|&thaté modon (az dbra alegfeljebb 10x10-es méretii téglalapok 5 osztdl yba sorol asat
szemlélteti):
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A skatulya-elv miatt lesz harom téglalap valamelyik osztalyban.

K5.5. Minden tiztagu 6sszeg 55 és 955 kodzétt van, s 1023 nem-Ures részhamaz | étezik.
Skatulya-elv.

Egzisztencia és konstrukcio a kombinatorikaban 1.
K6.1. 6 csillag nem elég: ekkor két oszlopban legfeljebb 1 — 1 csillag van, samésik két
oszlopot elvéve etiintethetjik a csillagokat. 7 csillagra nem nehéz konstrukciét taldni.
K6.2. Az els6 két helyiérték legfeljebb 38 = 9-féle lehet, s ez elérhetd.
Eredmény:
1111, 1222, 1333, 2123, 2231, 2312, 3132, 3213, 3321.
K 6.3. Haszndljunk kettes szamrendszert!
Eredmény:
A palcdk hosszal, 2, 4, 8, 16, 32 cm.

K 6.4. @) Ha egy sorban (vagy oszlopban) pl. x fehér korong van, akkor az 6sszetartoz6 parok
szamax(8 —x), sez x = 4 esetén maximalis.

b) Legyen két szomszédos oszlopban p és g (p £ q) fehér korong. Vizsgaljuk meg, mi torténik,
ha ap fehér korong kozil kicseréllink egyet amasik oszlop (8 — q) valamelyik fekete
korongjéaval.

Eredmény:

a) 256, a sakktéblaszerii elhelyezéspl.

b) 128, pl. 4 — 4 egyszinii oszloppal.

K6.5. 41 szinnel akivant szinezés elvégezhet6 (az dbrén a41. szint nem jel 6ItUk).

11213 |4
516|718
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[38]39f40] | [ [ [ [ [37]

A 42 szin mér nem érheté €.
Mivel 9% + 5 =41, 41-nél tobb szin esetén legaldbb két sorban 5-5 szint kell felhasznd nunk.
Ekkor viszont minden oszlopban legfeljebb 3-3 tovabbi szin johet szdba, s 10 + 108 < 42.

Eredmény:
41.

Egzisztencia és konstrukcié a kombinatorikéban 2.

K7.1. Négyet konnyi kivégni, tobbet nem lehet. Ehhez tekintsiik a kbzépso 4x4-es
résztablazatot, ebbe kellene az 6t kereszt k6zépsé mezojét elhelyezni, de kdnnyen |athato (pl.
tovébbi 2x2-es részekre bontva a 4x4-es négyzetet), hogy ez nem |lehetseéges.

K7.2. Han paratlan, akkor megfelelé szaba yos csillagsokszog konstrudlhaté. Paros n-re
vizsgdjuk meg, hogy két pontot 6sszekotoé szakasz két oldalan hogyan helyezkednek el a
pontok.

Eredmény:
Akkor és csak akkor |étezik megfelel6 toréttvonal, han paratlan.

K 7.3. Harom pontot felvehetiink hdrom csticsban, tébb pont felvétele nem |ehetséges. Ehhez
azt bizonyitsuk be, hogy négy ilyen pontnak a hatszog korulirt kérén négyzetet kellene
alkotnia

K7.4. @) Legyen aharom halmaz a harom mod 3-beli maradékosztaly.

b) Tekintsilk a mod 4 maradékosztal yokat!

c) tegyuk fel, hogy megadhaté 3 megfelel6 részhalmaz. Ekkor: 1, 3, 6 kil 6nb6z6
halmazokban vannak; 1, 4, 6 szintén; ezért 3 és 4 azonos halmazban van. Hasonlé
gondolatmenetet alkalmazhatunk a2, 4, 7, ill. 2, 5, 7 szdmokra, igy 4, 5 azonos halmazban
van. Smivel 3, 5, 8 killonbdz6 halmazban kell, hogy legyenek, ellentmondast kaptunk.

K 7.5. Jeldljiik acsticsok, élek, lapok szamét rendre C, E, L-lel; ebbdl legyen a haromszog
lapok szamaH, atobbi T. Ekkor C + L 3 E + 2 (egyszerti poliédereknél egyenléség van), az
élekre 2E3 3H +4T; innen 2C + 2L —43 4L —H. A feltétel szerint L—C3 1, ebb6l H3 6
kovetkezik. Ha egymasba forditunk pl. két egybevéagd aapu tetraédert, elérhet6 ez az érték.
Eredmény:

A lapok szamalegalabb 6.

Algoritmusok 1.
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K8.1. Visszafel é okoskodva 9 |épésben érhet6 el az 1, tehat az els6 |épésben 1 ® 1 |épést
végezzik.

K82A21-i:1 1-i:3’3_i:£ E_A:E E_i: 31

2 22 22’2 32 @2’ g2 42 122° 122 52 60% 607 62 602

stb. algoritmus 3—12 utolso tagjét 9-cel bovitve 2792 _ 225+ 25 126 t9+4 :
60 180 180

Eredmény:

igen, dlgdllithas; ~= L+ L4t 1, 1,1, 1,1
| 2722 ® 4 5 6 120 36° 45° 60° 907

K 8.3. A végdllapot nem érhet6 el. Néhany bizonyitas:

a) Ha sakktéblaszertien szineziink, kezdetben 5 fekete és 4 fehér mezén alnak a korongok, a
kivant végdlapotban 4 fekete és 5 fehér mez6 van, s egy-egy |€pés szintarto.

b) Szinezhetjuk pl. vizszintesen minden masodik savot.

c) Irjuk minden mezére azt a szamot, ahanyadik sorban dl. Kezdetben 18 alefedett mezék
Osszege, avégdllapotban 63 lenne, de alépések megtartjdk a mezok paritésit.

K 8.4. Feladat:

Haaz 1, 3, 5, 7. sorokat beszinezziik, akkor |athatd, hogy 3 darab fliggéleges iranyd
egységnyi |épésre mindenfél eképpen sziikség van. Fliggoleges irdnyban a megtett | épések
egyUttes hossza 45, tehét 24 1épés elvileg elég (21 darab fliggdleges iranyban 2-hosszl és 3
darab 1-hosszl), s erre adhat6 konstrukcio.

K8.5.a) Az A, B, C betiiknek feleltessiik meg a0, 1, 2 maradékokat mod 3 esetén; ekkor a
képzés szabdly szerint XiXi+1 ald— X; — Xj+1 kerll. Ezutdn mutassuk meg, hogy az utolsd

sorba kertil6 szdm 6sszefliggésbe hozhatd a binomidlis egytitthatokkal, s mivel gi% csak k =
0 ésk =9 esetén nem oszthat6 3-mal, az utolsd szam — X1 — X1 lesz.
b) Hasonl an mutathaté meg, hogy n° 0 (mod 3) esetén a helyzet ugyanez.
Algoritmusok 2.
K9.1. Nem érhet6 el. Az abcd alaku szdmban az (a+ c) és (b + d) Osszegek egyszerre
vétoznak a miiveletek sorén.
K9.2. Mutassuk meg, hogy atablan |évé hdrom szam négyzetisszege allando.
Eredmény:

Nem |ehetséges.
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K 9.3. El6sz6r mutassuk meg, hogy 98 |épés szilkséges (méar a kertileten 1évé 4* 97 mezb
megfelel6 szinezéséhez is), mad erre adjunk konstrukciot.

M egj egyzeés:

Altaldban is megmutathatd, hogy nxn-es sakktéblan n— 1 1épés mindig kell (mér csak a

kertleten 1évé 4%n — 1) mezé megfelel6 szinezéséhez is), s han paros, akkor még egy tovabbi

| épés szllkseges.

Feladat:

Ha az nxn-es tabla tetsz6legesen szinezett, akkor vajon hany |épésre van szilkseg?

K9.4. Legyen az (xk), ill. (yx) sorozat ak. |épésben elérheté maximalis, ill. minimdlis érték, ha

asin, ill. cos fliggvényeket alkalmazzuk. Mutassuk meg, hogy Xk + 1 = COSyk €S Yk +1 = SiNyk.

INnen X2001 = COSY2000 = COS(SiNY1999) Sth.

Eredmény:

cos(sin(sin...(sin...(cosl))...), ahol 1999-szer hivjuk meg a szinusz-fliggvényt.

K9.5. @) Az 1-tipusu |épésekbdl csak véges sok hajthatd végre; a 2-es tipusl |épések esetén a
¥

é i xa, Osszeg szigortan csokkend. (Itt & jelenti az i. mezében 1évo érmék szamét.)
i=1

b) Az f1 = f, = 1 kezdetii Fibonacci-sorozat elemeire teljesiil, hogy é f.=f,,-1.AzS=

i=1
¥
é af, Osszeg invarians mennyiseg mindkét fajta miveletre, igy a kezdeti fn+2 — 1 dsszegnél
i=1
nagyobbat kapnank, haaz (n + 1). négyzetbe érme kerline.
K étszemélyesjatékok

K10.1. Han péros, akezdo jatekos két egyenl 6 részre osztassal a szimmetriara torekszik; han

pératlan, akkor hdrom részre oszt, 1, nTl nTl madon.

Eredmény:

A kezdo nyer.

K 10.2. Szinezzik be atablat sakktablaszertien, s Peter alkalmazza a szimmetrikus | épéseket.
Eredmény:

Mary nyer, han paratlan, egyébkeént Peter.

K 10.3. Han pératlan, ajéték hasonl6 az €l6z6hoz.
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Han paros, akkor Peter egyik babujat Maryével azonos sorba, mésikat Maryével azonos
oszlopbaviszi.

Eredmény:

Mary nyer, han paratlan, egyébkeént Peter.

2

K 10.4. A kezd6 nyerhet, pl. ac = 1 vllasztassal. Haamasodik b-t helyettesiti, legyen a= %;

a2 2

haat helyettesiti, legyen b = T.Azelsé esetben x3 + %x2+bx+1=x3+(bx+1)2, a

2
2
masodik esetben x3 + ax? + %x+1:x(x+ g)2+1.

K 10.5. Mivel 6t pératlan kitevéji tag van, akezdo negyedik |épése utan f(x) = g(x) + ax™ +
bx" aaku polinomot dlithat el6 masodik, ahol pl. m paratlan (a és b kitoltetlen). Vegyik
észre, hogy f(1) + f(— 1) nem fligg a-tdl, ezért han paros, akkor mésodik olyan b-t valaszt,
amelyre f(1) + f(— 1) = 0. Han paratlan, akkor 2™f(1) + f(— 2) fliggetlen a-tdl, ezért masodik
olyan b-t valaszt, amelyre 2™ (1) + f(—2) = 0.

Kombinatorikai rekurziok 1.
K11.1. A sorozat rekurziv alakjaty = 1, the1 =t + 6n (N3 1). Az explicit alak t, = 3n* = 3n +
1, innen n? —n — 56 = 100m a megol dando diofantikus egyenlet. Innen a diszkriminans
vizsgdlatéval folytathatjuk. Az n = 20M + 8, ill. az n = 20M + 13 megol dasokbdl a 69. tag
20*34 + 1 miatt 20M + 8 aaku.
Eredmény:
tess = 1417969.

K11.2. Jelentse F(6) a kézfogasok szamét; mutassuk meg, hogy érvényes az F(6) = 2F(5) +
2F(4)F(1) + 2F(3)F(2) rekurzid.

Eredmény:
F(6) = 132.
M egj egyzés:

A feladat a Catalan-szémokkal hozhaté kapcsolatba, 1asd pl. Dorrie: Diadal mas matematika,
Gondolat, 1965 c. kényvét

K11.3. Legyen S, az n. digk utan atéblén |évé szamok dsszege (So = 2), s mutassuk meg,
hogy Sc+1=S+ 25 —2.

Eredmény:
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Sh= 3"+ 1, bizonyitsunk teljesindukcidval.

K11.4. Jedljuk r-nel afelsé (vagy alsd) sor n. pontjaba vezets utak szamat, s hasonl6an mp-
nel ak6zépss sor n. pontjaba vezets utak szamat. Ekkor ro =moe =0 és

h=Tn-1+ Mp,
Mnh =2rh-1+ Mh-1.

A szimultén rekurziokrol egyvatozos rekurzidra térhetiink &: mn+1—4mn+ mp- 1 =0.

Eredmény:
m,, :2—\1/§§\/§+1)(2+\/§)n +(\/§- 1)(2- ﬁ)ng

K11.5. Legyen a keresett permutaciok szama pn. (Nyilvan pr = 0 éspz = 1.) Vizsgajuk meg n
helyzetét a permutécioban: haa, = n, akkor pn-1 permutaciot kapunk, mig haa = n, akkor a
megel6z6 i — 1 és akovetkezé n—i elem sorrendje kotott. Ezeért

n-1 -1 o} o
pn:pn-1+é, . i:pn-1+2 1'1.

mél-1lg

Eredmény:
ph=2"-n-1

Kombinatorikai rekurzidk 2.

K121l @) Azan=an-1+an-2t+tan-3N>3, a1 =1 & =2, & =4rekurzio irjale afolyamatot.

b) Jel6ljik ba-nel a 6. 1épcsot kihagyd utak szamét. Ekkor bn = an, han < 6; bs = 0; b7-tdl
kezdve ismét alkalmazhatjuk abn = bn_1 + bn_2 + bn_3 rekurzidt.

Eredmény:

a) awo = 274.

b) b1 = 106.

K12.2. Leszamolhatjuk a megfelel6 szinezéseket pl. az alkalmazott szinek szama szerint.
Més megoldasi lehet6ség:

Jelentse xn amegfelel6 n-hosszu szinezéseket (a szomszédos korcikkek mellett az 1. ésn. is
kll6nbozé szint), ekkor Xn+2 = 2Xn+1 + 3Xn, X1 = 0, X2 = 12, ahonnan xn = (- 1)™8 + 3"

Eredmény:
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X7 =312
7
K12.3. Jeldlje aj, azon n-hosszl 0-1 sorozatok szamat, amelyek ijk-ravegzédnek és 0101

n+l __

nem szerepel bennik. Ekkor afi* = ag; +aj;, haijk * 101, és ay; = ay,. Felirhatd, hogy

An1 = 2An — ag,, . Ezutdn mutassuk meg, hogy An © Ans (Mod 2).

Eredmény:
A2o01 © 0 (mod 2).

K12.4. Pl. acsicsok vatakozo szinezésébdl kovetkezik, hogy n csak paros |ehet.

Szdmozzuk a csticsokat 1-t6l 8-ig (A = 1, B =5), a® = (a®, &), ..., a®) jelentse azon
lehetésegek szamaét, ahanyfél eképpen arobot k perc aatt eljuthat a csiicsokba; majd mutassuk
meg m szerinti teljesindukcidval, hogy a®™ = (22m-2 + 2m-1 , 22m-2 Q, 22m-2_2m-1 Q,
22m—2’ 0)_

Eredmény:
Az utak szdma 2<-1(2<-1-1).

K12.5. A sorozat néhany kezdétagja0, 1, 3, 4, 9, 10, 12, 13, 27, ... Mutassuk meg, hogy { un}
pontosan azokat atermészetes szamokat tartalmazza, amelyek 3-as szamrendszerbeli
alakjban nincs 2-es szamjegy (ez abbol kovetkezik, hogy két ilyen tulgjdonsaga kil 6nb6zo
szam 6sszegében lesz 1-es szamjegy, s igy nem lehet egyenl6 egy harmdik 0-1 tipusi szam
kétszeresével). Ezekez a szamokat 2-es szamrendszerben elképzelve, uioo €ppen annyi lesz,
amennyi 100 2-es szamrendszerben felirt értéke 3-as szamrendszerben.

Eredmény:
1100100, ezért uioo = 1100100, = 981.

Kombinatorikus szamelmélet 1.
K13.1. A kitdltés nem lehetséges; paros szadmu 2-nél nagyobb primszam 6sszege nem lehet
prim.
K 13.2. Haciklikusan 6sszeadjuk a szomszédos szdmharmasokat, akkor ateljes dsszeg
haromszorosét kapjuk, vagyis 69750-€et; mig ha minden dsszeg legfeljebb 2300 lenne, csak
30-2300 = 69000-¢et kapnank.

K 13.3. Mutassuk meg, hogy a ktzépsé mezé az 0.n. biivos allandd harmada, majd vizsgaljuk
meg, hogy az egyes szdmok hany 6sszegben szerepel nek.

K13.4. Haaz a-k kozott 4 egész és egy nem-egész szam van, akkor N = 6. Haszndjuk fel a
kovetkezoket:

a) ha{a} t {b}, akkor a+ c ésb + c kdzll legfeljebb az egyik |ehet egész;

b) haa= b, akkor a+ b pontosan akkor egész, ha{a} = 0vagy {a} =0,5;
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c)ha{a} * {b} ésa+ b egész, akkor sem{a}, sem {b} nem lehet sem O, sem 0,5;

majd mutassuk meg, hogy tdbb, mint 6 egész dsszeg csak akkor lehetne, ha{ai} = {a} ={as}
={as} ={a}.

Eredmény:

N =6.

K 13.5. Legyen aszamok dsszege s, a négyzetszamok sszege S, a sarkokon 1évé szamok X <
y < z. Ekkor az adbbi egyenletrendszer adodik:

3s=45+x+y+z
3S=285+x2+y?+ 72

Mutassuk meg, hogy x © y © z (mod 3), s az igy kapott harom esetet (t.i. (X, Y, 2) = (3, 6, 9),
(1,4,7), (2,5, 8)) rendre vizsgéljuk meg az egyik oldal két fennmarad6 szaménak
segitségével.

Eredmény:

L ényegében egyetlen megoldast kapunk:

O

© ©
OO
ONONONO.

Az &ora elforgatottjaival egyltt a megol dasszam 48.

Kombinatorikus szamelméet 2.

K14.1. Egy-egy oszlopban a szamok dsszege s =

3(n2+1) ,ezértn=2m+ 1lehet csak, s

ekkor s= 3(m + 1). Ezutan mutassuk meg, hogy az 1 a masodik sorban az (m + 1). vagy (m +
2). oszlopban lehet csak.

Eredmény:

Kétféle kitoltés lehetséges.
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K 14.2. Tekintsllk a nemnegativ szdmok koziil alegnagyobb x-et; mutassuk meg, hogy ekkor
akét szomszéd csak x és 0 |ehet.

Eredmény:

Han 3 tobbszorose.

K14.3. Az €NO_ ?ﬂl,l €No_éeNuo egyenlet legnagyobb egész megol dasat becs ésekkel

830 85H 876 &35

kereshetjuk meg: N3 2 N- 34 £ % +g ahonnan N £ 86. Ugyanakkor haN 3 70, akkor

35
N3 2, N3516£%+ﬂ-bo| N £ 59, tehét N legfeljebb 69 lehet.

Eredmény:
N = 65.

K14.4. Mutassuk meg, hogy az &g, a1 + &, ... , @ + & + ... + an.1 Szdmok mind kiil6nbdz6
(nemzérus) maradékot adnak mod n.

K 14.5. &) Feltehetjik, hogy s ést relativ primek. Legyen & + t? = k, ekkor m szamu |épés utén
(s+ mt, t —ms) part kapjuk, és s(s+ mt) + t(t —ms) = k. Van olyan m’, amelyrem't® —s
(mod k), ekkor m's® t (mod k), s ekkor s+ m't ést —m’s nem relativ primek.

b) Has ést legnagyobb kdzds osztdja d, tekintsik az s'= g = é szamokat, s valasszuk X, y-

t igy, hogy d = sx + ty.

Kombinatorikus szamelméet 3.
K15.1. Legyen az els6 jegy X. A maradék 9 jegy Osszege egyrészt 10 — X, mésrészt 9 — x
nemzérus jegy van kozottik, s ez csak Ugy lehet, haegy 2-es és 8 — x darab 1-esvan.
Eredmény:
62100021000.
K 15.2. Nyilvan 4-nél nagyobb szamok nem szerepelhetnek a maximalis szorzatban; a 4-esek
pedig kicserélhetok két 2-esre. Mivel 338 > 222, egy vagy két darab 2-eslehet a
felbontasban.
Eredmény:

Han = 3k + 1 alaku (k > 0), akkor 322 amaximdlis szorzat; han = 3k + 2 alaku, akkor
342.
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K153 Azas <& <..<avlaztéssd as +t e <art@<..<a+am<@+a<..<a-1+
an, igy legaldbb 2n — 3 kil6nb6z6 6sszeg van. Ugyanakkor pl. a =i esetén 1+2=3a
minimaisés(n+ 1) + n=2n+ 1 amaximalis 6sszeg.

Eredmény:

A legkisebb érték m =2n—3.

K15.4. A permutéaciok ciklusainak legkisebb kdzos tébbszordse 30, ezért a ciklusok hossza 2,
3, 5 lehet csak.

Eredmény:

Eézogigxzw = 120960.
1%}

K 15.5. Legyen D azon 2-es szamrendszerbeli legfeljebb 16-jegyii szamok halmaza, amelyek

66
pontosan 8 darab 1-es szamjegyet tartalmaznak. |D| = ?8 2> 10000, tehét az M-beli elemeket
2

N1, N2, ... , Moooo D-beli elemekkel reprezentd hatjuk. Egy k 1 M szam pontosan akkor legyen
benne az M részhamazban (j = 1, 2, ..., 16), hapl. jobbrdl aj. szdmjegye 1.

Kombinatorikus szamelmélet 4.
K16.1. Legyenaz &, &, ... , auges ZAmok Osszege M. AzM —a, M —a, ... , M — aq9e8
szamok 6sszegzésébdl M = 0 adddik, az Uj hamaz elemel —aq, — &, ... , — ages. Ezutén
mutassuk meg, hogy 0 nem lehet a szamok kozott, s igy 999 darab (a, — a) tipusi szamparunk
van.
K16.2. Jeloljuk akorvonalrairt szamokat au, &, ... , 80-Nal. & + as €S ag + ays 0szthato 7-tel,
ezért a1 €s a5 maradéka 7-tel osztva ugyanaz. HasonlGan ugyanaz a maradéka az apg, a3, as7,
au1, s, agy, 883, & Stb. szdmoknak is, ami ellentmondas.

Eredmény:

Nem |ehetséges.

K 16.3. Ham darab pératlan egész szam van a 7 kdzott, legfeljebb f(m) = a@;% 2m(7- m)
paratlan szam irhato fel. ?
Eredmény:

f(m) maximumaf(4) = f(5) = 30.

K16.4.n+1=wo+ W1+ ... + Wn=0%vo + 1X¥v1 + ... + N¥Vp, iNNEN Wo = W2 + 2XV3 + 3XV4 +
... + (N = 1)xvn. Ezutan vizsgdjunk eseteket wo = 0, 1, 2,3 3 aapjan.
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Eredmény:
1,2,1,0,(2,0,2,0),(2,1,2,0,0),ill.(n-3,2,1,0,0,0,...,0,1,0,0,0), han3 6.

K16.5.n=1-reésn=3-ra(d),ill. (1, 3, 2) és(3, 1, 2) permutaciok megfelel6k. Mivel ni 1 +
n(n+1) n+1

2+..+n= , €zért n paratlan. Legyen tehat n3 5 paratlan szam. Azm =

jelléssel Sh1 = nm—Xn, innen X, © m (mod (n— 1)), sez csak Ugy |ehetséges, haxn =m.
Hasonl 6an megmutathatd, hogy xn-1 © m (mod (n — 2)), s ebbdl kovetkezik az Xn = Xn-1
ellentmondas.

Eredmény:
n=1-reésn=3-ra(l),ill. (1, 3,2) & (3,1, 2).

Kombinatorikus geometria 1.

K17.1. Igen, lehet. VAasszuk pl. az 1, 2, 5, 15, 17 sorszamu csticsokat.

M egj egyzés:
A feladat kittizésében felesleges a kort megadni.

K17.2. Tegyuk fel, hogy egy P pontot 6 masikkal kotottiink dssze. Ekkor az igy kapott 6
haromszog valamelyikében PP £ 60°, s ebben nem huzhatjuk be mindkét P-bél kiindul
oldalt.

K17.3. Haaz . téglalap oldaai xi, yi hosszliak, akkor xi2 + yi2 3 2xiy; tipusl
egyenl 6tlenségeket kell Gsszegezniink.

K 17.4. Legyen R1 egy pont R-bdl. Az Ri-hez legkdzelebbi négy R-beli pont legyen Rz, Rs,
Ra, Rs. Az 6t pont konvex burkalehet 6tszdg, négysz6g, haromszdg; mutassuk meg, hogy
egyik esetben sem érhet6 el akivéant felosztas.

K17.5. A keresett Xi pont pl. a B kdzéppontl CD sugart, a C kézépponta AB sugard,
valamint az A és D kozéppontd, AXi sugard korok metszéspontjaiban helyezkedhet el. Négy
kornek legfeljebb 8 metszéspontjalehet, tehat n £ 8.

Legyenek pl. az ABX1 és X1CD haromszigek egybevagbak gy, hogy AB = X1C, BX1 = CD.
A B kdzéppontu BX1 sugaru és C kézéppontt CX1 sugart kérok masodik metszéspontja, X»
is megfelel6 pont. Ekkor mutassuk meg, hogy AD péarhuzamos BC-vel (mindketté meréleges
X1X2-re), sinnenn £ 4.

Végul adjunk konstrukciét az n = 4 esetre: szabalyos hatszg egyik ola egyenesére mindkét
iranyban felmérjik a hatszog olalanak hosszét. Az igy kapott nyolc pont megfelel6.

Kombinatorikus geometria 2.
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K 18.1. Szinezzik ki akocka cslcsait két szinngl Ggy, hogy az élben szomszédos csticsok
kilonbozé szintiek legyenek. Ebbél 1athatd, hogy a tordttvonal legfeljebb harom szomszédos
éle lehet lapétl6; s mutassuk meg, hogy 6 lapatlé nem lehet a tordttvonal ban.

Eredmény:

3+44/2.

K18.2. Legyen A1, A2 akor &mérsjének két végpontja. Ezutén a pitagoraszi szamhérmasok
el6allitédsa segitségével a koriven végtelen sok Ai pontot felvehetiink ugy, hogy A1Ai
raciondlis legyen, s két ilyen pont tvol sbga Ptolemaiosz tétele miatt szintén raciondlis.

K 18.3. Vizsgdljuk meg, hogy milyen lehet egy egyenes és egy parabola kdlcsonds helyzete;
majd vegyunk fel egy olyan egyenest, amely egyik parabolatengelyével sem parhuzamos.

K 18.4. El6sz6r mutassuk meg, hogy haakivant alakzatnak legaldbb 3 szimmetria tengelye
van, akkor ezek atengelyek egy ponton mennek &t. (Egy |ehetséges Ut, ha atengelyek alkotta
haromszdgon beltli M ponttdl legtavolabbi A pontot tikrézzik valamelyik tengelyre.)

Eredmény:
Az n=4k ésn =4k + 1 esetekhez viszonylag konnyii konstrukciot taléni.

K 18.5. Ha a két téglalap oldalainak bezart szbge a, atartalmazés sziikséges és el égséges
feltétele, hogy acosa + bsina £ c ésbcosa + asina £ d teljesiljon. Az x = cosa, y = sina

hel yettesitéssel ez pontosan akkor kdvetkezik be, haaz ax + by = ¢ ésbx + ay = d egyenesek
metszéspontja az egység sugarli koron beltilre keriil. A metszéspont ﬁ(j - a(2: Eg :?9'
eb”-a -a g
Pl. az (a, b) = (5, 20) és(c, d) = (16, 19) vl asztassal akisebb téglalap csak egyféleképpen
helyezheto el.

Kombinatorikus geometria 3.

K 19.1. Vizsgdjuk meg a négyzet beirt kore megrajzolésaval kapott 5 tartomanyt.
Eredmény:

2 récspont, s erre kdnnyen mutathat6 konstrukcio.

K 19.2. A leszamol ést végezhetjik pl. a 3 kiva asztott pont tipusa alapjan.
Eredmény:

81.
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K 19.3. A lépcsbhaz keresztmetszetének tertiletébdl adoddéan n© 1 (mod 3) nem lehetséges.
Ezutdn mutassuk meg teljesindukciéval, hogy n = 3k-roln=3k + 6 (k >1) ésn=3k + 2
|ehetséges.

Eredmény:
n=3k vagy n =3k + 2 alaku lehet, kivéven =3 ésn =5,

K 19.4. Tekintslk a pontok atal alkotott maximalis tertiletti PQR h&romszdget; szerkesszik
meg az ABC haromszdget ugy, hogy a PQR kdzéphadromszoge legyen, s mutassuk meg, hogy
az ABC haromszdgon kivil nem lehet pont.

K19.5. Vegylnk fel két meréleges egyenest mint koordindta-tengelyeket. A szakaszokat
eltolhatjuk gy, hogy kezdépontjuk az origdba kertiljon, és tikrozhetjik a tengel yekre, hogy
az els6 siknegyedbe essenek. Ha a szakaszok hossza di, a két tengelyre vett vetiiletek dsszege

d és \/Edi kozé esik, tehat nem lehet mind a két tengelyre vett vetil et-6sszeg nagyobb, mint

NG

> (Ha egyenl 6ség dlnafenn (minden szakasz 45°-0s szoget zarna be a két tengellyel),
akkor mozgassuk el atengelyeket.)

Szinezések 1.

K20.1. @) Nem; ellenpéldapl. az al, b5, c3, d6, €2, f4, g7 szinezés.
b) Igen. Vizsgdjunk két esetet aszerint, hogy van-e szinezett sarokmezé vagy sem.

K20.2. Legyen P a paratlan sor- és paratlan oszlopindexii mezékon 1évé szamok (1-esek)
0sszege; Q ugyanez a paratlan sor- és paros oszlopindexti mezékre; S pedig a paros sor- és
paros oszlopindexii mezékre. Ekkor P + Q a paratlan sorokban (1, 3, 5, 7, 9) |évé szamok
0sszege, tehét péaratlan; Q + S szintén pératlan; innen P + S paros. Ez éppen a fekete mezékon
[évo 1-esek szama.

M egj egyzés.
Hasonl6 volt aK 2.5. feladat dlitasa 2nx2n-es téblézat esetén.
K20.3. Induljunk ki pl. atéblézat bal szélén |évé egyik (nem sarok-) mezébdl. Ennek két

szomszédja kulonbdzo szinti. Ezutén folytassuk ezen mezék tovabbi kdzos szomszéd)anak
szomszédaival. Ezek egyformék stb.

M egj egyzés:

A feladat szempontjébdl a 9x9-es téblézat helyett elég olyat megadni, amelynek egyik mérete
paratlan.

K 20.4. Legyen p darab piros és k darab kék cstcs (p + k = 6n + 1), s szamoljuk meg a , tarka’
egyenl6 szarl haromszogek szamét! Egy ,tarka’” élhez mint alaphoz egy, mint szarhoz két
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egyenl6 szard haromszog illeszthets, s minden , tarka’ egyenl6 szérl haromszoget kétszer

szamoltunk. A ,tarka’ egyenl6 szari haromszogek szama tehét 3—F2)k , dlando.

K 20.5. Elég megszamolni azokaz az eseteket, amikor nem keletkezik szabalyos hdromszog
(ekkor hatsz6g sem |ehetséges) és négyzet.

4 szabdyos haromszog kel etkezhet, mindegyiket 22 — 2 = 6-fél eképpen szinezhetjik ki, ez 6
= 1296 szinezés.

Haromfajta négyzet keletkezhet. Legyen S (i = 1, 2, 3) azon szinezések halmaza, amelyekben
a P-tipust egyszini négyzetek esetén nincs egyszint haromszog. 1S E S, E Ssi -t a szita-
formulaval hatérozhatjuk meg. i Si = 2:8* (anégyzetek 4 csticsa 4 kil inbzé haromszégbe
esik, sigy ezek maradék két cslicsa 3-féle szinezésii lehet), IS C Si =34é1S1C S C Sai
=6.

Eredmény:
1296 — 3462 + 384 — 6 = 906.

Szinezések 2.
K21.1. Az Scslcsu gulaoldalélel kozil legaldbb 5 egyszint, pl. fehér. Az SA, SB, SC, SD,
SE élek altal meghatarozott ABCDE 6tszégben taldhatd olyan haromszdg, melynek oldal ai
egyUttal az 6tszog &tléi.

K21.2. Induljunk ki hdrom szomszédos récspont A, B, C tipust szinezésébil. Ekkor a
szinezés fliggoleges iréanyban egyértelmiien fol ytathato.

K21.3. piros pontokbdl kiindul6 szakaszok szama 1804 + 398 = 837, ezek mind pirosak
vagy feketék. Hax apiros szakaszok szdma, akkor 837 = 2x + 237, tehat 300 darab piros
szakasz van.

Eredmény:

A kék szakaszok szdma 223.

K21.4 A piros pontokbdl kiindul 6 szakaszok szdma 625% + (4 vagy 5 vagy 6), ezek mind
pirosak vagy feketék. Ha x a piros szakaszok szama, akkor 625X + (4 vagy 5 vagy 6) = 2x +

101.

Eredmény:

A piros szakaszok szdma x = 1202.

K 21.5. Az adott egyeneseket 3°"-fél eképpen szinezhetjiik, a pontok szinezése a fiiggsleges és
vizszintes egyenesek egymas kozétti szinezési sorrendjétdl fliggetlen. Ugyanakkor ha adott az
n? pont egy szinezése, egy egyenes szinét tetszslegesen val aszthatjuk (3-féleképpen), atobbi
adodik.

Eredmény:
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32n

- 32n-1 .
Grafok

K22.1. @) Mivel minden tapsolast kétszer szamolunk, a tapsok dsszege nem lehet paratlan.
b) A konstrukci6t legegyszeriibb mod 4 a apjan megadni.

K22.2. Havalaki nem ismer négy személyt, akkor kozottiik mindenkinek ismernie kell a
masikat; ha pedig valaki legalabb 6t embert ismer, erre az 6tre alkalmazhatjuk Ramsey
klasszikus tétel é.

K22.3. a) Egy kivaasztott személyt tekintve az 6 hdrom ismer6sének legfeljebb 2 — 2 tovabbi
ismerdse lehet, atagok szdmalegfeljebb 10. 10 résztvevére lehetseges is megfelel6 grafot
konstrualni.

M egj egyzés.

A feladat megol désa soran szerkesztett gréf a Petersen-gréf. Egy ide kapcsol 6d6 tanul sagos
feladat:
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Egy |égitarsasag ingajaratokat kozlekedtet néhany varos kdzott Ugy, hogy egy varosbdl nem
lehet hdromnd tobb masikba kdzvetlenll ejutni. Legfeljebb egy atszdllassal viszont méar
eljuthatunk barhonnan barhova. Legfeljebb hany véros kdzott jarnak a gépek?

b) Kiindulva egy haromsztgbél kdnnyen megmutathato, hogy atagok szamalegfeljebb 8.

K22.4. A feladat gréfelméleti megfogal mazasban paros hosszu kor |étezését kérdezi, ha
minden pont foka legaldbb harom. Ennek igazol asara tekintsiik a grafban a leghosszabb
X1X2...Xs utat; ebben legyen X és X; amaximalis tavol sdgi szomszédja X1-nek. Az X1Xo...
Xi...XjX1, vagy valamelyik részkodre megfelel 6.

K 22.5. Erdemes a grafok nyelvén dolgozni. Altaldban n = 2m (= 1998), Py, P, ... , P, esetén
P-t és P-t akkor kossik 6ssze, hai ésj killonbozo paritéstiak; ekkor m? = 998001 él (jarat)
keletkezik.

Ha az élek szamam?-nél tobb lenne, akkor tekintsilk a maximélis fokszami P pontot, ennek
fokam + x (x > 0). Mutassuk meg, hogy ekkor a gréf éeinek szamalegfeljebb

%((m+x)+(m+x)(m- X) +(m- x- I)(m+x)) =m?—x% £ m?, s ez ellentmondss.

Eredmény:

A maximum m? = 998001.
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