Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Kombinatorika 1.

K 1.1. Esztorszag, M atematikai Olimpia, 1999, dénté, 10. évf. 4/5.

Adott 32 paronként kil onb6z6 témegt k6 és egy mérésulyok nélkili kétkari mérleg. Hogyan
tudjuk 35 méréssel meghatarozni, hogy melyik alegnehezebb ké és melyik a mésodik
legnehezebb?

K 1.2. Oroszorszag, Matematikai Olimpia, 2002, 4. (kor zeti) fordulo, 8. évf. 8/8.

Adott 18 darab egymas mellé helyezett mérésaly. Tudjuk, hogy valamely 3 szomszédos
mindegyikének 99 g atdtmege, atdbbieké pedig 100 g. A stlyok tetszélegesen va asztott két
csoportjanak lemérhetjik tomegét. Hatédrozzuk meg, hogy mely stllyok tdmege 99 g.

K1.3. Macedodnia, 2002, 1. fordulo, 12. évf.

Hatarozzuk meg az x"y" tag egyUtthatojat az (1 + x)"(1 + y)"(x + y)" szorzat kifejtett
alakjéban.

K 1.4. Uj-Zéland, M atematikai Olimpia, 1998, 2. kategoria 2/5.

A végtelen négyzetracs néhany mezojét feketére festettilk Ugy, hogy minden 2x3-as vagy 3x2-

esracstéglalap 2 fekete mezot tartalmaz. Hany fekete mezét tartalmazhat egy 9x11-es
racstéglalap?

K1.5. Ausztria, Matematikai Olimpia, 2002. junius, donté, 1. fordulé 1/3.

A 8x8-as sakktébla 6sszefliggé mezéibol téglalapokat dlithatunk elé, melyek mérete 1x1-
estél 8x8-asig terjedhet. Mennyi az 6sszesilyen tégla ap tertiletének 6sszege?
Hatarozzuk meg az axb méretii tabla dsszes téglalapjanak egyttes terliletét is.

Kombinatorika 2.

K2.1. Gorogor szag, 2002. aprilis, dénté (juniorok) 4/4.

Adott 100 kértya, melyek egyik, , paratlan” oldaléra paratlan szdmot irtunk, a masik, ,, paros’
oldalra eggyel nagyobb paros szamot irtunk Ugy, hogy az 1, 2, ... , 200 szamok mindegyikét
felhaszndtuk. Az A tanul6 véletlenszeriien kivalasztott 21 kartyét, 6sszeadta az ezek két
oldalan taldhat6 szdmokat, és igy 913-at kapott. Ezutén a B tanul6 a maradék kartyak kozul
kivalasztott 20 darabot, 6sszeadta az ezek két oldal an taldlhaté szamokat és 2400-at kapott.
a) Mutassuk meg, hogy A hibazott az 6sszeadas fol yaman.

b) Mutassuk meg, hogy haviszont A helyes dsszege 903, akkor B kovetett € hibat.

K2.2. Japan, Matematikai Olimpia, 1998, 1. fordulo

Legyen a, = 19982"~1 1 £ n £ 100. A sorozat hany tagjéraigaz, hogy atizes
szamrendszerbeli alakja 1-essel kezd6dik?
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K2.3. Szovjetunidé, Matematikai Olimpia, 1989

Bizonyitsuk be, hogy a 7x9x11-es méretii téglatest nem toltheto ki 77 darab 1x3x3-as méretii
téglaval.

K2.4. Horvatorszag, 2002, ter lleti verseny, 4. évf. 3/4.

9 tanul 6 vett részt egy matematikaversenyen. Tudjuk, hogy minden feladatot pontosan 3
tanul 6 oldott meg, valamint barmely két tanul6 esetén pontosan egy olyan feladat van,

amelyet mindketten megoldottak. Hany feladatot tiiztek ki a versenyen?

K 2.5. Esztor szag, M atematikai Olimpia, 1999, donté, 12. évf. 4/5.

A 2nx2n-es sakktabla néhany mezojére korongokat tettiink olymaddon, hogy minden vizszintes
és fliggoleges sorba péaratlan szamu korong ker(lt. Bizonyitsuk be, hogy afekete mezékon

lévé korongok szdma paros.

Skatulya-elv 1.

K3.1. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, 1. forduld, 12. évf. 4/4,

Egy torzsnek 90 harcosa van. Mindegyik harcos alandzsgjét 9 piros vagy sarga
paradicsommadér-tollal disziti fel. A tollakat sorban helyezik alandzsara igy, hogy nem kerdl
egymés mellé két pirostoll. Lehetséges, hogy minden landzsa kiil6nbdzé diszitési?

K 3.2. Gordgor szag, Matematikai Olimpia, 2000, 4/4.

M
Adottak az M halmaz részhalmazai A1, Az, ... , A0 Ugy, hogy |A; |3 % (i=12, ...,

2000) teljesil. (1 Xi az X halmaz elemszamat jelenti.) Bizonyitsuk be, hogy van olyan M
halmazbeli m elem, amely legaldbb 1334 darab részha mazban el6fordul.

K3.3. Bulgaria, Matematikai Olimpia, 1994

Adott 33 természetes szam, amelyek primosztéi a2, 3, 5, 7, 11 szamok kdzll kertilnek ki.
Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthatd kozulUk két olyan szdm, amelyek szorzata négyzetszam.

K3.4. Litvania, 2001. oktober

A 6x6-0s sakktéblat 18 darab 2x1-es domindval fedtik le (hézagmentesen és atfedés ndlkiil).
Bizonyitsuk be, hogy a mezéket elvalaszté fliggéleges vagy vizszintes vonalak kozott van
olyan, amelyik egyetlen dominét sem metsz €.

K3.5. Brit Matematikai Olimpia, 2000, 2. fordulé

a) Adjunk meg atiz pozitiv egész szambdl dlé A hamazt, hatudjuk, hogy semelyik 6
kilonbozo elemének Gsszege sem oszthato 6-tal.

b) Van-e megfelel6 halmaz akkor, ha az a) feladatbeli tiz helyett tizenegy elembdl &l A?

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu -2/18-



Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Skatulya-elv 2.

K4.1. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, 1. fordulo, 11. évf. 4/4.

12 személy helyet foglalt egy kerek asztal korll gy, hogy semelyikik sem Uit arraahelyre,
amit a hazigazda jeldlt ki. Bizonyitsuk be, hogy legal abb két személy akijel6lt helyére
Ultethet6, ha azonos iranyban megfelel6 szamu hellyel mindannyian arrébb Ulnek.

K4.2. Gorogor szag, M atematikai Olimpia, 2002. februar 2/4.

A National Technica University egy diékjaamult nyaron 37 napon keresztil felséfoku
matematikai tanulmanyokat folytatott a kovetkez6 szabdyok szerint:

(1) Minden nap legaldbb egy 6rét ol vasott.

(2) Minden nap egész 6ranyi ideig olvasott, legfeljebb 12 érét.

(3) Osszesen legfeljebb 60 éranyit ol vasott.

Bizonyitsuk be, hogy volt néhany szomszédos nap, amelyeken a diak dsszesen 13 érét
ol vasott.

K 4.3. Oroszorszag, Matematikai Olimpia, 2002. 4. (kor zeti) fordulo, 10. évf. 2/8.

Egy sikbeli konvex sokszog legaldbb m? + 1 récspontot tartalmaz (a bel sgjében). Mutassuk
meg, hogy van olyan egyenes, amelynek a sokszdgon bellili szakaszan m + 1 récspont

tald hato.

K4.4. Kanada, 1996, olimpiai elékészito (levelezd)

Egy tudomanyos konferencia 9 résztvevoje kdzil senki sem beszél hdromnal tobb idegen
nyelven, de barmely harom résztvevobdl ketté beszél kozos nyelven. Mutassuk meg, hogy
van olyan nyelv, amelyet legaldbb hdrom résztvevo beszél.

K4.5. irorszag, Matematikai Olimpia, 1999, 1. fordul6 (idé: 3 6ra) 2/5.

Mutassuk meg, hogy a Fibonacci-sorozatnak van 1000-rel oszthato tagja. (A Fibonacci-
sorozat definicigjac Fo=0, F1 =1 ésFy=Fn-1+ Fn-2, han3 2. Néhany kezdétag: O, 1, 1, 2,
3,58,13, ...)

Skatulya-elv 3.

K5.1. Németor szag, 1999, or szagos ver seny, 1. fordul6

100 majom kozott kiosztottunk 1600 kdkuszdiot (lehetseges, hogy néhany majom egyet sem
kapott). Bizonyitsuk be, hogy a kiosztéstdl fliggetlentl mindig lesz négy majom, akik
ugyanannyi kokuszdiot kaptak.

K5.2. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 2002, donté, 11. évf. 4/4.
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Egy kastély pincéében 7 torpe 6rzi akincsét. A kincs 12 ajté mogott van, mindegyik ajton 12
kUlonb6zs zér. Mindegyik torpéné néhany kulcs taldlhaté gy, hogy barmely harom torpénél
megvan az 6sszes zar kulcsa. Bizonyitsuk be, hogy atorpéknél egyittesen legaldbb 333 kulcs
tald hato.

K5.3. Litvania, 1997

Van-e olyan pozitiv egész n szam, amelyre 1997" — 1 utolsd 1997 szamjegye zérus?

K5.4. Uj-Zéland, 1990

Adott 101 téglalap, oldalaik 100-nal nem nagyobb egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy
taléhat6 koztik hdrom kilonbozs, A, B, C, amelyekre igaz, hogy A lefedheté B-vel és B
lefedhet6 C-vel. (Egy m x n-estéglalap lefedheté egy m’ x n” méreti téglalappa, ham < m’
ésnfEn vagyham£Em ésn<n’.)

K5.5. Szerbia, Matematikai Olimpia, 1999, 9. évf. (idé6: 4 6ra) 2/5.

Adottaz AT {1,2, ..., 100} tizelemii halmaz. Bizonyitsuk be, hogy taldhat6 az A
halmaznak két diszjunkt és nem-Ures részhamaza, S és T, amelyekben az elemek 6sszege

egyenlé.

Egzisztencia és konstrukcio a kombinatorikaban 1.

K6.1. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 2002, donté, 9. évf. 4/4.

A 4x4-es tablazatban legaldbb hany mezébe kellene csillagot rajzolni, hogy két tetszéleges sor
és két tetszoleges oszlop elhagyasa utan is maradjon még csillag atablan?

K 6.2. Esztor szag, 2002. februdr, tavaszi nyilt ver seny, szeniorok 5/5.

Legfeljebb hany négyjegyt, kulonbdzé pozitiv egész szam készitheté az 1, 2, 3
szamjegyekbél, ha barmely két szamban legfeljebb egy helyiértéken van azonos szamjegy?

K6.3. Uj-Zéland, 1992

Egy varréné szeretné, ha hat mérépd ca segitségével 1 cm-t6l 63 cm-ig minden egész cm
hosszUisagot meg tudna mérni. Milyen hosszlak legyenek a pdlcak?

K6.4. Kanada, 1996, olimpiai elékészité (levelezd)

A 8x8-as sakktébldra mezéire 32 fehér és 32 fekete korongot helyeztiink. Két kil onb6z6 szini
korongot Osszetartozonak neveziink, ha azonos sorban vagy oszlopban vannak. Hatérozzuk
meg az dsszetartoz6 parok a) maximalis; b) minimdlis szamat (a korongok minden |ehetséges
elrendezése esetén).

K 6.5. Oroszor szag, Matematikai Olimpia, 2002, 4. (kor zeti) fordul6, 10. évf. 8/8.
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Egy 10x10-es sakktabla minden egyes mezéjét kiszineztik Ggy, hogy minden sorban és
minden oszlopban legfeljebb 5 kildnbdz6 szini mez6 taldhato. Legfeljebb hany szint
hasznal hattunk?

Egzisztencia és konstrukcié a kombinatorikéban 2.

K7.1. Szerbia, Matematikai Olimpia, 1999, 11. évf. (id6: 4 ora) 3/5.

Legfeljebb hany 5 egységnégyzetbdl alo, egyenl széri kereszt vaghatd ki egy 6x6-0s
papirbél?

K 7.2. Esztorszag, 1999, nyilt verseny, 9. és 10. évf.

Mely n3 3 értékekre lehet a sikon olyan n szakaszbdl a6 zart toréttvonalat rajzolni,
amelyben barmely két szakasznak pontosan egy k6zos pontja van (belso vagy hatarpont), de
semelyik hatarpont sem tartozik ketténél tobb szakaszhoz?

K7.3. Bulgaria, Matematikai Olimpia, 1993

Adott az egységnyi oldal i szabdlyos hatszdg. Hatarozzuk meg azt alegnagyobb n értéket,
amelyre felveheté n pont a hatszdg bel sejében vagy oldalain Ggy, hogy barmely két pont

tavolsaga legal &b /2 legyen.
K 7.4. irorszag, Matematikai Olimpia, 1998, 2. fordul6 (idé: 3 6ra) 3/5.
Tekintsik a pozitiv egész szamok N halmazét.

a) Bizonyitsuk be, hogy N felbonthatd harom, paronként diszjunkt halmazra tgy, hogy ham,
nl Nésim-—ni =2vagy 5, akkor m ésn kiilénbdzé halmazba tartozik.

b) Bizonyitsuk be, hogy N felbonthat6 négy, paronként diszjunkt halmazra tgy, hogy ham, n
T Nésim—ni =2, 3vagy 5, akkor m és n kiilénb6zd hal mazba tartozik.

¢) Mutassuk meg, hogy a b) esetben N mé& nem bonthat6 fel harom megfelel6 részhalmazra.
K7.5. Németor szag, 1999, or szagos verseny, 1. fordulé

Hatarozzuk meg, hogy legal dbb hany haromszdg lapja van azoknak a poliédereknek,
amelyeknek tobb lapjuk van, mint cstcsuk.

Algoritmusok 1.

K8.1. Uj-zaland, Matematikai Olimpia, 1997, 1. kategdria 5/5.

irjunk atébléaraegy 1-est, majd minden |épésben helyettesitsilk atablan 1évé szamot a
kétszeresével vagy anégyzetével. Hogyan érhets el 2* pontosan 10 |&épésben?

K8.2. Litvania, 2001. oktéber
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El6dlithat6 az % tort iz +i2 +...+i2 alakban, ahol az ny, n2, ... , Nk kll6nb6z6 pozitiv
nl nZ rlk

egész szamok?
K 8.3. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, donté, 9. évf. 4/4.

A 8x8-as sakktabla bal alsb 3x3-as sarkaban 9 korong al (az dbran - jel6li a korongokat).
Barmely koronggal &ugorhatjuk avele élben vagy csicsbhan szomszédos korongot, haa
korong mogotti érkezési mez6 Ures. Eljuttathatjuk-e az adott 1épésekkel a9 korongot atébla
bal felsé 3x3-as sarkaba? (A célmezoket o jeldli.)

0|0 |O

0|0 |O

0|0 (O

M egj egyzés.
Erdemes megemliteni akovetkezs feladatot:
K8.4. Feladat:

A 8x8-as sakktabla bal alsb 3x3-as sarkaban 9 korong all. Ba&rmely koronggal &ugorhatjuk a
vele ében vagy cslicsban szomszédos korongot, ha a korong mogotti érkezési mezé Ures;
valamint barmely korongot feltol hatjuk fliggéleges iranyban egy mezével, ha ott nincs
korong. Legkevesebb hany |épéssel juttathatjuk €l a9 korongot atéblabal felsé 3x3-as
sarkéba?

K8.5. Kanada, 2001. aprilis, Konhauser -ver seny

a) Az A, B, C betiikbdl egy 10-hosszlisagu sorozatot készitink, p. ABCCBABCBA.
Ezutan minden |épésben a kdvetkezé sorba egy betiivel rovidebb sorozatot irunk oly médon,
hogy két egyforma betii ala ugyanazt a betiit irjuk, mig két kilonbdzé betti ala a harmadikat.
Ezt az eljérast folytatva végul egyetlen betiit kapunk. Konkrét példa afenti sorozatra:

ABCCBABCBA
CACACCAAC
BBBBCBAB
BBBAACC
BBCABC
BABCA
CCAB
CBC
A A
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A

Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott hd&romszdg hédrom sarka vagy harom egyforma betiibsl al,
vagy hérom kil 6nb6z6bél .

b) Mely pozitiv egész n értékekre (afenti példdban n = 10) igaz az adlitas tetszéleges n-hosszi
A, B, C-betiisorozatra?

Algoritmusok 2.

K9.1. Oroszor szdg, Matematikai Olimpia, 2002, 4. (k6r zeti) fordul, 8. évf. 5/8.

Egy négyjegyii szamot irtunk atablara. Ezutan minden |épésben vagy két szomszédos
szamjegyet megnovelhetlink 1-gyel, ha egyik sem volt 9-es; vagy két szomszédos szamjegyet
csokkenthetlink 1-gyel, ha egyik sem volt 0. Ezen miivel etek tetszéleges szamu
alkalmazésaval elérhet6-e a kezdeti 1234 szambol 20027

K9.2. Litvania, 1997

Egy téblarafelirtuk a V2,265 % szamokat. Ezutdn minden |épésben letorolhetiink két

szémot, s helyettiik visszairhatjuk Gszeguk, ill. killonbségik /2 -d részét. Lehetséges-e, hogy
néhany |épésutan az 1, /2 és1+ /2 szamokat kapjuk?

K9.3. Dé-Afrika, Potchefstroom-ver seny, 2001. julius, 1. fordul6 (idé: 4 6ra 15 p.) 4/5.

A szamitogép 98x98-as képernydje kezdetben sakktablaszeriien szinezett. Egy-egy |épésben
az egerrel aképerny6 barmely téglalap alakl részét kijel dlhetj ik, s az ott 1évé mezék szinét
ellentétesre vatoztathatjuk. Legkevesebb hany |épésben érheté el, hogy minden mezé
egyszinii legyen?

K9.4. Brazilia, Matematikai Olimpia, 2001, masodik nap 1/3.

Egy szamol 6gép kijel z6je kezdetben 1-et mutat. Ezutan minden |épésben az aktualis érték
szinuszét vagy koszinuszét szamolhatjuk ki radidnban. Mi lesz az elérhet6 |egnagyobb érték
2001 |épés utan?

K9.5. Iran, Matematikai Olimpia, 2002, 1. fordul6 6/6. (id6: 2x4 ora)

Tekintslink szomszédos négyzetek egyik iranyban végtelen hosszUl sorozatat. Néhany
négyzetben érméket helyeztiink €l, egy-egy négyzetben tobb érme is lehet. Minden egyes
|épéshben az aldbbi két miivelet valamelyikét végezhetjik

1) Ha egyszerre két szomszédos négyzetben (legyen pl. az (n —1). ésn.) taldhatok érmék,
akkor mindkét négyzetrol elvehetiink egy-egy érmét, ésaz (n + 1). négyzetre helyezhetjik az
egyiket.

2) Az n. négyzetrél (n 3 3) elvehetiink két érmét és az egyiket az (n + 1)., amésikat az (n —-2).
négyzetre helyezhetjik.
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a) Bizonyitsuk be, hogy barmely |épéssorozat ol yan végallapothoz vezet, amelyben mar nem
tehetlink tovabbi |épéseket.

b) Tegyuk fel, hogy az els6 n négyzet mindegyikében egyetlen érme van. Mutassuk meg,
hogy semmilyen |épéssorozattal sem érhetjik el, hogy az (n + 1). négyzetbe érme kertiljon.

K étszemélyesjatékok

K10.1. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, donté, 10. évf. 4/4.

Tekintsik akovetkezé kétszemélyes jatékot. Kezdetben adott egy legaldbb két kavicsot
tartalmazo kupac. A soron kovetkezo jatékos kivalaszt egy kupacot és azt két vagy hdrom
részre osztja Ugy, hogy mindegyik részben legal dbb egy kavics maradjon. A kovetkez6
jétékos ugyanigy jér €. Az ajatékos veszit, aki mar nem tud kettéosztani egy kupacot sem.
Melyik jatékos nyer, ha mindketten okosak (jol jatszanak)?

K 10.2. Esztor szag, 1998, nyilt ver seny

Mary és Peter az aldbbi kétszemélyes jatékot jatssza egy 100 oszlopbdl és n sorbdl alo
tablézaton (n 3 2). Kezdetben Marynek ajobb alsb sarokban van egy fehér babuja, Peternek a
jobb felsében egy fekete figurgja. A jatékos fliggéleges vagy vizszintes iranyban egyetlen
mezével elmozdithatja babujét, haa célmezé Ures. Mary kezd, majd felvéltvalépnek. Mary
akkor nyer, habdbujét afelso sorbajuttatja, Peter pedig akkor, ha ezt megakadd yozza (tehét
havalamelyik ja&tékhelyzet ismétl6dik). Kinek van nyer6 stratégigja?

K 10.3. Esztor szag, 1998, nyilt ver seny

Mary és Peter az alabbi kétszemélyes jatékot jatssza egy 100 oszlopbdl és n sorbdl alé
tablazaton (n3 2). Kezdetben Marynek ajobb alsb sarokban van egy fehér babuja, Peternek a
jobb felsében két fekete figurg§a. Mary fliggéleges vagy vizszintes iranyban egyetlen mezével
elmozdithatja babujét, ha a cémezé Ures, mig Peternek minden |épésben mindkét babujéval
Iépnie kell. Mary kezd, majd felvatvalépnek. Mary akkor nyer, ha babujét afelsé sorba
juttatja, Peter akkor nyer, haMary nem tud |épni, s ajaték dontetlen, havalamelyik
jatékhelyzet ismétl6dik atablan. Kinek van nyer6 stratégigja?

K 10.4. Szerbia, Matematikai Olimpia, 1999, 10. évf. (idé: 4 éra) 3/5.

Felirtuk atéblaraaz f(x) = x3 + ax? + bx + c kifejezést, majd ezutan két didk az aldbbi jatékot
jétssza:

A kezd6 jatékos az a, b, ¢ paraméterek egyikének helyére valamilyen valés szamot ir; a
masodik j&tékos ugyanezt teszi a maradék két egyttthato egyikével; végll az els6 jatékos az
utolsd paraméternek is értéket ad. Ha a kapott polinomnak nincs pozitiv gyoke, akkor a kezdé
nyer, egyébkeént a mésodik. Hatarozzuk meg, hogy melyik jatékosnak van nyeré stratégidja.

K10.5. Dé-Afrika, Stellenbosch-ver seny, 1998. december, 4. fordulo (idé: 3 6ra) 1/3.

K ét jatékos felvatvatolti ki az f(x) = x20 +*x%+ *x® + ... + *x + 1 polinom *-gal jel oIt
egyUtthatoit (Osszesen 9 |épést tesznek). A kezdé jatékos akkor nyer, ha ajaték végén
keletkezett polinomnak nem lesz val 6s gyoke, egyébként a masodik jatékos nyer. Mutassuk
meg, hogy a méasodik jatékosnak van nyeré stratégidja.
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Kombinatorikai rekurzidk 1.

K11.1. Ausztrélia, Matematikai Olimpia, 1996

Hatszog al akban csoveket helyeztiink egyméas mellé, szamuk rendre 1, 7, 19 (ez |&thaté az
abran), 37, 61, 91 sth. Hafolytatjuk ezt a sorozatot, észrevehetjik, hogy gyakran kapunk 69-
re végz6doé szamot. A sorozat melyik tagjalesz a 69-re végz6do tagok koziil a 69-ik?

K11.2. Brit Matematikai Olimpia, 2001. december, 1. fordul6 (idé: 3.5 6ra) 4/5.

Egy kerek asztal korul 12-en tlnek. Hanyféleképpen foghat hat par kezet egyméssal Ugy,
hogy a kézfogésok ne keresztezzék egymast? (Egyszerre mindenki csak egyvalakivel fog
kezet.)

K 11.3. Esztorszag, M atematikai Olimpia, 2002, donté, 10. évf. 5/5.

A tan&r felir egy-egy 1-est atéblakét végére. Az elsb didk akét 1-es kdzé egy 2-est ir; ezutan
minden kovetkezo didk az éppen tablan [évé szamok kdzé beirja azok dsszegét. (Pl. amasodik
digk utdnaz 1, 3, 2, 3, 1 szamok szerepelnek atablan, aharmadik utén 1, 4, 3,5, 2,5, 3,4, 1
sth.) Hatdrozzuk meg az n. didk utan atablan [évé szamok Gsszegét.

K11.4. Ausztria, Matematikai Olimpia, 2002. junius, donté, 2. nap 2/3.

Az &boraegy Uthdl0zat kezdetét mutatja. A k6zépsé sor pontjaitaz 1, 4, 7, ..., afelsd sorét a2,
5,8, ...,azasd sorét pediga3, 6, 9, ... szamokkal szamozzuk. Hanyfél eképpen juthatunk el
az ,1” pontbdl a, 3n + 1" pontba, ha kdzben csak névekvé szamozasi pontra | éphetiink?

K11.5. Bulgéria, Matematikai Olimpia, 1995, 3. fordulé
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Legyen n > 1 pozitiv egész szdm. Hatarozzuk meg az 1, 2, ... , n szdmok azon (ay, &, ... , &)
permutéci 6inak szamét, amelyekre igaz, hogy pontosanegy i T {1, 2, ..., n—1} indexre
teljesil, hogy a > a+1.

Kombinatorikai rekurzidk 2.

K12.1. Kanada, 2001. aprilis, Konhauser -ver seny

Amikor Mark felmegy alépcsdhazban, |épésenkeént 1, 2 vagy 3 fokot halad egyszerre.

a) Hanyfél eképpen tud felmenni a 10-hosszu |épcson? (Az utolso fokon kell befejeznie az
utat; két it akkor azonos, ha minden |épésben ugyanarra alépcséfokra lép.)

b) Hanyféleképpen tud felmenni a 10-hosszl |épcsén, haa 6. |épcséfokra nem [ép ra?
(Korabban mér elesett ott.)

K12.2. Japan, Matematikai Olimpia, 2002, 1. fordulé

Egy koérlemezt 7 egybevago korcikkre osztottunk fel, amelyek mindegyikét 4 szin (piros, kék,
sarga, zold) valamelyikével szinezhetiink ki. EQy szint — természetesen — tébbszor is
felhaszndhatunk, s nem szilkséges mind a négy szint felhasznani; viszont megkovetd j Uk,
hogy a szomszédos koércikkek kiloénbzé szintiek legyenek. Hany kilénbdzé szinezés |étezik?
Két szinezést azonosnak tekintiink, ha a kor kozéppontja korili forgatassal egymasba vihetok.

K12.3. Bulgéria, 2001. februar

Jelentse An azon 0-kbdl és 1-esekbdl allo n-hossza sorozatok szamét, amelyekben nem
szerepel a 0101 szamjegycsoport. Hatarozzuk meg A 2oo1 paritasat.

K 12.4. Esztorszag, M atematikai Olimpia, 2002, donté, 11. évf. 5/5.

John egy robotot épit, amely egy szaba yos nyol cszég oldalain mozog gy, hogy pontosan egy
perc aatt halad végig egy oldalon. A robot kezdetben a nyolcszdg valamely A csticsaban van,
atovabbiakban az egyes cslicsokndl vagy eredeti irdnyban halad tovabb, vagy megfordul és az
ellenkezé iranyban folytatja Utjét. Hanyféleképpen érhet arobot n perc utan az A csticcsal
szemkdoztes B cstcsha?

K 12.5. irorszag, Matematikai Olimpia, 1999, 1. nap (idé: 3 6ra) 5/5.

Az a< b < ¢ szdmok szamtani sorozatot alkotnak, hac—b = b —a. Definidjuk az un sorozatot
(n=0,1,2,...) akovetkezoképpen: uo = 0, ur = 1, valamint minden n 3 1 esetén legyen un+1
az alegkisebb pozitiv egész szam, amelyre un + 1> Un €saz {Uo, Uy, ... ,Un, Un+1} SOrozatban
semelyik hdrom elem sem alkot szdmtani sorozatot. Hatédrozzuk meg uioo €rtékét.

Kombinatorikus szamelméet 1.

K13.1. Oroszorszag, M atematikai Olimpia, 2002, 4. (ko6r zeti) fordulé, 8. évf. 1/8.

Ki lehet-e tolteni egy 9x2002-es tablazat mezéit pozitiv egész szamokkal Ggy, hogy minden
sorban és minden oszlopban primszam legyen a szdmok dsszege?
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K 13.2. Horvétor szag, 2002, or szagos ver seny, 9. évf. 4/4.

A 30 tartomanyra osztott szerencsekerék egyes részeire — valamilyen sorrendben — az 50, 100,
150, ... , 1500 szdmokat irték. Bizonyitsuk be, hogy taldhaté harom szomszédos tartomany,
amelyekre az egyUttesen irt szdmok 6sszege legalabb 2350.

K13.3. Belgium, Matematikai Olimpia, 1998, donté, 3/4.

Hatarozzuk meg az 6sszes 3x3-as biivis négyzetet.

Definicio: Az nxn-es biivos négyzet egy nxn-es tablézat, melynek mezéitaz 1, 2, ..., ?
szamokkal ugy toltottik ki, hogy barmely sorban, barmely oszlopban és a két étléban az
elemek Osszege egyenlé.

K 13.4. Esztor szag, M atematikai Olimpia, 2002, dénté, 11. évf. 4/5.

Az &, &, as, &, a olyan val6s szamok, melyekre az a + g 0sszegek kdzott (i < j) legaldbb N
egész szam van. Hatarozzuk meg a lehetséges legnagyobb N értéket, amelyre nem minden &
+ g Osszeg egész szam.

K 13.5. Azsiai Matematikai Olimpia, 2000. mér cius, 2/5.

Az dbra szerint hdromszog alaku kilenc kdrbe az 1, 2, ... , 9 szdmokat az aldbbi feltételek
szerint kell elhelyezni:

1) ahé&romszdg barmely oldaldn levé négy szam Gsszege legyen egyenl6;
2) aharomszog barmely oldalan levé négy szam négyzetének dsszege is legyen egyenld.

Hatarozzuk meg az dsszes kitoltési |ehetoséget.

O

O O
O O
OO0 O

Kombinatorikus szamelméet 2.

K 14.1. irorszég, Matematikai Olimpia, 2002. mé&jus, 2. fordulé (idé: 3 6ra) 1/5.

Egy 3xn-es téblézatot a kdvetkezéképpen toltottink ki:
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Azesdsorazl, 2, ..., nszamokat tartalmazza balrél jobbra névekvé sorrendben. A mésodik
sort afelsd sor ciklikus eltolésaval kapjuk, tehédt valamilyeni-re(i,i+1,... ,n=1,n,1,2, ...
, i —1), aharmadik sorba pedig Ugy irtuk beaz 1, 2, ... , n szdmokat, hogy a szamok ¢sszege
mindharom oszlopban ugyanannyi legyen.

Mely n értékekre végezhet6 el afenti kitoltés?

Azon n értékekre, amelyekre akitoltés lehetséges, hatarozzuk meg a kilonbdzé kitoltések
szamét.

K 14.2. Esztor szag, 2002. februdr, tavaszi nyilt verseny, juniorok 5/5.

Egy korre felirunk n darab val 6s szamot ugy, hogy nem mindegyik szam 0, s barmely szam
egyenl6 két szomszédja kil onbségének abszol it értékével. Mely pozitiv egész n értékekre
tehetj ik ezt meg?

K 14.3. Azsiai Matematikai Olimpia, 2001. aprilis, (4 6ra) 2/5.

Hatarozzuk meg azt alegnagyobb N pozitiv egész szamot, amelyreigaz, hogy az {1, 2, ... ,
N} halmaz eleme kdz6tt ugyanannyi 3-mal oszthaté szam van, mint 5-tel vagy 7-tel oszthatd
(vagy 2-vel és7-tel is).

K14.4. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 2002, donté, 12. évf. 2/4.

Legyen S={a, &, ... , a} kulonb6z6 pozitiv egész szamok halmaza. Az S halmaz barmely
valédi részhalmazaban az elemek 6sszege nem oszthatd n-nel. Bizonyitsuk be, hogy ekkor S
elemeinek Gsszege oszthat6 n-nel.

K14.5. Hong Kong (Kina), Matematikai Olimpia, 1999, 3/4.

Legyenek s, t adott nemzérus egész szamok, (X, y) pedig egész szamok tetszéleges rendezett
parja. Egy |épésben az (x, y) parbdl az (x +t, y —s) part dlithatjuk el6. Azt mondjuk, hogy az
(X, y) p&r jO, hanéhany (esetleg nulla) |épés utan olyan szampart kapunk, amelynek tagjai

nem relativ primek.

a) JO par-e maga (s, t)?
b) Mutassuk meg, hogy minden s, t esetén taldhat6 olyan (x, y) par, amelyik nemjo.

Kombinatorikus szamelméet 3.

K15.1. Litvania, Matematikai Olimpia, 1998

Az n pozitiv egész szam tizes szamrendszerbeli alakjaban az els6 (legmagasabb helyiértékii)
szamjegy megegyezik a szam jegyei kozt szereplé 0-k szdmaval. Hasonldéan, hal£ m £ 9,
akkor az (m + 1). jegy az n felirasdban szerepl6 m-jegyek szama. Hatdrozzuk meg n
lehetséges értékeit.

K15.2. Kanada, 1997. december, M andelbr ot-ver seny

Pozitiv egész szamok 6sszege n. Legfeljebb mekkora lehet a szamok szorzata?
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K 15.3. Esztor szag, Matematikai Olimpia, 2002, dénté, 9. évf. 3/5.

Az &, &, ... , a paronkent kildnbozo val 0s szamok esetén jel6ljik m-mel aza + & (i * j)
kilonbozo értéki 0sszegek szamét. Hatarozzuk meg m |ehetséges legkisebb értékét.

K15.4. Japan, Matematikai Olimpia, 1992, 1. fordulé

Hany f: A ® A leképezést adhatunk megaz A ={1, 2, ... , 10} halmazon, amelyre teljesll,
hogy:

a) fO(x) =x minden x T A esetén;

b) hal£ k £ 29, akkor vanolyanal A, amelyref‘(a)* a

K 15.5. Németor szag, 1998, or szdgos ver seny, 2. fordulé
Legyen M ={1, 2, 3, ..., 10000} . Bizonyitsuk be, hogy megadhat6 M-nek 16 részhalmaza

tgy, hogy mindenz1 M esetén taldhat6 8 olyan részha maz, melyeknek pontosan z akézos
elemik.

Kombinatorikus szamelméet 4.

K16.1. Litvania, Matematikai Olimpia, 1998

Egy 1998 darab kilonbdzé szambdl alo H halmazrateljesil, hogy hatetszéleges elemét
helyettesitjik atdbbi szam dsszegével, s ezt az eljarast mindegyik szamra elvégezzik, akkor
ugyanazt a H halmazt kapjuk. Bizonyitsuk be, hogy az 6sszes szdm szorzata negativ.

K 16.2. Oroszorszag, M atematikai Olimpia, 2002, 4. (k¢6r zeti) fordul, 9. évf. 5/8.

Egy korvonalratetszéleges sorrendben felirtuk az 1, 2, ... , 60 szdmokat. Legyen két szam
tavolsadga valamely korlljaras iranyban akoérvonalon k, ha kdzottik pontosan (k — 1) darab
szam van. Lehetséges-e, hogy barmely két 2-tavol sagu szam 6sszege oszthat6 2-vel, barmely
két 3-tavol sagl szam dsszege oszthaté 3-mal és barmely két 7-tavol sagu szam 6sszege
oszthat6 7-tel?

K 16.3. Esztorszag, M atematikai Olimpia, 2002, dénté, 10. évf. 3/5.

John vélaszt hét pozitiv egész szamot, ay, &, ... , ar-et ésfelirjaaz ag, a + g ésia — gl
szamokat (ahol i ! j) atébldra. Haté&rozzuk meg, legfeljebb hany kilonbdzé paratlan egész
szam lehet a téblan.

K16.4. Kanada, 1996, olimpiai el6készité (levelezd)

Hatarozzuk meg azkat a (wo, Wy, ... , Wn) nemnegativ egész szamokbdl alé véges
sorozatokat, amelyekre teljesll, hogy mindeni =0, 1, 2, ..., n-reaz i egész szam pontosan

wi-szer fordul €6 a sorozatban.

K 16.5. Norvégia, 1998
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Mely pozitiv egész n értékekre taldhatd az 1, 2, ... , n szamoknak olyan (X1, X2, ..., Xn)
permutécioja, amelyrek osztjaxy + X2 + ... + x-t mindenk 1 {1, 2, ... , n} esetén?

Kombinatorikus geometria 1.

K17.1. Dé-Afrika, 1998. december, Stellenbosch-verseny, 1. fordul6 (idé: 3 6ra) 5/5.

Egy korbe szaba yos 21-sz6get irtunk. Ki lehet-e vl asztani a csticsok kdzil 6tét agy, hogy az
altaluk meghatarozott 6tsz6g minden oldala és minden étlgja kilonbdzé hosszisagu legyen?

K17.2. Kanada, 1996, olimpiai el6készité (levelezé)

Adott asikon n > 5 pont, melyek paronként vett tavolsagai killonbozok. Egyenes szakasszal
Osszekotottuk mindegyik pontot a hozza legkozelebbi ponttal. Bizonyitsuk be, hogy semelyik
pont sincs 5-nél tébb masik ponttal Gsszekdtve.

K17.3. Litvania, 1997

A d atlgju négyzetet felosztottuk m darab téglalapra, melyek aloi rendreds, do, ... , dm
hosszuiak. Bizonyitsuk be, hogy di? + dz? + ... + dm? 3 d?.

K17.4. Albéania, Matematikai Olimpia, 2002. mércius, 12. évf. 4/5.

Adott a sikon a végtelen sok pontbdl alé S hamaz, melynek semelyik hdrom pontja nincs egy
egyenesen és barmely ketté kozott legaldbb 1 cm atéavolsag. Feloszthaté-e S két diszjunkt,
végtelen részhalmazra, R-re és B-re Ugy, hogy barmely R-beli csticsi haromszog tartalmazzon
a belsgjében B-beli pontot, és barmely B-beli cslicsi haromszdg tartal mazzon a bel sgjében R-
beli pontot?

K17.5. Azsiai Matematikai Olimpia, 2001. &prilis, (idé: 4 6ra) 5/5.

Adott asikon n + 4 darab pont: A, B, C, D, Xy,..., XaUgy, hogy AB * CD, ésmindeni =1,
2, ..., nesetén az ABX; és CDX; hdromszdgek egybevagdak. Hatérozzuk meg n maximalis
értékét!

Kombinatorikus geometria 2.

K 18.1. Esztorszag, M atematikai Olimpia, 2002, donté, 10. évf. 4/5.

Hatarozzuk meg annak az egységkocka felszinén haladd toréttvonalnak a maximalis hosszét,
amelyre akovetkezo feltételek teljesiiinek:

- akockaéleibdl éslapétlibol al;

- atorottvonal nem metszi 6nmagét;

- barmely cstcson legfeljebb egyszer halad &t;

- atorottvonal egy testatl 6 két végpontjét koti dssze.

K18.2. Dé-Afrika, 2001. julius, Potchefstroom-verseny, 1. fordulé (idé: 4 6ra 15 p.) 1/5.
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Mutassuk meg, hogy az egységsugaru koron felveheté 2001 pont Ugy, hogy barmely két pont
tavolsagaracionalis legyen.

K 18.3. Torokorszag, 1999. mar cius, olimpiai valogatover seny, 2. nap (idé: 4.5 6ra) 3/3.
Bizonyitsuk be, hogy a sik nem fedhet6 le véges sok parabola tartomannyal.

K18.4. Iran, Matematikai Olimpia, 2002, 1. fordul6 3/6, idé: 2x4 6ra

Hatarozzuk meg az 6sszes n természetes szamot, amelyre igaz, hogy megadhatd n darab
vizszintes és fliggoleges oldal U sikbeli egységnégyzet Ugy, hogy a kapott alakzatnak |egal dbb
3 szimmetriatengel ye legyen.

K18.5. NMO feladatjavadat, 1996

Adott egy axb és egy cxd méretii téglalap Ugy, hogy a< ¢ £ d < b ésab < cd. Bizonyitsuk be,
hogy az els6 téglalap pontosan akkor helyezheté el a masodik bel sejében, ha

(b- a2) £ (bd- ac)? + (bc- ad)?.

Kombinatorikus geometria 3.

K19.1. Litvania, 2001. oktober
Legalabb hany racspontot fed le a2.1 oldal( négyzet a sikbeli négyzetracsban?
K19.2. Japan, Matematikai Olimpia, 1991, 1. fordulé

Hany olyan sik van atérben, amelyik athalad egy adott kocka élei kdzul legal &b harom
felezbpontjan?

K 19.3. Esztor szag, M atematikai Olimpia, 1999, donté, 11. évf. 4/5.
Mely n értékekre lehet az n 1épcsobél dl6 |épcsdhazat az dbran mellékelt lemezzel lefedni?

Az &oran n = 6 alépcsbhaz magassaga, alépcsok magassaga és szélessege 1 dm, a 2x2-es
lemez egyik 1x1-es sarka hidnyzik.
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K19.4. Kanada, 1996, olimpiai el6készité (levelezd)

Adott n pont a sikon gy, hogy nincs mind egy egyenesen, és barmely harom pont altal
meghatarozott haromszog tertil ete kisebb, mint 1. Bizonyitsuk be, hogy a pontok |efedheték
egy 4 egység terlletli haromszoggel .

K 19.5. Spanyolor szag, Matematikai Olimpia, 2002 (modositas)

Adott a sikon 2002 szakasz, melyek dsszege 1. Bizonyitsuk be, hogy van olyan | egyenes,

V2

amelyre a szakaszokat merélegesen vetitve a vetiiletek 6sszege kisebb, mint —
Szinezések 1.

K20.1. Litvania, Matematikai Olimpia, 1998

Az n? egységnégyzetbsl al6 nxn-es fehér tdblan mezojét feketére festettiik. Ki tudunk-e
vagni egy S3 nterliletii fehér téglalapot atébldbdl, haa) n=7; b) n=8?

K20.2. Japan, Matematikai Olimpia, 1991, donté

Egy 10 x 14-es méretii téglalap mezoéit sakktablaszeriien fehérre és feketére szineztik. A
mezékre O-t vagy 1-est irunk Ugy, hogy minden sorban és minden oszlopban pératlan szamu
1-eslegyen. Bizonyitsuk be, hogy afekete mez6kon lévé 1-esek szama péros.

K 20.3. Oroszorszag, M atematikai Olimpia, 2002, 4. (ko6r zeti) fordulé, 8. évf. 2/8.

Egy 9x9-es tébldzat minden mez6jét pirosravagy kékre festettik. Két mezét akkor neveziink
szomszédosnak, ha csticsban érintkeznek. Mutassuk meg, hogy van olyan mez6, amelynek
pontosan két egyszinii szomszédja van (lehet mindkét szinbol két-két szomszédja).

K 20.4. Spanyolorszag, Matematikai Olimpia, 2002, dénté, 6/6.

Egy szabayos 6n + 1-csticstl sokszdg csticsait pirossal és kékkel kiszineztik. Bizonyitsuk be,
hogy az egyszinii csicsokkal rendelkezé egyenlé szart hdromszégek szdma a szinezéstol
flggetlen (csak a piros és kék csticsok szamétdl fligg).

K20.5. Romania, 1997, valogat ver seny

Egy szabayos 12-sz6g cslcsait kiszineztik pirossal vagy kékkel. Hatdrozzuk meg azon
szinezések szdmét, amelyek sorén nem keletkezik egyszinti cslicstl szabalyos sokszog.

Szinezések 2.

K21.1. Hong Kong (Kina), Matematikai Olimpia, 1999, 2/4.
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Egy konvex 9-sz6g alapu gula oldal éleit és alaplapjanak &tléit feketére vagy fehérre festettiik
tgy, hogy mindkét szint felhasznédltuk. (A gula alaplapjanak éleit nem szineztik ki.)
Bizonyitsuk be, hogy kiva aszthatd harom egyszinii szakasz, amelyek haromszoget alkotnak.

K21.2 Dé-Afrika, 2000. december, 2. fordul6 (idé: 3.5 éra) 6/7.

Bizonyitsuk be, hogy avégtelen négyzetracs racspontjai nem szinezhetok ki négy szinnel Ugy,
hogy a récs-egységnégyzetek négy csticsa killonbdzé szini legyen, és minden fliggéleges
vagy Vizszintes racsegyenesen el 6forduljon mindegyik szin.

K21.3 Japan, Matematikai Olimpia, 1992, 1. forduld

Adott két ponthalmaz a koordinata-rendszerben: A ={(x,y) T Z21 1EX£20,1£y£ 20} és
B={(x,y)T Z?1 2£x£19,2£y£ 19}. Az A hamaz minden pontjét pirosravagy kékre
szineztlk. A piros pontok szama 219, s kozulUk 180 B-ben van. Az (1, 1), (1, 20), (20, 1), (20,
20) pontok kékek. A kiszinezett, egyméstol 1-tavolsagralévé racspontokat Osszekotjiuk az
aldbbi szabdyok szerint:

a) Két piros pontot piros szakasszal kotlink dssze.

b) Két kék pontot kék szakasszal kotink dssze.

c) Haakét réacspont kiildnboz6 szini, fekete szakasszal kotjik Gssze 6ket.

Héany 1-hossziisagu kék szakasz keletkezett, ha az 1-hosszUsagu fekete szakaszok szama 2377

K21.4 Egy hasonl6 ver senyfeladat 1973-bdl (Arany Danid verseny, haladok, 1. fordul6):

627 piros és 273 kék pontot négyzet alakban 30 sorba és 30 oszlopba rendeztiink el. A piros
pontok kozil 2 esett a négyzet kerlletére. Egy sorban fekvé szomszédos pontokat és egy
oszlopban fekvé szomszédos pontokat egyenes szakaszokkal kotlink dssze, igy négyzetracs
keletkezik. Piros pontok 0sszek6to szakasza piros, kék pontok 6sszekotd szakasza kék,
kil6nboz6 szint pontokat 0sszekoté szakasz fekete, és fekete szakaszbol 101 jott 1étre.
Hany piros 6sszek6t6 szakasz kel etkezett?

K21.5. Szerbia, Matematikai Olimpia, 1999, 11. évf. (idé: 4 éra) 4/5.

A sikon n vizszintes és n fiiggsl eges egyenes n? pontban metszi egymast. Az egyeneseket
pirosra, kékre vagy zoldre szinezzik. Ké azonos szinii egyenes metszéspontjat ugyanolyan
szintire, két kildnbdzé szinti egyenes metszéspontjat pedig a harmadik szinre szinezzik.
Hatarozzuk meg az n? pont igy nyerheté killonbozo szinezéseinek a szamét.

Gréafok

K22.1. Dé-Afrika, 2001. prilis, Rhodes-verseny, 1. fordulé (idé: 4.5 éra) 3/3.

Egy Osszejdvetelen nagy korben allt 1994 diak, s mindegyikik mindkét szomszédjaval
Osszelitotte néhanyszor tenyerét. Jel6ljuk S-sel a diakok csoportjat és f(x)-szel azt a szdmot,
ahanyszor az x didk 6sszelitotte szomszédjaival atenyerét. (Pl. harom digk esetén ha A B-vel
kétszer, B C-vel hdromszor és C A-val 6tszor tapsolt, akkor f(A) =7, f(B) =5 ésf(C) = 8))

a) Bizonyitsuk be, hogy {f(x): xT S} {n:n1 Z,2£ n£ 1995}.
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b) Adjunk példat arra, amikor {f(x): xT S} ={n:nT Z,n? 3,2 £ n£ 1996}.
K22.2. Kanada, 1996, olimpiai el6készité (levelezd)

Egy szobaban 1évé kilenc személybdsl barmely hdromraigaz, hogy van kozoéttik kettd, akik
ismerik egymast. Mutassuk meg, hogy ekkor tald haté négy szemdly, akik kdzul mindenki
ismer mindenkit.

K 22.3. irorszég, Matematikai Olimpia, 2002. m&jus, 1. fordulé (idé: 3 ora) 2/5.

a) Tudjuk, hogy egy 6sszejdvetelen atarsasag barmely tagjalegaldbb hdrom masik résztvevot
ismer, tovabba barmely két személyhez, akik nem ismerik egymast, taldhat6 egy olyan
harmadik, akit mindketten ismernek. Legfeljebb hanyan vesznek részt az 6sszejovetelen?

b) Es akkor legfeljebb hanyan |ehetnek az 6sszejovetelen, hamég azt is tudjuk, hogy van
harom olyan személy, akik kolcsondsen ismerik egymast?

K22.4. Balkani Matematikai Olimpia, 2002. prilis, 1/4.

Adott asikonn3 4 pont, A1, Az, ..., An Ugy, hogy semelyik harom pont sincs egy egyenesen.
Behlztunk néhany pontpér kozotti szakaszt oly médon, hogy minden pontot |egal abb harom
masikkal kotottiink 6ssze. Bizonyitsuk be, hogy van olyan k > 1 egész szam és X1, Xo, ...,
X1 {A1, Az, ..., An} killonbdzé pontok, amelyekreigaz, hogy mindeni-re, 1£i £ 2k — 1,
OsszekOtottuk Xi-t és Xi+1-et, valamint Xox-t és Xi-€t.

K22.5. Japan, Matematikai Olimpia, 1998, donté

Egy orszégban 1998 repul6tér van. Barmely harom A, B, C repul 6tér esetén az AB, BC, AC
kozvetlen repil 6jaratokbdl legaldbb az egyik hianyzik. Legaldbb hany repll6jarat van?
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