Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Elemi algebra 1. — Utmutatasok

Al.1l. Négyzetre emeléssel szimmetrikussa tehetjik atortet.

Méas megoldasi lehetoségek:

A homogén mésodfoku egyenl etbdl megkaphatjuk az X aranyt, vagy
y

alkalmazhatunk paraméterezést: Xry - p paraméterezéssel megoldjuk az egyenletrendszert.

Eredmény:

X +

<

=2,

X -

<

A1.2. Bontsunk parcidlis tortekre!

Eredmény:
- 5++/25+ 20a°
Xy, = 5 ,haat 0.

A1.3. Jelolések: x: kezdd lanyok, y: haladd lanyok, z: kezdé fidk, w: halado fidk. Ekkor z + w

X+z , Y
és keresendd —.
y+w y

frjuk fel ZTW ¢ smutassuk meg, hogy W —oss.
w y+Ww

=055(x+y+z+w), Z-
w

Eredmény:

y_9
w11

Al.4.Haa! 0, akkor akalmazzuk az x = - b , majd x = 0 helyettesitést.
a

Egy masik lehet6ség:

vizsgdljuk akét fliggvény hatarértékét a— ¥ -ben.
Eredmény:

a=1b=0.

A15. Az egyenletet dtalakitva § (xi )(xi - a) =0.
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Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Eredmeény:
A megoldéasszém 2".
Elemi algebra 2. — itmutatésok
A2.1. Szorozzuk be az egyenletet (x + 1) — (x — 2)-vel, s haszndljuk fel &2 — b?%? nevezetes
szorzatta al akitasat.

Eredmeény:

>
I
N

A2.2. Szorozzuk meg az egyenletet x +y + z-vel!

A2.3. Rendezés utan (a+ b)x? + (a+ b)’x + (a+ b)ab=(a+ b)(a+ x)(b+x) =0. ltta=—b
esetén minden x * 0 megoldés; a! —b esetén x =—avagy x =—b.

A2.4. Ld. az d6z6 feladatot. Rendezve (a+ b)(b + c)(a+ c) = 0 adédik, amibél az dlités
kovetkezik.

M egj egy zés:

Régi KoMaL -feladat volt a kdvetkezé: Bizonyitsuk be, hogy hax +y + z=aés

1 1 1 1
< +§ +E =7 akkor az x, y, z szamok kozll valamelyik egyenlé a-val.

A2.5. Mutassuk meg, hogy f (x) + ZfSelg =2
exg

Eredmeény:

1 1
- .=

2202 - ]

Egészrész, tortrész 1.

A3.1. Mutassuk meg, hogy nincs megoldas, hal) x<—-1;2)-1£x £ 1; 3) 2£ x.
Eredmeény:
x = 3/5.

A3.2. Adjuk 6ssze ahdrom egyenletet, és haszndljuk fel, hogy [r] +{r} =r.
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Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Eredmeény:
(X, ¥, z) = (100,15; 100,95; 99,05).

A33.aQm’E£n<(m+1)>2
b) Az el6zoek aapjan n = m?, m? + mvagy m? + 2m lehet.

A3.4.2%%° —1(mod 1997), ezértaz 1,2, 2% ..., 2% szémok kil6nb6z6, nemzérus
maradékokat adnak (mod 1997). Igy az

é 1 l:l é 2 u é21995 a @ 1 I 1 u 0 @1995 ‘I 21995 uo
>+ ~t...tA u_g—-’l‘— :++§ -1 Y
819974 &1997Y 519971 §1997 11997)g 1097 {1997}y

oA +2+.. 429 i ) ) ALt
atirés utén az 1+2 2 0sszeg mellett atortrészek dsszege — a zérus nélkdli teljes

1997
maradékrendszer miatt —

1+2+...+1996
1997 '

A3.5. Mutassuk meg, hogy n=1, 2, ... , 111 esetén 1979n + 16 teljes maradékrendszert alkot
110
[

mod 111! Az 6sszeg értéke emiatt § — = 55.
5 111
Egészrész, tortrész 2.

A4.1. Mutassuk meg, hogy 2 £ x < 3!

A4.2. Alakitsuk teljes négyzetté a gyok alatti kifejezést, s ajobb oldal értékkészlete alapjan
vizsgaljuk meg az egyes eseteket. ([2 —sinx] = 2 vagy [2 —sinx] = 1 lehetséges csak.)

Eredmeény:

\/65 /93

X=0v 3+—<XE£3+—.
oy 14 14

A4.3. Mindeni-rei? és (i + 1)? kozott 2i darab egész szam van, amelyek egész részei. Mivel

43
2001 = 44 + 65, akeresett 6sszeg g i(2i +1) + 4466.

i=1
Eredmeény:

58718.

M egj egy zés:
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Hasonl 6 feladatot tiiztek ki az 1984. évi erdélyi Kockafel matematika versenyen, innen
szarmaznak az alabbi dltaldnositasok (Bencze Mihdly: Erdélyi és nemzetk6zi magyar
matematika versenyek, 1997, Fulgur):

Bizonyitsuk be, hogy
3 [ o[z e [0 = - -n-

o) [Vi]+ [2+..+n? -1 = ln(n—l)(4n+ 1);
o R+ 2]+ +[Jn—.1]__n2(n 1)(3n + 1):
o il + 2V + .+ o2 [\/n -1] ——(n n(n + 1)(2n — 1)(2n+1)(5n-6).

A4.4.A 2Jn+1>/n ++/n+2 egyenlstlenség segitségével mutassuk meg, hogy
Jon+8</n+v/n+1+/n+2<+/9n+9. 9n + 8 és9n + 9 szomszédos természetes szAmok,
kozottiik nem lehet négyzetszam.

A45 Mivel L =2- 3<1, (2+43) +(2- V3] kifejtett dlakjan” —nél nagyobb és o + 1-
nél kisebb pér%s egész szam lesz.
M egj egy zés:
Egy atdbbféle dtalanositasi lehetoség kdzul:
Legyena = x + \/xz—l . Bizonyitsuk be, hogy o" —[a"] =1 — o™, han nemnegativ egész.
M agasabbfok U egyenletek 1.
A5.1. Vegyiik észre, hogy a=x2 + 3x —4 ésb = 2x? — 5x + 3 helyettesitéssel az egyenlet a° +
b® = (a+ b)® aaku lesz.
Eredmény:

X==4, - % , 1, % (x = 1 haromszoros gyok).

M egj egy zés:

Ugyanezt afeladatot tiizték ki az 1993. évi vaci |I.Nemzetkézi Magyar Matematikaverseny
12. osztdlyosa szaméra.

A5.2. Alkalmazzuk a Vx> + 25x + 80 = a helyettesitést.

Eredmény:
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31.

A5.3. A Vieta-formulak felhaszndlasaval négy egyenletet kapunk négy ismeretlennel. Innen
p-re harmadfokU egyenletet adodik, melynek egy gyokét konnyen megtal al hatjuk.

A5.4. Nyilvann1 Z. Az a, b, c gyokok esetén irjuk fel a gyokok és egyiitthatok kdzotti
Osszefliggéseket az a+ b + ¢, ab + be + ac és abe kifgezésekre, sinnen fejezziik ki & + b? +
c2-et. Kapjuk: & + b? + ¢2 = 6.

Eredmeény:

n=x=2.

Ab.5. ) Alkamazzuk a szamtani-mértani kozép kdzotti egyenl 6tlenséget az xy, yz, xz
szamokra, innen xyz £ 8; majd a2, X, y, z szdmokra alkalmazva az egyenl 6tlenseget, xyz 3
8, segyenléségesatenx =y =z =2,

b) Azx +y +z, Xy + yz + Xz ésxyz segitségével irjuk fel aharmadfokl egyenlet Vieta-
formuldit: x +y+z=a, xy+yz+xz=12ésxyz=a+ 2 eseténaz f(t) = t3 —at> + 12t —a—2
= 0 egyenlet hdrom gyoke x, y ész. Legyen pl. a=—7; ekkor f(-5) <0, f(-4) >0, f(- 2) > 0,
f(-1) <0, f(0) > 0.

M agasabbfok U egyenletek 2.

AB6.1. A négyzetre emel ések utan kapott negyedfokl egyenletnek x = 3 ésx = — 2 is gyoke.
Eredmeény:

X=3.

Masodik megoldas:

Bevezetve at = x — 2 ismeretlent és az f(t) = V4 - 3t flggvényt az egyenlet f(f(t)) =t alaku. f
fogy®o, igy lehet olyan megoldésis, amelyre f(t) t t, ekkor viszont t ésf(t) is megoldésok. Ha
vant? f(t) alaku megoldaspar is, akkor at = f(t) tipussal egyutt van harom megoldasaa
négyzetre emel ések utén kapott negyedfoku egyenletnek. Igy kell lennie egy negyediknek is,
ami csak t 1 f(t) tipust lehet, igy viszont mar 6t megoldéast kapunk, ami ellentmondas.

AB.2. Az (x* + x + a)® — x* kil onbséy szorzatta al akithato.

Eredmény:

=-1(x=1)ésa=-3(x=1).
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A6.3. Az x =tga (ekkor tgp = l) helyettesitéssel szimmetrikus (hatodfokU) egyenl etet
X

kapunk. Az x + 1. y bevezetése utan adddo harmadfoku egyenletnek y = 4 gyoke.
X

Eredmeény:
tga = 2+ J3.Innena haromszog két hegyesszoge 15° és 75°.
A6.4. A gyokok a 0-raszimmetrikus helyzetiiek.

Eredmény:

A6.5. Az egyenes egyenletének felirasa utan a metszéspontokra harmadfok U egyenl etet
kapunk, melynek két gyokeét ismerjik.

Eredmeény:
x3 = 1929.

Algebrai egyenletrendszerek 1.

A7.1. Adjuk Ossze az egyenleteket, és alakitsunk négyzettsszeggeé!
Eredmeény:
(X1, X2, X3, X4, X5) = (1, 2, 3, 4, 5).

A7.2. Legyen pl. xy = p, sakamazzuk aVieta-formul &kat és az elemi szimmetrikus
polinomok tétel ét!

Eredmény:
A lehetséges értékek: al {-2,-1,0,1, 2}.

A7.3. A ciklikus szimmetria miatt az egyenl etrendszernek pontosan akkor van egy X, Yy, z
megoldasa, hax =y = z. Ekkor az egyenleteket tsszeadva alakitsunk ki négyzetdsszegeket.

Eredmeény:

p=+1

3 3 3
A7.4. Mutassuk meg, hogy i/ax + by + 2 = xi/a(= yi/b = z%).
X y z
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a2 b2 C2 abc "y 2 2 2

A75.A4= —+—+—+— egyenlet helyettesitéssel 4 = x; +y; +2z; +X,y,z, dakba
yz X Xy Xyz

irhat6; innen pedig &ttérhetiink a4 = 4sinu + 4sin?v + z:2 + 4sinwsinv’z; egyenletre. Az a=

2\/yzsinu, b= 2zx sinv, c = 2\/x_y(cosu>cosv- sinu>sinv) dsszefliggéseket
felhaszndlvaaz elsé egyenlethdl (\/;cosv- \/ycosu)z +(\/§sinv+\/§sinu- \/E)Z =0.

Eredmeény:

c cta a+bo

+
2 "2 2 4

xy,2) = &
e

Algebrai egyenletrendszerek 2.

A8.1. A masodik egyenlet szorzatta alakithatd, pl. x-et paraméternek tekintve.
Eredmény:
X,¥)=(=26),(-2,-6),(0,4), (-5,9), (19, 99).

A8.2. Vonjuk ki amasodik egyenletbdl az el sot:

(Xf } 1)(X1 - 1)+ (Xg - 1)(X2 - 1)+---+ (Xgooz - 1)(X2002 - 1) =0,
majd abal oldalt alakitsuk nem-negativ egyltthatju négyzetdsszegekké.

Eredmeény:

xk =1, 1 £ k £ 2002.

A8.3.Ld. A.7.2.

Eredmeény:

al {0,1,2}.

A8.4. Adjuk Ossze az egyenletek négyzetét!

Eredmény:

& +b?=3/2002.

M egj egyzés:

Haz = a+ bi, akkor z° =+/402 - 40i ésigy (sz)3 = 2002, azaz & + b? = 2>z = /2002 .

AB.5. Az els6 egyenlethdl geometriai megfontol asokkal 4y = 3x adddik. (Az A(O; 0), B(4; 3),
P(x; y) pontokra PA + PB = AB.)
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Eredmeény:
(x;y) = (2 1,9).
Algebrai egyenlétlenségek 1.
A9.1. A (2a—3c)? + (b —c)? + (a— 2b)? — 2(2a— 3c) &alakités utan irjuk fel akifejezést
négyzetek Gsszegekeént!
Eredmeény:
A minimum értéke — 1 és akkor adddik, ha(a, b, ¢) = (-2,-1,-1).
A9.2. Vizsgdjuk meg az x¥ kifejezés és 1 nagysagviszonyét, pl. ab eljele alapjan!

2

A9.3. a) El§szor mutassuk meg, hogy X+ s XY
X+y

4

, majd a szimmetrikus

egyenl6tlenségeket alkalmazzuk atdbbi tagrais.

1
b)x=y=z=t==.
) X =Y 4

A9.4. Alkdmazzuk aza+b=x,a+c=y,b+c=2z(X,y, z> 0) helyettesitést, s mutassuk
meg, hogy X, y, z lehet egy hdromszog harom oldala. Ekkor 2s = x + y + z bevezetésével

xy 3 2,/s(s- X)(s- y)(s- 2).

. . _ 1 1 1 _nb_ ,
A9.5. A Vietaformuldkat alkamazvax: + X2+ ... +xpn=1, —+—+  +—=——=n°".
X, X, X, b
. el 1 10
Felirvaaz (x,,X,,....X,) €8 g—,—,..,—x vektorokra a Cauchy-Schwartz-Bunyakovszkij-
X1 X, X0 @
egyenlStlenséget, kapjuk, hogy csek az x, =x, =...= X, -1 esetben dlhat fenn egyenl 6ség.
n

Algebrai egyenlétienségek 2.

A101. Azl +1= 29a+£—atalak|ta5%g|tazalsobecslesben azl+£=a + pedlga
e ag a’

felsé becslést adja. (Alkalmazzuk a reci prok-egyenl 6tlenséget.)

A10.2. A feltételt atalakitva—bc® 3 —bc. Ezt acéldlitassal egybevetve elég belétni, hogy
10(a + b? + 2 —bc) 3 2ab + 5ac. Alkalmazzuk a Cauchy-Schwartz-Bunyakovszkij-
egyenlétlenséget az (1, 2, 5) és(a, b, ¢) vektorokral

M és megoldasi lehetség:
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A 10& — (2c + 5b)a+ 10b? + 10c®> — 10bc 3 0 paraméteres egyenl 5tlenségben (az a valtozoban
masodfokU) vizsgdl hatjuk a diszkriminanst (esetleg Ujabb masodfokl paraméterezéssel).

A10.3. Az indirekt feltevésbsl ab —bc —ac £ — 1; fejtsiik ki (a+ b —c)>-t.

A10.4. Induljunk ki (a+ b+ c)? kifejtett alakjabdl s becsiiljik alulrol 2ab-t 2b?-tel stb.

A10.5. Alkalmazzuk ab = n—k helyettesitést, ekkor niﬂn” < igkkbb <n" abizonyitandd
]

egyenlétlenség. Mivel n" = (k + b)", abinomidlis tételbél ajobboldali egyenl6tlenség

kovetkezik.
B0
Kb

Ezutdn mutassuk meg, hogy tetszélegesj > O-ra >1, sebbdl mér kdvetkezik a

aen .%(kﬂbb-j
K+jg
bal oldali egyenlétlenség.

Algebrai egyenlétlenségek 3.

A11.1. Gyoktelenitsiik a bal oldali tort nevezojét, majd dkamazzuk azy = Vx +1
helyettesitést.

Eredmeény:
—1<x<3,x?!0.
A11.2. A kifgjezés x ésy valtozokban szimmetrikus, ezért x EyEzésx £zEyésazEXEy

amegvizsgad andod esetek. Alkalmazzunk az els6 esetbeny =x +eész=x+e+d
helyettesitést (e, d 3 0), s hasonl6t amasik esetben is. A harmadik eset trividlis.

X c 1

A11.3. Mutassuk meg, ho :
= gy1+y+zx X+y+z

A11.4. Igen, kdvetkezik. El6bb mutassuk meg, hogy igaz az egyenl 6tlenség 4 tagra, majd

- X + X, + X3
alkalmazzuk a kapott eredményt x1, X2, X3 €S —3 tagokral

M egj egy zés:

Tetszbleges n-reis adodik, hogy fcf:e(1 TXp ¥ Xy Op o) +1(X,) * .+ 1(X,) ; €z
e n [7] n

a

Jensen-egyenl 6tlenség.
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Al1l5. Legyen X :ﬂaz(b2 +l) , X, :,/bz(c2 +]_) , Xy = 02(3_2 +]_) VY. = ZL’

b +1

b c
= |— = |— k k A k hv-
Y, ‘/Cz 1 Ys ‘/az i1 sakamazzuk az (X1, X2, X3) és (Y1, Y2, ¥3) vektorokra a Cauchy

Schwartz egyenlétlenséget. Ebbdl kivetkezéen elég belétni, hogy g 3 &(b?+ 1)+ b*(c2 + 1)

+ (@ + 1). Ehhez haszndljuk fel az & + b? + ¢ = 1 feltételt és alkalmazzuk arendezési
tételt.

Egyenlésegaza=b=c= % 3 esetben teljesil.

Algebrai egyenlétlenségek 4.

A12.1. Két esetet vizsgdljunk x ésy (kulonbdzs) eldjele alapjan.
Eredmeény:

A minimum 1, hax=—-2ésy=3.

A12.2. X2 —x®—x3+1=(x3-1)2(x® + x>+ 1).

A12.3. Az (a(xy)? + b(xy) + ¢)? £ (a(x?)? + b(x?) + c)(a(y?)? + b(y?) + c) egyenlstlenség
atalakitas utén 0 £ abx?y?(x2 + y? — 2xy) + ac(x* + y* — 2x2y?) + be(x? + y? — 2xy) alakot 0lti.

A12.4. A Cauchy-Schwartz egyenl 6tlenseghdl

2

1 0,
a+b+b+c+ac + =3 _,t
(arb)+(bro+(as )gb(a+b) c(b+0) a(a+cg %f I Jag
.2
1 10
atfogalmazva elég belatni, hogy (a+b+c)g +—; 3 27 .Ezutan alkalmazhatjuk a
b ¢ Vas

szamtani és négyzetes kdzép kozotti egyenl 6tlenséget.

A12.5. Az egyenlétlenséget dtal akitva— 6a(a? — 2b) £ — 27¢ + 10(& — 2b)¥2. Haa, b, ga
harom gyok, a Vieta-formuldkkal 6(a + b + g)(a® + b? + f) £ 27abg+ 10(a? + b + ¢f) ¥? a
bizonyitando egyenlétlenség. Haa? + b2+ ¢f 1 0, bontsuk meg aszimmetriét: i ai £1bi £
igi, sakamazzuk az a® + b? + ¢f = 9 helyettesitést. Innen a = —1, b = g= 2 kovetkezik.
Egyenl6ség akkor és csak akkor lehet, ha(a, b, g) = (—t, 2t, 2t), ill. ezek permutécioi.

Eredmeény:
(a b, c) = (-3, 0, 4t3).

Algebrai egyenlétlenségek 5.
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A13.1. Alkalmazzuk azx =1 +d,y =1 —d szimmetrizaciot (O£ d £ 1)!
A13.2. Legyen E:p,9=q,ekkor p+q+1+1=4 $§3+1C@%+12 maximumat
b c P q Y dg
keressiik. Mivel p és q ellenkezé elsjel, pl. §%+1§£-2 ésigy §%+1§3 6.
Pg dg
Eredmény:
§)+1§a+lg£-12.
p dg

A13.3. Haanevezoket megnoveljik ag + & + ... + an-re, az 0sszeget csokkentettik;

ugyanakkor ? a 9+§- Lg+...+§- a gazeredeti Osszeget adja.

ata, g & 8*dg a,+a, g
Eredmény:
KE1 G3n-1
A13.4. Induljunk ki az aefb 3 3a4 b tipusu egyenl 6tlenségekbdl.

M és megoldasi lehet6ség:
A Cauchy — Schwarz — Bunyakovszki egyenl 6tlenséget alkalmazhatjuk az

2, b R d géﬁ(\/a+b,\/b+c,\/c+d,\/d+a)vektorokra_
g¢a+b Jb+c Je+d Jd+ag

A13.5. (\/§+\/§)2 =x+y+2,/xy £2(x+y), majdlegyenx =a+b—c,y=a—b+c; ekkor
Ja+b-c++a- b+c£2/a.

Hatvanykdzepek 1.
A14.1. Parositsuk az i, 2003 — i szamokat s alkalmazzuk rgjuk a szamtani — mértani kozép
kozotti egyenl 6tlenseget!

A14.2. Alkalmazzuk a szamtani-mértani kdzép kozotti egyenldtlenséget az x2, 2xy, 2xy, 4y?,
72, 7% szamokral

Eredmeény:
(X, Y, 2) = (4, 2, 4) esetén 96 aminimum.

A14.3. A mértani és négyzetes kdzép kozotti egyenl 6tlenség miatt €l ég belétni, hogy
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2(aP*? + bP*2 + cP?) 3 &P(b? + ¢?) + bP(c? + &) + cP(& + b?), ehhez pedig haszndljuk fel, hogy
a2 + bP*23 gPb? + bPel.

A14.4. Alkalmazzuk a szamtani-mértani kdzép kozotti egyenl 6tlenséget az 1, %i szamokra,
a bc

majd az a, b, c szamokra a szamtani-négyzetes k6zép kozotti egyenl 6tlenséget. Ezekbdl
kovetkezik, hogy 3v3 £+/a + b? +¢? g, 1, EQ sinnen szorozzunk

85 b cg
(V3+1Na? +b +c* e,

Eredmény:

Egyenl6seég az a= b = ¢ esetben dlhat fenn.

A14.5. Legyen Yi =a,,ekkor S=xy(ar—1) +x2(az—1) + ... + xn(an—1) 3 Oaz dlités.
X

AzS=(a1—1) +(a2—1) +... + (an—1) bevezetésével S=Si(X1 —X2) + Sp(X2 —X3) + ... +
Sh—1(Xn-1—Xn) + Saxn. Ezutén elég belétni, hogy S 3 0, amely a szdmtani-mértani kozép
kozotti egyenlStlenségbol kovetkezik az ai, ao, ... , an, | szdmokrafelirva

M egj egyzés:
Az dlitas az Abel-egyenl étlenség nyilvanval 6 kdvetkezménye.

Hatvanykozepek 2.

A15.1. A 7(ab + bc + ac)(a+ b + ¢) £ 2(a+ b + ¢)% + 9(abc) egyenl étlenséghdl

&b + bPa+ b’c + c?b + c2a+ &c £ 2(a + b2 + ) kovetkezik.

Innen a szdmtani-mértani k6zép kdzotti egyenl 6tlenség paronkeénti felirdsaval 1éphetiink
tovabb, pl. az &, &, b® szémokra alkalmazva stb.

2
A15.2. Induljunk ki az Z— és be szamokra felirt szamtani és mértani kozép kozott
C

2

egyenl6tlenségbol! (K ovetkezmeny: 2— —a+hc3 a)
C

2 2
A15.3. Négyzetre emelés és x? = g, y° = b helyettesités utén kapjuk, hogy k2 — 4 £M .

A 3—5 és b szamokra felirva a azamtani — mértani kozép kozotti egyenl 6tlenséget,

a

2 2
ZﬁE%,sinnen k2—4£243.

M és megoldasi lehetoség:
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Ac= % helyettesités utan vizsgaljuk meg, hogy a3c¢? — (k? —4)c + 13 0 egyenl6tlenségnek

milyen k értékekre van megoldésa.

Eredmeény:

k=1+ /3.

Al15.4. Vezessik beaza=x +y +z, b=xy + yz + zx, ¢c = abc szimmetrikus hel yettesitést,
majd alkalmazzuk az a, b, c szamokra a szamtani-mértani kdzép kdzotti egyenl 6tlenséget,
csakugy, mint az Xy, yz, zx, 4 szamokra. Azr £ 8 ésr 3 8 feltételekbdl r = 8.

Eredmeény:

X=y=z=2

a b c
1-a'l-b'1-c
pozitiv szamokra, majd hasonlé médon mutassuk meg, hogy %/ - a)(@- b)@- c) £1- Yabc.

A15.5. Alkalmazzuk a szamtani — mértani kdzép kozotti egyenl 6tlenseget az

Masodik megoldas:

Mutassuk meg, hogy az f(x) = % fuggvény a[0; 1[ intervallumon konvex, s alkalmazzuk a

Jensen-egyenl 6tlenséget.

Hatvanykdzepek 3.

A16.1. Alkalmazzuk az X? X? X? y? y? z°® sz&mokra a szdmtani-mértani kozép kozotti
Osszefliggést!
Eredmeény:
6/n3 2
A maximum 32

A16.2. @) Pl. a+ b =x sth. helyettesités utan alkalmazzuk a szdmtani — mértani kdzép kozotti
egyenl 6tlenséget.

b) Induljunk ki a —— £ + X tipusa egyenlstlenségekbsl!
a+b a b

A16.3. @) Az agoo1 Szdmra auoo1(1 — awoo1) £ % :

b) Nem, ellenpéldapl. ak=—1, 1 £ k £ 1001, és an = 2, 1002 £ m £ 2002.
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,.2002

c) Haac 3 1 legadbb egy szdmra, akkor az dlitas teljesiil. EQyébként az 8%9 -nel
e4g

becsilhetiink.

A16.4. Q) Az % =t helyettesitéssel 1 + t2 = b_12 . Stlyozott hatvanykdzepeket alkalmazva (1 +

2)s
tz)l-t(tZ)t< 1+t2—t. Kapjuk: M <l+t?—t<1.

b2

L\
b) Az a) feladat (a;—)b < 1 egyenl6tlenségébdl mér kovetkezik.

2

2

nox2 .- x?2
A16.5. Vegyik észre, hogy haxn +1 = x1, akkor é X, " Xin - é X, - X, =0, sigy
i=1 Xi Xi+1 i=1
n 2 n 2 D X2 +x2
a X - a Xia 18 XP*Xiu Eruan alkamazzuk aszomszédos Xi s X +1

i= X T Xy izt Xj Xy 2 iz X; Xy
tagokra a szamtani-négyzetes ktzép kdzdtti egyenl 6tlenséget.

Hatvanykozepek 4.

A17.1. A z = (x —y)? helyettesitéssel (2+2)(z+8) minimumat keressik, ami a reciprok-
z

egyenl6tlenséggel vagy a szamtani-meértani k6zép kodzotti egyenl 6tlenség alkalmazasaval
hatérozhaté meg.

Eredmeény:
C=18 ha(x,y) = 1++3,- 1+43) [t- v/3,- 1- ¥3) [ 1++3,1+43) (- 1- ¥3,1- v3)

A17.2. Alkalmazzuk a szamtani — harmonikus kdzép kozotti egyenl 6tlenséget az x,

Eredmeény:
A minimum 36.

A17.3. Legyenek aszamok as £ & £ ... £ ais £ b. A szamtani — négyzetes k6zép kozotti
15 15

egyenlStlenség miatt g a2 - 1 a a 3 0, sinnen b-re mésodfoku kifejezést kapunk.
i=1 i=1

l+ab  1+c

l+a c(1+a)

meértani k6zép kozotti dsszefliggést.

A17.4.Végezzik € az tipust atal akitésokat, s alkalmazzuk a szamtani-
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A17.5. Becslljunk és akamazzuk a szamtani-mértani kozép kozotti dsszefliggést: (a+ 3b)(b
+4c)(c+2a)3 (2a+ 2b)g (b+ c)g (a+c)= 1—25(a+ b)(b+c)(a+c)3

1—25><2\/£>Q\/E><2\/E.

Szamtani sor ozatok

A18.1. Haakezdétag a> 0, adifferenciad, akkor az els6 1999 tag dsszegére 1999a +

999:1999d = 2000. Innen d = 2200~ 19998 ek kell 0 és 1 kozé esnie.
999 1999
Eredmeény:
2000
O<ac< .
1999

A18.2. Mutassuk meg az 5-6s maradékok vizsgalataval, hogy n £ 3, s adjunk konstrukciot.
Eredmeény:

Legfeljebb harom tagl lehet a sorozat; &g = 2, & = 4, a3 = 6.

Ay in ﬂzz

5
A18.3. Je6ljik 8z &, a, ... , 8 sZAMOK Atlagét 2-vel. Ekkor — aeai+ 1 91

ai an— i+1
A18.4. Legyen 2r abeirt kor &méréje, d a sorozat differencigja, s afélkertlet. A teriiletet
kétféleképpen felirva sr = \/s(s- (2r +d))(s- (2r +2d))(s- (2r +3d)). Mivel s= 3(2r—;2d) :

or = 2r + 4d kovetkezik, tehdt az oldalak 2r + d = 3d stb.

A185.222 = 1 + 1347, 222222 = 13147094, 222222222 = 13709430° + 1347 + 1 sth.

Sor ozatok

A19.1. Az els6 néhany tagot felirva 7, 14, 17, 20, 5, 8, 11, 5, ... 3-hosszU periddust vehetiink
észre.

A19.2. Vegyiik észre, hogy f(x) + f&2 = 11
&X g

Eredmény:
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2
Az Osszeg értéke n7 :
A19.3. Megjelennek 2-t6] kezdédéen a Fibonacci-szamok.
Eredmény:
144.

A19.4. Haasorozat a, €s aq két tagja (p > q) ugyanazt a maradékot adja (mod &), akkor a, =
aq + May.

A19.5. Vegylk észre, hogy az i. ésa (101 —i). tag 6sszege 1.
Eredmeény:
Az Gsszeg értéke 51.
Rekurzidk 1.
A20.1. a) A rekurzio miatt a, pontosan akkor oszthatd 5-tel, haan-2is.
b) Pl. az an+1 = 24a,-1 — 5an -2 &alakitas miatt a, + 1 pontosan akkor oszthaté 3-mal, hahaa, -
2 1S, ezért elég megvizsgalni au, & és ag értékét mod 3.
Eredmény:

a) Han paratlan.
b) han =6k + 1 alak.

A20.2. Mutassuk meg, hogy an+2 = K —an, sinnen asm = 4mk + 1, aum+1 = K — 1, aum+2 = (4m +
3k -1, aum+3 = 1.

Eredmény:
k =3, 23, 87, 667, 2001.

A20.3. u2 = 1995 nem prim. Ezutan mutassuk meg pl. m (m 3 1) szerinti teljesindukcioval,
hogy Uzm = Um(Um+1 —Um—-1) €S Uzm+1 = W+ 1— W

Eredmény:
Nincs prim tagja a sorozatnak.
A20.4. Vegyuk észre, hogy n paritésatdl figgéen an + an2 = 2an+1 vVagy 4an+1.

M ask éppen:
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A rekurzidbdl anan-3 — an-18n-2 = an+18n-2 — @ndn-1, ahonnan rendezés utan
a . +a a ., +a , .
b, =—2t "=l 03 = (n3 4). by=2, bg=4egészek €sigy an1 = bnan — an
an an— 2

€gesz, iNNen @n+1 — & 3 @ — a1 pozitiv (bn 3 2).

A20.5. Legyen bn = @n+1 + 80 €5.Cn = 1+ Sanane1, €KKOT 5an+1 = e + bn, @nv2 — &0 = bne1 — b,
\(;riglul Cn = b%ne1 — bZn. INnen cuer — b?ne1 = Co — by, vagyis a kil onbségsorozat lando.
c1—b? =3-167, smivel ¢, = m? négyzetszam, (m + bn)(m — by) = 3-167.

Eredmeény:

Megmutathatd, hogy a c, sorozat monoton, s ezért n = 3 az egyetlen megol dés.

Rekurzidk 2.

A21.1. Mutassuk meg, hogy Xs = Xo €S Xs = X1, S €zért a sorozat periodikus.

Eredmény:
w = 1+x,+X,
1998 Xoxl '
M ask éppen:
o 1+x,,, 1+X
A rekurzidbol: 1 = XnXn+2 — Xn+1 = Xn-1Xn+1 — Xn, ahONNAN X 5 = M2 o= "L=X,, (N3
Xn+1 Xn
2), tehdt a sorozat 6t szerint periodikus.
i} . 1., . 2 1.1 1.
A21.2. Osszeadvaaz ai,, = a7 +2+— tipusl egyenleteket, aj,, =199+ — +— +...+ —-;
a a, Qg

ezutdn mutassuk meg (tudvan, hogy a sorozat nbvekvé), hogy ajobb oldal nem éri el a225-
ot.

Eredmeény:
[a100] = 14.

A21.3. El6sz6r mutassuk meg, hogy a sorozat szigortian monoton névekvé. Mivel a, > 2, han
2

+
>2,aza ., = a1 tort nem adhat a + értékek mindegyikére egész értéket. Ezutan elég
n+l a
n-1

belatni, hogy az a1 = 1, & = 2, an+1 = 2an + an-1 rekurzid kielégiti a sorozatot.

A21.4. El6sz0r bizonyitsuk n szerinti teljesindukcidval, hogy k és En relativ primek. Ezutén
mutassuk meg, hogy n > m esetén En = gnmEm + k aakban irhat6, ahol gnm egész szam. Innen
mér kovetkezik, hogy En és Em relativ primek.
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A21.5. Vegyilk észre, hogy (1+ \/E)n =a, +/2b, és (1- \/E)n =a, - v/2b, aaky, ahol &, bn

1 Z sinen (V2-1)' = (- )" §la,’ - 20,74

Eredmeény:

Han péros, (\/E 1)n =/2b,2 +1- \/2b,? , han paratian, (\/5 1)n = a’+1- \/?.

Rekurzidk 3.

A22.1. A maradékok 10-hosszu ciklust alkotnak.
Eredmeény:

2.

A22.2. Adjuk tssze az a-re felirt egyenleteket!
Eredmeény:

ales = 1995!, dtaldban a, = n!.

A22.3. bn1 = &@...8n, 81— 8 = &...an1. Mive (a, &) = 1, azt mutassuk meg teljes
indukcioval, hogy an+1 relativ prim minden korébbi taghoz.

A22.4. Mutassuk meg pl. teljesindukcidval, hogy &' = 2" — 1, sebbdl az alités algebrai
atal akitésokkal adodik.

A22.5. A rekurzi6t dtalakitva yn:1? — 3ynsyn + yn? + 1 =0, majd n helyére n — 1-et
helyettesitve (Yn+1 — Yn-1)(Yn+1 — 3yn + Yn-1) = 0. Ezutén akalmazzunk teljes indukci6t!

Polinomok
A23.1. Ké mésodfoku polinom szorzatét az egyitthatok egyeztetésének modszerével
keressiik.
A23.2. Egyeztessilk a masodfoku polinom egyttthatdit!
Eredmény:

Hat megoldés van: p(x) = = (x*> —9), vagy p(x) = £ (X* £ 6x + 9).
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A23.3. Vizsgdjuk meg aP(x) = ax" + bx" ! + cx"~2 + dx"~3 + ... polinomraafelirhato
egyenletet. Az egyitthatdk egyeztetése utan 2?%1- Z?an 2c=2c,ill.
29 &lg

15 L 16
2?' %- 2? % +2d =2d Gsszefiiggéseket kapjuk.

2 g 1g
Eredmény:
P(x) = ax® —ax + d, ahol a, d tetszdleges val s szamok.
M és megoldasi lehet6ség:
Helyettesitsiink x helyébe 1-et és— 1-et!
A23.4. Helyettesitsiik rendreaz x = 1, X = 2, majd x = 4 értékeket az egyenletbe! Innen p(x) =
(X —2)(x —4)(x — 8)q(x) kovetkezik, melyet visszahel yettesitve q(2x) = g(x) minden x-re. Ez
csak Ugy lehetséges, ha g(x) konstans polinom.
Eredmény:
p(x) =c(x —2)(x —4)(x —8),cT R.

A23.5. A binomidistétel szerint (1 + x)P kifejtett alakjaban x' egyiitthatdja

P0_p(p-1..(p-i+])
i it

X)L+ X)P2=1+ (an + 2x + (s + 2a0 + 1)x% + ... + &y 2xP egyiitthatoit.

, Sez p tobbszordse. Ezutan vizsgdjuk meg sorra (1 +x)P = (1 +

Racionalis szamok

A24.1. a) Indirekt okoskodassal ellentmondést kapunk a szamelmélet alaptétel ével.
b) Pl. 277,

A24.2. Az {a\} sorozat periodikus, hiszen véges sok végzodes lehetséges.
M egj egyzés:
Egyébként 9(9a, + 8) + 8 = 81lan + 80° a (mod 10) miatt a periddus hossza 2.

Hasonl6an mutathaté meg, hogy tetszélegesen sok utolsd szadmjegyet és tetszéleges
magasabbrendii, egész egyUtthatds linedris rekurziot tekintve isigaz az alités.

A24.3. Haaraciondis, az & — [a]a— 1 = 0 egyenlet diszkriminansanak négyzetszamnak
kellene lennie, de ez nem teljesil.
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A24.4. Mutassuk meg, hogy x = 3 alaku, ahol y egész; majd az y® — 3y? + 9m = 0 egyenlet

gyokeire vonatkozé Vieta-formulakat alkalmazhatjuk. (Az & + b? + ¢ = 9 egyenletnek
|ényegében két kil bnbdzé megoldasa van.)

Eredmeény:
m = 0.
A24.5. Vegyik fel a (0, — 1) ponton &haladd, racionalis meredekségii egyeneseket.

Algebrai trigonometria

sin3a , cos3a
: és
sina cosa

A25.1. Parositsuk a tagokat!

Eredmény:
A kifejezés értéke 2n.

V2

A25.2. El6sz0r 1assuk be, hogy T cosai + i cos2ai 3 > ; ezutén alkalmazzuk a 2(i cosxi +

TCoS2Xi + 1 cosAxXi + ... +Tcos2xi) 3 (i cosxi +1cos2xi) + (I cos2xi + T cosAxi) + ... +
(i cos2"~Ixi + 1 cos2™Xi ) becslést.

sin(a +b) c 1
cosacosb cosa cosb

L1 ap 1 Gitt pedig teljes négyzetté alakithatunk).
cosa cosb cosa cosb

A25.4. a) Mutassuk meg, hogy acos’ % = % + %sin(Za) éssin(2a) + sin(2b) + sin(2g) =

A25.3.tga +tgb =

atalakitas utan elég megmutatni, hogy

4sinasinbsing, valamint alkalmazzuk a haromszogek tertletképl eteit!

b) Alkalmazzuk a szdmtani és négyzetes kozép kozotti egyenl 6tlenséget a

\/acosi, \/Bcosg, \/E cosg szamokra.
2 2 2

A25.5. Az indirekt feltételbdl cosx1 + cosxz + ... + cOSXn > C_Osa

sina
n%0sa, innen (SinXy + SiNXz + ... + SiNXn)? + (COSX1 + COSX2 + ... + €OSXn)? > n?. Ugyanakkor a
bal oldal £ n?. (n darab egységvektor tsszege abszol (it értékének anégyzete.)

sinx, +...+sinx.) 3
1 n

Fuggvények, figgvényegyenletek 1.
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A26.1. Helyettesitsiink x-et, majd 1-et, s kiisz6badljuk ki az fgelg-estagokat.
X exg

Eredmény:

1 1
f(x)=-=C3 +3x3* 3
3

[%]
el 6 _
A26.2. Mutassuk meg, hogy f (x) +f¢—+=1.
exg
Eredmeény:
19991.
2

A26.3. Vegyuk észre, hogy f(n) az n szam 2-es szamrendszerbeli alakjaban a szamjegyek
dsszege.

Eredmeény:

f(n) maximuma 10, s ezeket felveszi az 1023, 1535, 1791, 1919, 1983 helyeken.

A26.4. ElI6bb irjuk fel aparos helyettesitési értékeket, s szorozzuk dssze az egyenl eteket;
majd ugyanezt végezzik el a paratlan helyettesitési értékekreis. Innen algebrai
atalakitadsokkal kovetkezik mér az dllités.

A26.5. Helyettesitsiink y helyére — x-et, majd x helyébe 0-!

Eredmeény:

f(x) = 4x? - 115.

Flggveények, fliggvényegyenletek 2.

A27.1. Haladjunk a kilss fuggveény fel6l!

Eredmény:

2 megoldasvan: x = 1vagy X = 2.

A27.2. Helyettesitsiink 1 — x-et x helyébe, s gjtsik ki f(1 — x)-et.
Eredmény:

- x3+3x%- 2x+1
X2 - x+1 '

f(x) =
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A27.3. El6sz6r mutassuk meg az egyUtthatok egyeztetésével, hogy f(x) = é x* - % x? + % x?

, majd dsszegezzik f[x(x + 1)] — f[x(x —1)]-etazx =1, 2, ... , n’ értékekre.

Eredmeény:

p(n) =3n*+6n®—n?—4n+ 2.

A27.4. Tekintsik a g(x) = f(x) —x flggvényt! Erre az a) és c) feltétel érvényben marad, ab)
g(x + 1) = g(x) alakramddosul. Az els6 két feltételbsl g(0) =g(—1) =0, majdx* 0,—1
esetén dtaldban is megmutathatjuk, hogy g(x) = — g(x).

Eredmeény:

f(x) = x.

A27.5. Alkalmazzuk az x =y = 0 helyettesitést, majd haladjunk aszerint, hogy f(0) = 2 vagy
f(0) = 0. (Ez utébbi a nehezebb; x =y = 2 helyettesités utan f(2) = 0 vagy f(2) = 2 lehet.)

Eredmeény:
f(x) =0, f(x) = 2 vagy f(x) = x.

Flggveények, fliggvényegyenletek 3.

A28.1. Haf(x) periodikus, akkor f(x) + f(—X) is az; de cos(x?) zérushelyei nem periodikusak.
Eredmény:
Nem.

A28.2. Legyen n alegkisebb egész szam, amelyre f(x) < n, hax !t 0. Mutassuk meg, hogy

.."2 I
ekkor a?gelgi <1, f%@? > — 1, shelyettesitsiink az eredeti egyenletbe x helyére 1-et.
eX gg exg X

Eredmeény:
Nincsilyen fuggvény.
A28.3. Paratlan primekre 1) miatt f(2p) = f(2)f(p). Rendre meghatarozhatjuk f(4), f(5), f(7)

értékeit f(3) fiiggvényében, majd f(12) = f(4:8) ésf(12) = f(5 + 7) sszefiiggésekbsl f(3)-at.
Hasonl 6an folytathatjuk f(5), f(7), f(14), f(11), f(13) stb. értékekke.
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A28.4. Legyen x == aaku (p, q relativ prim egész szamok, p >0, q* 0), és mutassuk meg,
q

hogy afeltételeknek eleget tevo flggvényre fggg: pg+2.
dg

Eredmény:

125 16 1
16 ' 125 2000

(p, g) = (1, 2000), (16, 125) ésforditva; igy x = 2000,

A28.5. Helyettesitsiink x =y = 0-t az egyenletbe, majd vegyuk észre, hogy f(a) + f(b) =

f (\/a2 +b? ) kielégiti afliggvényegyenletet. Innen g(a) = f (\/5) maid a=+/x,b =y
helyettesitéssel g(x +y) = g(x) + g(y), minden pozitiv X, y-ra; azt pedig tudjuk, hogy alineéris
flggvény ezen egyenlet megoldasa.

Eredmény:

f(x) =kx? x 3 0.

Analizis

A29.1. Szorozzuk meg (1 —x)-szel, majd (1 —x)*tel és (1 —x)*-nal s-et!
Eredmeény:
1+x

s= — .
(- %)

A29.2. Mivel dn+1 = Unt1— Vi1 = % (Un—Vn)Sdi=—1, dn1 = - 4in . Ezutén un+1 rekurziv
alakjabdl kiiszoboljuk ki vn-€t.

Eredmény:
Un = 2% i_lg, Vh=Un+ il , mindkét sorozat hatarértéke 2 :
3¢ 4" g 4" 3

A29.3. Mivel an2 — an+1 = 2(an+1 — &), a kllbnbségsorozat mértani sorozat. Ennek
konvergencigja el égséges feltétel.

Eredmeény:

x
"
N

M egj egyzés:
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Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

A sorozat tagjai kozotti Osszefliggésekre mutat radaz A.22.4. feladat.

+isx+y+ 2 + 2 , Sa=Xx +Yy helyettesitéssel

X+y 2xy X+y (x+y)?

A20.4. x +y+

3
# minimumét keressiik. CAlt éhetiink pl. derivalds segitségévd.
Eredmény:

A minimdlis érték x =y = 1 esetén g

A29.5. Mutassuk meg, hogy az f(x) = In(x +4/1+ %7 ) flggvény pératlan.

Eredmeény:

0.
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