Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Elemi algebra 1.

Al.1. Macedonia, 2002, 9. évf. |. ford.

+ . s )
Hatédrozzuk meg xry értékét, hax, y pozitiv val 0s szamok és x? + y? = 6xy.

X-y
A1.2. Horvétorszag, 2002, regiondlis ver seny, 10. évf. 3/4.

Hatédrozzuk meg azon a val 6s szamokat, amelyekre az alabbi egyenlet minden megoldasa
val6s szam:

a’ a’ a’ a’ a’
+

X(x+D) (X+D(x+2) (xX+2)(x+3) (x+3)(x+4 (x+4)(x+5):1'

A1.3. Gorogor szag, Matematikai Olimpia, 2002. februar (juniorok) 2/4.

A Helléen Matematikai Tarsasadg matematikaversenyén résztvevo fidkat éslanyokat két
csoportba osztotték: kezdék (adott korosztalyig) és haladok. A versenyen résztvevo fidk
aranya 55%, a kezdé fiuk és haladd fiuk szaméanak ardnya megegyezik az 6sszes kezdé6 és
haladd versenyzé szamanak aranyaval. Hatarozzuk meg a kezdé fiuk és lanyok szamanak
aranyét.

Al.4. Litvania, 1997

Hatarozzuk meg az a, b val 6s szamokat, haae“ + b = €**° minden x-re teljesill.

A15. Pan-Afrikai Matematikai Olimpia 2001, 2. nap (idé: 4.5 6ra) 1/3.

Legyen n3 1 egész szém ésa> 0 val6s szam. Hatérozzuk meg a g (Xi2 +(a- xi)z): na’
i=1

egyenlet (X1, X2, ... , Xn) megoldésainak szdmét, haxi 1 [0, a, mindeni =1, 2, ... , n esetén.

Elemi algebra 2.

A2.1. Ausztria, Matematikai Olimpia 2001. aprilis, ter Uleti verseny 2/3.
Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a val 6s szamok kdrében:

(X + 1)L+ (x + 1)20(x — 2) + (x + 1)19(x —2)2 + ... + (X + 1)?(x = 2)19° + (x + 1)(x —
2)2000 + (X _ 2)2001 =0.

A2.2. Macedobnia, 2002, |1. ford. 9. évf. 3/4.
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Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Legyen X, y, z olyan val6s szam, amelyre X ¥ 4 2 =1. Bizonyitsuk be, hogy
y+z zZ+X X+y

2 2 2
ekkor X ¥ 4 2 =0.
y+z zZ+X X+y

A2.3. Horvétorszag, varos verseny, 2002, 10. évf. 2/4.

Oldjuk meg az 1 1 1.
a X

egyenletet, haa, b null&dl kiloénb6zé val 6s szamok.
at+tb+x

A2.4. Spanyolorszag, Matematikai Olimpia 1999, 2. helyi fordulg, 2. nap 3/3.

Legyenek a, b, ct 0valdsszamok (ésa+ b+ c! 0), amelyekre 1+1+E— 1 :
a b ¢ a+b+c
) . 1 1 1 1
Bizonyitsuk be, hogy ekkor 519% + plo%® | cLo% = 519% 4 plo% | (1099 °
A2.5. Albania, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 11. évf. 1/5.
1+x
s s PR , J e 2 X - 2X ~ *
Hatédrozzuk meg az aldbbi 6sszeg értékét, ha f (x) :T’ x| R:
f 21l b fae 2 o ae’ZOOlo 39’20020 ae’20020 3520020 L+ of 3520029
20025 $2002 0004 T S20025 T X o001, X o000 T AE T

Egészrész, tortrész 1.

([X] és{x} az x egész részét, illetve tortrészét jelenti)

A3.1. Litvania, 2001. oktéber

Oldjuk meg az x3 = 4 + [x] egyenletet!

A3.2. Esztorszag, 2001. oktober, észi nyilt verseny, junior ok, 3/5.

Hatédrozzuk meg azon (X, Y, z) val s szdmharmasokat, amelyek eleget tesznek az alabbi
feltétel eknek:

x+[y] +{z} =200,2;
{x} +y+[z] =200,1;
[x] +{y} +z=200,0.
A3.3. Albania, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 10. évf. 2/5.

a) Bizonyitsuk be, hogy han=m?+m, m1 N, akkor [\/ﬁ] =
b) Hatarozzuk meg az 6sszes n természetes szamot, amelyre [\/ﬁ ] osztjan-et.
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A3.4. Belorusszia, 1997, valogatbver seny

, 1 g ée2qgé22?au 82! |
Hatarozzuk meg az -+ -+ A 1+t A 1 0sszeget.
S Bo97l" Broo7l &lo97d" T &log7ld O

A3.5. (Arany Danid-ver seny a specialis matematika osztalyok szamar a, haladok,
masodik (donté) forduld, 1979. majus 3.)

Hatédrozzuk meg a kbvetkezé dsszeg értékét:

119795 +16(; 197952 +16y] 11979%410+16(j , } 197911 +16j

P Y m et TV m

Egészrész, tortrész 2.

([X] és{x} az x egész részét, illetve tortrészét jelenti)

A4.1. Ausztria, Matematikai Olimpia, 2002. junius, kezdék
Bizonyitsuk be, hogy az x™! = g egyenletnek nincs pozitiv raciondlis megol déasa.

A4.2. Litvania, 1997

Oldjuk meg a \/[ X2 +3x + 4] =[2 —sinx] egyenletet.

A4.3. Pan-Afrikai Matematikai Olimpia, 2001. julius, 2. nap (idé: 4.5 dra) 2/3.
Szamitsuk ki [vL]+[v2]+... + |[v2001] ertéket.

A4.4. Kanada, 1996, olimpiai el6készité (levelezd)

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges nemnegativ egész n szamra

¢! ! lu_é o
gn?+(n+D2+(n+2)23=g9n+8)?.
é 0 é 0

A4.5. [rorszag, Matematikai Olimpia, 2002. majus, 2. fordul6 (idé: 3 6ra) 4/5.
Haa =2+ /3, bizonyitsuk be, hogy o" —[a¢"] =1 —a™, mindenn=0, 1, 2, ... esetén.

M agasabbfok U egyenletek 1.

A5.1. Horvétorszag, 2002, or szagos ver seny, 10. évf. 1/4.
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Hatarozzuk meg az alabbi egyenlet 6sszes val 6s megol dasét:
(X2 +3x —4)° + (2x°—5x + 3)3 = (x> —2x — 1),

Ab5.2. Japan, 1990, IM O valogatoéverseny, 1. forduld

Hatérozzuk meg az x2 + 25x + 52 = 3v/x* + 25x + 80 egyenlet val 6s gyokeinek szorzatét.
Ab5.3. Spanyolorszag, Matematikai Olimpia, 2002, 1. fordul$ 1/8.

Hatérozzuk meg az x3 + 2px? — px + 10 = 0 egyenlet gyokeit, ha tudjuk, hogy szamtani
sorozatot alkotnak (p val 6s paraméter).

A5.4. Olaszor szag, Matematikai Olimpia, 2002. majus, 4/6.

Hatérozzuk meg azon n értékeket, amelyekre az x> — 3x + n = 0 egyenlet gyokei egész
szamok!

AS5.5. Brit Matematikai Olimpia, 1998
a) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert, hax, y, z pozitiv szamok:

Xy +yz+xz=12,
Xyz=2+x+y+z

b) Mutassuk meg, hogy van olyan megoldasis, ahol x, y, z kilonb6z6, nem szilksegképpen
pozitiv szamok.

M agasabbfok( egyenletek 2.

A6.1. Vietndm, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 1. nap 1/3.

Oldjuk meg az 4/4- 3V10- 3x =x- 2 egyenletet.
A6.2. Bulgéria, 2001. februér

Hatérozzuk meg az a paraméter mindazon értékeit, amelyekre az logk(x? + X + @) = 4
egyenletnek pontosan egy megoldésa van.

A6.3. Horvatorszag, 2002, varosi verseny, 11. évf. 4/4.

Hatarozzuk meg a derékszogii haromszog o és B szogét, hatga + tgp + to?a + tg?p + tgla +
tg®p = 70. (Elég tgo éstgp értékét meghatérozni.)

A6.4. Litvania, 1997

Hatarozzuk meg az a paraméter értékét, haaz x® + ax* + 1 = 0 egyenlet négy gyoke szamtani
sorozatot alkot.

Matematika Oktatasi Portd, http://matek.fazekas.hu -4/21-
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AB6.5. Japén, Matematikai Olimpia, 1992, 1. fordulé

Az xy-sikbeli E gorbe egyenlete y? = x3 + 2691x —8019. A (3, 9) és (4, 53) pontokon &mend
egyenes egy tovabbi P pontban metszi a gorbét. Hatarozzuk meg P x-koordinétgjét.

Algebrai egyenletrendszerek 1.

A7.1. Ausztria, Matematikai Olimpia, 2002. aprilis, selejtezé ver seny 2/4.

Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert aval 6s szamok hal mazan:

2x, =XZ - 23,
4x, = X2 +17,

6X, = X5 +14,
8x, = X2 +23,
10x, = X2 + 34.

A7.2. Gorogor szag, 2001, IM O vélogatéver seny 2/4.

Hatédrozzuk meg az a paraméter lehetséges értékeit, haaz X, y, a val0s szamokra
x+y=x3+y’=x’+y’=a

A7.3. Csehorszag és Szlovakia, Matematikai Olimpia, 2001. december, 1. fordul6

Hatarozzuk meg a p val6s paraméter értékét Ugy, hogy az alabbi egyenletrendszernek
pontosan egy megoldasa legyen:

X2+ 1=(p+1)x+py—z
y2+1=(p+1)y+pz-x,
ZZ+1=(p+1)z+px-y.
A7.4. Horvétorszag, 2002, varosi verseny, 10. évf. 3/4.

Bizonyitsuk be, hogy haax® = by® = cz° és 1,11, 1, akkor

X y z
3/ax? +by? +cz2 =3a+3/b +¥c.

A7.5. Iran, Matematikai Olimpia, 1995

Legyenek a, b, ¢ pozitiv val6s szamok, s hatarozzuk meg azon x, y, z val 6s szamokat,
amelyekre

X+y+z=at+b+c,

4xyz — (ax + b%y + ¢?z) = abc.

Algebrai egyenletrendszerek 2.
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A8.1. irorszag, Matematikai Olimpia, 1999, 2. nap (idé: 3 6ra) 1/5.
Oldjuk meg az aldbbi egyenl etrendszert:

y?=(x +8)(x* +2),

y? — (8 + 4x)y + (16 + 16x —5x?) = 0.

A8.2. Horvétorszag, 2002, varosi verseny, 4. évf. 3/4.

Hatarozzuk meg az alabbi egyenletrendszer val s megol désait:

X1+ X2+ ... + X002 = 2002,
4 4 4 _ 3 3 3
X197+ X2+ ...+ Xooo2T = X117+ Xo7 + ...+ Xooo2”.

A8.3. Gordgor szag, 2002. aprilis (junior valogatdver seny, dénté) 1/4.

Hatédrozzuk meg az a paraméter |ehetséges értékeit, haaz x, y, a val6s szamokra
x+y=x2+y’=x3+y®=a

A8.4. Albania, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 9. évf. 1/5.

Az aésh valbs szamok kielégitik az alabbi egyenleteket:

a® —3ab? = /402 ,
b3 — 3a%b = 40.

Hatérozzuk meg & + b? értékét.
A8.5. Belorusszia, Minszk, 1995, 11. o.

Oldjuk meg aval6s szamok halmazan az aldbbi egyenl etrendszert:

P Hy? +(x- 47 +(y- 37 =5,
3x2 + 4xy = 24.

Algebrai egyenlétienségek 1.

A9.1. Litvania, 2001. oktdber

Hatérozzuk meg az 5(a? + b? + 2¢?) — 2(2ab + 6ac + bc — 2a + 3c) kifejezés minimumét, ha a,
b, ¢ val6s szamok.

A9.2. Esztor szag, tavaszi nyilt verseny, 2002. februar, szenior ok, 2/5.

a+b

ab
- 31_
a-b

Legyenek a, b valos szdmok, T ai T bi . Bizonyitsuk be, hogy
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A9.3. Albania, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 10. évf. 1/5.

Az X, vy, z,t pozitivszamokrax +y + z+t = 1.

2 2 2 2
a) Bizonyitsuk be, hogy ekkor AN SRS S 1
X+y y+z z+t t+x 2

b) Mikor 8l fenn egyenl 6ség?

A9.4. Brazilia, Matematikai Olimpia, 2001, 1. nap 1/3.

Bizonyitsuk be, hogy a pozitiv valés a, b, c szamokra (a+ b)(a+ c) 3 2,/abc(a+b+c) .
A9.5. Ausztrélia, Matematikai Olimpia, 1986, 6. feladat

Adottak az &, b, &, &g, ... , a2 valOs szamok, ab * 0. Az

ax" - ax"t+ax"*+..+a ,x*- n*bx+b=0

egyenlet minden gyoke pozitiv szam. Bizonyitsuk be, hogy a gytkok egyenl k.

Algebrai egyenlétlienségek 2.

A10.1. Horvatorszag, 2002, varosi verseny, 9. évf. 4/4.
Legyen a olyan val0s szam, amelyre & — & + a= 2. Bizonyitsuk be, hogy 3 < & < 4,

A10.2. Gor bgor szag, M atematikai Olimpia, 2002. februar, 1/4.

1- c?

Az a, b, cval6és szamokrabc ! 0 és . 3 0. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

10(a? + b? + ¢ —bc®) 3 2ab + 5ac.

A10.3. Litvania, 1997

Az a, b ésc pozitiv szamokra & + b? + ¢2 = T Bizonyitsuk be, hogy N P
4 a b c abc

A10.4. Uj-Zéand, 1990

Bizonyitsuk be, hogy a pozitiv a, b, c szdmokrahaa3 b3 césa+b+c£ 1, akkor & + 3b% +
5¢2 £ 1.

A10.5. Azsiai Matematikai Olimpia, 2000. mér cius, 4/5.

Legyenek n ésk adott pozitiv egész szamok, n > k. Bizonyitsuk be, hogy
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n

1 n" < n! < n
n+l k“(n- k)"* ki(n- k) k*(n- k)"~

Algebrai egyenlétlenségek 3.

A11.1. irorszag, Matematikai Olimpia, 1999, 1. nap (id6: 3 6ra) 1/5.

2 2 43x+
Hatarozzuk meg az x val0s szamokat, ha ( X <X 3x+18

X +1- \/x+1)2 (x +1)?
A11.2. Kanada, 2001. februér, Manitoba ver seny

Bizonyitsuk be, hogy hax, y, z pozitiv val6s szamok, akkor (x +y —z)(X —y)? + z(x — 2)(y —
2)3 0.

A11.3. Ukrajna, Matematikai Olimpia, 1998. aprilis, 11. évf.

Bizonyitsuk be, hogy hax,y, z1 (0; 1], akkor X Y z £ 3 _
l+y+zx 1+z+xy 1l+x+yz XxX+y+z

A11.4. Litvania, 2001. oktober

Tegyik fel, hOgyavaalos-valosfuggvenyrefg X (_’gf( );f(xz)_ K bvetkezik-e
)
ebbdl, hogyfg 17X, ¥ X ng( )+f(X2)+f( 3)?
I 3

A11.5. Gorogorszag, 2001, | MO valogatover seny 4/4.

Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, c nem-negativ val 6s szamokra & + b? + ¢? = 1, akkor

a b c ,3
I)
b2+1 . +1+a 1 4(a a+b\/b+c\/_)2 Mikor &l fenn egyenl 6ség”

Algebrai egyenlétlienségek 4.

A12.1. Litvania, 1997
Hatarozzuk meg 5i Xi — 3i'yi minimumét, hax ésy egész szamok és4x + 5y = 7.
A12.2. irorszag, Matematikai Olimpia, 1998, 1. nap (idé: 3 6ra) 1/5.

Mutassuk meg, hogy hax * 0 val6s szam, akkor x° - x° - 1+i 30

x x*

A12.3. Maceddnia, 2002, 2. fordul6 10. évf. 1/4.
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A p(t) = at? + bt + ¢ polinom egyiitthatéi nemnegativ val 6s szamok. Bizonyitsuk be, hogy
(P(xy))? £ p(x*)p(y?).

A12.4. Balkan Matematikai Olimpia, 2002, juniorok, 4/4.

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges a, b, ¢ pozitiv val s szamokra
I S S 27

b(a+b) c(b+c) a(@a+c) 2@+b+c)?’

A12.5. Vietnam, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 2. nap 1/3.

Az a, b, c olyan val 6s szamok, amelyekre a P(x) = x3 + ax2 + bx + ¢ polinomnak harom val6s
(nem szilkségképpen kulénbozs) gyoke van. Bizonyitsuk be, hogy

3
12ab+27c £ 6a° +10(a” - 2bJe. Mikor teljesiil az egyenl 6ség?

Algebrai egyenlétlenségek 5.

A13.1. Dé-Afrika, Potchefstroom-ver seny, 2001. jalius, 2. verseny (idé: 4.5 6ra) 1/4.
Azx3 0,y3 0vadsszamokrax +y = 2. Bizonyitsuk be, hogy x2y2(x? + y?) £ 2.

A13.2. Litvania, Matematikai Olimpia, 1998

Az a, b, ¢, d killnbozé val s szémokra % +g +§ +g = 4 ésac = bd. Legfeljebb mekkora
értéket vehet fl 2+ 24495
c d a b

A13.3. Japan, 1990, IMO valogatover seny, 2. forduld

Legyen n > 2 egész szam. Hatarozzuk meg K maximumét és G minimumét, ha barmely a, e,

a a
&4 + 2 4.+ " <G.

a1+a2 a2+a3 an+a1

..., & pozitiv val 6s szdmokra K <

A13.4. irorszag, Matematikai Olimpia, 1999, 2. nap, (1dé: 3 6ra) 3/5.

Az a, b, ¢, d pozitiv szdmok dsszege 1. Bizonyitsuk be, ho &’ + b* + ¢’ + d” 3£
& AP e = y ' gya+b b+c c+d d+a 2

, Saz egyenl6ség pontosan akkor teljesll, haa=b=c=d =

NG

A13.5. Azsiai Matematikai Olimpia, 1996

Bizonyitsuk be, hogy +/a+b- c++/b+c- a++/c+a- b £+a++/b++/c,haa b, cegy
haromszog oldalai.
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Hatvanykozepek 1.

A14.1. Gor 6gor szag, M atematikai Olimpia, 2002. februar, juniorok, 4/4.

..2002
Bizonyitsuk be, hogy 1x2>3x..X2002 < 89?0039

e 2 g

Al14.2. Brit Matematikai Olimpia, 2000, 2. fordul6
X, Y, Z pozitiv val 6s szamok, xyz = 32. Hatarozzuk meg x2 + 4xy + 4y? + 2z minimumat!
A14.3. Horvator szag, 2002, or szagos ver seny, 9. évf. 2/4.

Bizonyitsuk be, hogy minden a, b, c>0ésp? 0 valés szamrateljesill az
aP*2 + P2 + cP*23 gPhc + bPca+ cPab egyenl Stlenség.

Al14.4. Albania, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 12. évf. 3/5.

Bizonyitsuk be, hogy az a, b, ¢ pozitiv szamokra
(a+b+c)+va* +b* +c? £‘/§+18§ %+19(a +b2+c)
Mikor &l fenn egyenl 6ség?

A14.5. Esztorszag, 1998, sel€jtezé ver seny
Legyenek X1, X2, ... , Xn €SVY1, Y2, ... , Yn Olyan val6s szamok, amelyekre x13 x23 ...3 x>0
€SYy13 X1, Y1y2 3 X1X2, ..., Y1y2...¥n 3 X1X2...Xn. Bizonyitsuk be, hogy ekkor y1 +y2 + ... + yn

3 X1+ X2+ ...+ Xn.

Hatvanyk6zepek 2.

A15.1. Albania, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 9. évf. 5/5.

a, b, c nemnegativ szdmok, melyekre a+ b + ¢ = 1. Bizonyitsuk be, hogy ekkor 7(ab + bc +
ac) £ 2 + 9abc. Mikor al fenn egyenl 6seg?

A15.2. Horvator szag, 2002, or szagos ver seny, 10. évf. 2/4.

Bizonyitsuk be, hogy haa, b, ¢ 1-nél nagyobb val 6s szamok, akkor
) " » " 2

log & b+acg>409 & c+abg>409 & a+bcg3 1.
Gac 5 ke 5 b o

A15.3. Gorbgor szadg, M atematikai Olimpia, 2000, 3/4.

Matematika Oktatasi Portd, http://matek.fazekas.hu -10/21-



Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Hatarozzuk meg azt alegnagyobb k szamot, amelyre Xy £ 1 teljesil
VOC +y?)(3¢ +y?)

minden pozitiv X, y szamra.
A15.4. Ausztria, Matematikai Olimpia, 2001. majus, or szagos ver seny, 1. nap 2/3.

Hatarozzuk meg az 6sszes olyan (X, Y, z) pozitiv szdmokbdl dlé szamharmast, amelyek
kielégitik az aldbbi egyenleteket:
.11 1 4
X+y+z=66s—+—+—=2- —.
Xy z Xyz

A15.5. irorszag, Matematikai Olimpia, 2002. majus, 1. fordul6 (1dé: 3 éra) 4/5.

b C . R/abc

a . ,
+ + . Mikor &l fenn
1-a 1-b 1-c 1-3%abc

Bizonyitsuk be, hogy haO < a, b, c < 1, akkor

egyenl 6ség?

Hatvanykdzepek 3.

A16.1. Japan, Matematikai Olimpia, 1998, 1. fordulo

x%y?z

X® +y® +2°

Hatarozzuk meg az kifegjezés maximumét, hax, y, z pozitiv szamok.

A16.2. Irorszag, Matematikai Olimpia, 1998, 2. nap (1dé: 3 6ra) 2/5.

Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv szamok, akkor
a) 9 £ 288 1 + 1 + 1 9;
a+b+c ea+b b+c a+cg

b) 1 + 1 + 1 ££6é‘_+£+29.
a+b b+c a+c 2éa b cg

A16.3. Ausztria, Matematikai Olimpia, 2002. aprilis, selejtezd, 4/4.
Tekintsik az &, au, &, ..., ooz Val0s szamokat.

a) Bizonyitsuk be, hogy az ax(1 — acoo2-k), 0 £ k £ 2002 szamok |egki sebbike nem nagyobb,
mint 1

4
b) Kaphatunk-e egyenl 6séget az €l6z6 esetben, ha 0 £ k £ 20027
c) Bizonyitsuk be, hogy az a) allités akkor isigaz, haaz a, ai, @, ..., aoo2 SZamok mind
pozitivak.
A16.4. Albania, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 11. évf. 5/5.

Bizonyitsuk be, hogy ha a, b pozitiv szamok, melyekre a< b és & + b? = 1, akkor
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a) (az)% <1- ab;
b) & < b,

A16.5. Kanada, 1996, olimpiai €l6készité (levelezé)

Bizonyitsuk be, hogy haxi, X2, ... , Xn pozitiv val0s szamok, akkor
2 2 2 2

X X X X 1
L+ 2 +..+ il 4 TN 3 T (Xp+Xo+ ...+ Xn).
X1+X2 X2+X3 Xn—ll+Xn Xn +Xl
Hatvanykozepek 4.

A17.1. Ausztria, Matematikai Olimpia, 2002. majus, dénté, 1. nap 2/4.

Hatarozzuk meg alegnagyobb C valés szamot, amelyre haxy = 2, akkor minden valos x, y
(x+y)* - 6)((x- y)* +8)

szamra(x ! y) ( X y)?

3 C. Milyen (x, y) értékekre |ép fel egyenl6ség?

A17.2. Japan, 1990, NM O valogatdver seny

Az X, Y, z pozitiv val6s szamokra x + y + z = 1. Hat&rozzuk meg 1 + 4 + 9 minimumat.
X Yy z

A17.3. Kanada, 1996, nyilt ver seny

16 pozitiv szdm osszege 100, négyzetdsszege 1000. Bizonyitsuk be, hogy egyik szam sem
nagyobb, mint 25.

A17.4. Ukrajna, Matematikai Olimpia, 1998. aprilis, 9. évf.

Bizonyitsuk be, hogy haaz a, b, ¢ pozitiv val6s szamokra abc = 1, akkor
1+ab 1+bc 1+ac, 3

1+a 1+b 1+c

A17.5. Torokorszag, Matematikai Olimpia, 1998. december, 1. nap (1dé: 4.5 6ra) 2/3.
Bizonyitsuk be, hogy (a+ 3b)(b + 4c)(c + 2a) 3 60abc minden 0 £ a£ b £ ¢ val0s szamra.

Szamtani sor ozatok

A18.1. Spanyolorszag, Matematikai Olimpia, 1999, 1. helyi fordulo, 1. nap 1/3.
Hatédrozzuk meg a kezdétagjét annak a szadmtani sorozatnak, amelyre az aldbbiak teljesiilnek:

1) A sorozat minden tagja pozitiv.
2) A differencia0 és 1 koze esik.
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3) Az els6 1999 tag 0sszege 2000.
A18.2. Oroszorszag, Matematikai Olimpia, 2002, 4. (kor zeti) fordulo, 10. évf. 1/8.

Legfeljebb hany pozitiv egész szambdl dllhat az ay, &, ... , & szZamtani sorozat, ha
differencigja2, ésmindenk =1, 2, ..., n-rea + 1 primszam?

A18.3. Maceddnia, 2002, 1. fordul6 12. évf.

Az &, &, ... , an ZAmok szamtani sorozatot alkotnak. Bizonyitsuk be, hogy

1 1 1 2 e 1 10
- + + .  +—— = —t+—+ . .+t —=

aian azan-l anai al + an al az a'n ﬂ

A18.4. Esztorszag, 2001. oktober, 6szi nyilt ver seny, szeniorok, 2/5.

Egy hdromszog oldalainak hosszai és beirt kdrének &méréje — ebben a sorrendben — szamtani
sorozatot alkot. Bizonyitsuk be, hogy a hdromsztg derékszdgii.

A18.5. Uj-Zéand, 1991

Mutassuk meg, hogy az 1, 14, 27, 40, ... szdmtani sorozatban végtelen sok 222...2 alaku
természetes szam van.

Sor ozatok

A19.1. Uj-Zéland, Matematikai Olimpia, 1998, 1. kategéria 2/5.
Egy sorozat els6 tagja 7. Ezutan minden |épésben kiszamoljuk az €l6z6 tag négyzetét, majd az
igy kapott szam szémjegyeinek dsszegét 1-gyel megnovelve kapjuk az Uj tagot. Pl.: 72 =49, 4

+9+ 1=14 amésodik tag; 14> =196, 1 + 9 + 6 + 1 = 17 akovetkezé sth. Mi lesz a sorozat
1999. tagja?

A19.2. Brazilia, Matematikai Olimpia, 2001, 2. ford. 12. évf. 6/6.

2

Legyen f(x) = Hatarozzuk meg az

1+x2°
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e2g e2g e2g e2g

+f§ﬁ—9+f8€2—?9+f8§9+---+f§w_9+

e3g e3g e3g e3g
+..+

+f€el9+f8@9+f€e§9+_,_+f§m—9
eng eng eng eng

Osszeget, ha n pozitiv egész szam.

A19.3. Japan, Matematikai Olimpia, 1998, 1. ford.

Kivélasztunk 10 (egyforma) kovet, melyek mindegyike fehér vagy fekete, és sorba rendezzik
6ket Ugy, hogy ket fekete nem kerll egyméas mellé. (Mindkét szini kébdl elegendd
mennyiségi al rendelkezésiinkre.) Hanyféle sorrend készithet6?

A19.4. Horvator szag, 2002, or szagos ver seny, 12. évf. 4/4.

Legyen (an), nT N pozitiv egész szamok egy ndvekvé sorozata. Azt mondjuk, hogy a sorozat
ac tagja,,j0", hafelirhat6 a sorozat néhany masik (nem szilkségképpen kil 6nb6z6) tagjanak
Osszegekeént. Bizonyitsuk be, hogy véges sok kivétellel a sorozat minden tagja,,jo”.

A19.5. Azsiai Matematikai Olimpia, 2000. mér cius, 1/5.

, . x> ) i
Hatérozzuk megaz S=3 — - dsszeget, ahol x, = —.
aol 3x, +3x? ' 101

Rekurziodk 1.

A20.1. Esztorszag, tavaszi nyilt ver seny, 2002. februér, junior ok, 4/5.

Az &, &, ... &, ... Sorozatraag = 0, & = 1, & = 5an-1—an-2, han > 2. Mely n értékekre
oszthat6 a, a) 5-tel, b) 15-tel?

A20.2. Brit Matematikai Olimpia, 2000, 2. ford.

Az (an) sorozatot ap = 1, an = kn + (— 1)"an.1, N3 1 mdédon definidjuk, ahol k, n pozitiv egész.
Hatarozzuk meg k azon értékeit, amel yekre 2000 tagja a sorozatnak.

A20.3. Kanada, 1996, olimpiai el6készité (levelezo)

Az {un} sorozatot up=0, u1 =1, Un = 1995Un-1 —Un-2 (N3 2) rekurzioval definidjuk.
Hatarozzuk meg azon n > 1 értékeket, amelyekre un prim.
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A20.4. irorszag, Matematikai Olimpia, 2002. majus, 1. forduld (1dé : 3 6ra) 4/5.

Az &, &, &, ... Sorozatot an = 1, & = 1, @ = 1, an+18n-2 — @&én-1 = 2 modon definidjuk.
Bizonyitsuk be, hogy a, pozitiv egész szam, hans 1.

A20.5. Balkan Matematikai Olimpia, 2002. aprilis, 2/4.

Azay, &, ..., &, ... Sorozat rekurziv dakjaas = 20, a = 30, a2 = 3an+1 —an, han > 1.
Hatarozzuk meg azon pozitiv egész n értékeket, amelyekre 1 + S5anan+1 négyzetszam.

Rekurzidk 2.

A21.1. irorszag, Matematikai Olimpia, 1998, 2. nap (1dé : 3 6ra) 4/5.

1+ Xn+1
X

n

Az Xn szamsorozatra Xo, X1 tetszéleges pozitiv val 6s szamok, X, =

,han=0, 1, 2,
... Hatérozzuk meg X1908 Ertékeét.

A21.2. Japan, 1990, NM O vélogatéver seny, 1. ford.

) 1 ) AL~
Az {a)} sorozatraay =1ésa ,, =a, +—, han3 1. Hatarozzuk meg [awo0] értékét.
a

n

A21.3. Brit Matematikai Olimpia, 1998, 1. ford. 4/5.

Mutassuk meg, hogy az egész szamok halmazén csak egyetlen sorozat van, amely kielégiti a
kovetkezo feltételeket: ay =1, @ =2, s = 12 éSaan1 = a’ + 1, han=2, 3, 4, ...

A21.4. Esztorszag, 1998, selgjtezo

Legyen k adott pozitiv egész szam, s definidljuk az (En) sorozatot a kdvetkezéképpen: E1 = k
+1, E ., =E? - KE, +k (n3 1). Bizonyitsuk be, hogy (E») elemei paronként relativ
primek.

A21.5. Kanada, 1996, olimpiai €l6készité (levelezé)

Legyen n pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy van olyan k pozitiv egész szam, amelyre

(V2-1 =vk- vk-1

Rekurzidk 3.

A22.1. Japan, Matematikai Olimpia, 1992, 1. ford.

Mennyi az a0 = 1, a1 = 2 €S a2 = @ + (&n+1)? modon definidlt { a} sorozat awee tagjanak 7-tel
Vett osztasi maradéka?
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A22.2. Belorusszia, 1995, 11. évf.

Az an sorozatraag = a1 = 1 ésan2 = (N + 3)an+1 — (N + L)an, han 3 0. Hatarozzuk meg aioos
értekét.

A22.3. Németorszag, 1999, or szagos ver seny, 1. ford.

Az &, &, ag, ... 6sby, by, bs, ... sorozatokat a; = by = 1 éS an+1 = an + bn, bn+1 = adbn mdédon
definidjuk, han=1, 2, 3, ... Bizonyitsuk be, hogy az a, sorozat barmely két eleme relativ
prim.

A22.4. Bulgéria, 2001. februar

Aza, &, ..., &, ... Sorozatot akovetkez6 modon definidjuk: as =k, @ =5k —2 és a2 =
3an+1 — 2an, N3 1, ahol k valés szdm. Bizonyitsuk be, hogy hak = 1, akkor
é7a’,, - 8a a

— X n+l - n'n+l

n+2

AN

u
& 0, han3 1. ([X] az x egész részét jeldli.)
é 1+an +an+1 0

A22.5. Brit Matematikai Olimpia, 2002. februér, 2. ford. (1dé6 : 3.5 6ra) 3/4.
Bizonyitsuk be, hogy azyo =1, vy, :%§yn +w/5yn2 - 43, (n3 0) sorozat minden tagja
€geész szam.

Polinomok

A23.1. Macedonia, 2002, 1. ford. 12. évf.
Alakitsuk szorzatta a P(x) = x* + x3 — 8x? + 3x + 5 polinomot!
A23.2. Litvania, 2001. oktober

Hatérozzuk meg az tsszes p(x) polinomot, amelyre p(3x)p(— 3x) = 81(x? — 1)?> minden val 6s
x-re teljestl.

A23.3. Cseh és szlovék, 2001. oktober

Hatédrozzuk meg a val 6s egytitthatds P(x) polinomot, ha minden val és x-re
(X +1P(x—1) + (x —1)P(x + 1) = 2xP(x).

A23.4. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, donté, 11. évf. 2/4.

Hatérozzuk meg azon p(x) val6s egytitthatds polinomokat, amelyekre igaz, hogy minden
valés x-re (x — 8)p(2x) = 8(x — 1)p(x).

A23.5. Kanada, 1996, olimpiai el6készité (levelezo)
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Legyen p paratlan prim és (1 + x)P 72 =1 + auX + a&X? + ... + a—2xP~2. Mutassuk meg, hogy
Zzat+2, -3, a&t+4 ...,0-3—(p—2), a-2+ (p—1) szdmok p tobbszorosel.

Racionalis szamok

A24.1. Albania, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 10. évf. 4/5.

a) Bizonyitsuk be, hogy log ; 3 irraciondlis szam.
b) Vannak-e olyan x, y irraciondlis szdmok, amelyekre x¥ raciondlis szam?

A24.2. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, 1. fordulg, 12. évf. 2/4.
Legyen a tetszoleges szamjegy (a1 {0, 1, ..., 9}). Ezutdn mindenn1 N esetén ana
jelentse a 19a, + 98 szém tizes szdmrendszerbeli aakjaban az utolsd szamjegyet. Bizonyitsuk
be, hogy 0,a1&es. .. raciondis szam.
A24.3. Esztor szag, 1998, donté
Legyen a olyan val0s szam, amelyre 1. a—[a], ahol [a] az a szam egészrészét jelenti.
a
Bizonyitsuk be, hogy a nem raciondlis szam.

A24.4. Ausztria, Matematikai Olimpia, 2001. majus, or szagos ver seny, 2. nap 2/3.

Hatérozzuk meg az 6sszes olyan m egész szamot, amelyre a 3x — 3x? + m = 0 egyenlet
gyokei raciondlis szamok.

A24.5. Litvania, 2001. oktdber

Bizonyitsuk be, hogy az origo ktzéppontl egységsugaru kor kertletén végtelen sok olyan
pont van, amelynek mindkét koordindtgaracionalis szam.

Algebrai trigonometria

A25.1. Maceddnia, 2002, 1. ford. 11. évf.
Hatérozzuk meg az al&bbi kifejezés értékét:

sin3x +sin6x N +sin3nx COS3X COS6X €cos3nx
sinx snN2x  sSnnXx COSX COS2X  CcosSnX

A25.2. Litvania, 1997

Bizonyitsuk be, hogy minden val6s x-re és pozitiv egész n szamra’i cosxi + T cos2xi +

[ cCOAXT + ... +Tcos2"XT > 5.
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A25.3. Cseh ésszlovak Matematikai Olimpia, 2002. januar, 2. ford.

Mutassuk meg, hogy tetszdleges a, bl ;ppu&eeten ! + 1b3 2 /tana +tanb .
cosa Cos

Mikor &l fenn egyenl 6ség?
A25.4. Albania, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 10. évf. 5/5.

Bizonyitsuk be, hogy barmely haromsztgben teljesll az aldbbi egyenl 6ség és egyenl 6tlenség
(saharomszdg félkerllete, r ésR abeirt, ill. kordlirt kor sugara):

8) acos? > +bcos? — D 4 coos? 9= sng
2 2 2 é Rg

b) \/acosih/ﬁcosgh/zcong 3s§+L9.
2 2 2 e Rg

A25.5. Esztor szag, 2002, NM O valogatéver seny, 2. nap 2/3.

Legyen0O<a < g €S X1, X2, ... , Xn Olyan val 0s szamok, melyekre sinxi + Sinxz + ... + SinNxy 3

nxsina. Bizonyitsuk be, hogy sin(x1 —a) + sin(xa—a) + ... +sin(xn—a) 3 0.

Flggveények, fliggvényegyenletek 1.

A26.1. Albania, Matematikai Olimpia, 2002. marcius, 11. évf. 1/5.

&lo "

Hatérozzuk meg az f: R° a R fuggvényt, ha f (x) - 3f(;,———3x x1 R".

A26.2. Esztorszag, M atematikai Olimpia, 1999, donté, 11. évf. 2/5.
Hatdrozzuk meg az F&-L 4@ 2 0, ;889990 #0000 a20009, a2000¢

€000 %20005 T 20005  &20004 %1999 & 1 4

2

Kifejezés énéket, haf( = J’:

x2’
A26.3. Dé-Afrika, Rhodes-verseny, 2001. &prilis, 1. fordulé (1dé6 : 4.5 6ra) 1/3.

Azf:Z"® Z*fuggvényreteljesil, hogy f(1) = 1, f(2n) = f(n) ésf(2n + 1) = f(2n) + 1 minden
pozitiv egész n szamra.

a) Hatarozzuk meg f(n) maximumét, hani N, 1 £ n £ 2001!

b) Hatérozzuk meg azonni N, 1 £ n £ 2001 értékeket, amelyekre f(n) felveszi a
maximumat!

A26.4. Thaifold, Matematikai Olimpia, 2001
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A természetes szdmok halmazan értelmezett f(x) fuggvényref(0) = f(1) = 1 és

f(n) :M han3 2. Bizonyitsuk be, hogy minden n-re f(2n) = % és
n
-DH"2"nl
f(2n+1) _(D"2'nt
(2n +12)!

A26.5. Brazilia, Matematikai Olimpia, 2001, 2. fordul6, 12. évf. 3/6.

Hatarozzuk meg az f: R® R fluggvényt, haf(x) = f(— x) ésf(x +y) =f(x) + f(y) + 8xy + 115
minden valés x, y-ra.

Flggvények, flggvényegyenletek 2.

A27.1. Brazilia, Matematikai Olimpia, 2001, 1. fordulé, 12. évf.

Tekintsiik az f(x) = x? — 3x + 4 fliggvényt. Hany megoldasa van az f(f(...(f(x)))) = 2
egyenletnek, ahol az f flggvényt 2001-szer alkal mazzuk?

A27.2. Szlovénia, Matematikai Olimpia, 1998, donté, 12. évf. 2/4.

Hatérozzuk meg azon f: R® R fiiggvényeket, amelyekre f(x) + xf(1 —x) = x? + 1 minden x 1
R esetén.

A27.3. Thaifold, Matematikai Olimpia, 2001

Legyen az f(x) = ax* + bx3 + cx? fuggvényre f[x(x + 1)] — f[x(x = 1)] =x’ (a, b, c val6s
szamok). Hatarozzuk meg f(x) segitségével ap(n) polinomot, hal’ + 2"+ 3"+ ... +n’ =

2
%(n +1)?p(n) , ahol p(n) csak n-tsl fiigg.

A27.4. Esztor szag, 1996

Hatdrozzuk meg azon f: R ® R fliggvényeket, amelyek minden x val 6s szdmra el eget tesznek
az alabbi feltételeknek:
a) f(x) = —f(=x);
b) f(x + 1) =f(x) + 1;
Q) fgel9=i2f(x) ,ifx1 0,
exXg X

A27.5. Belorusszia, 1997, valogatbver seny

Hatarozzuk meg az 6sszes f(x) fuggvényt, amelyref: R® R, f(x +y) + f(x)f(y) = f(xy) + f(x)
+f(y) teljesll.

Flggveények, fliggvényegyenletek 3.
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A28.1. Litvania, 1997

Periodikus az f(x) = sinx + cos(x?) fliggvény?

A28.2. Iran, Matematikai Olimpia, 1995

V)a}rzl(-;- ol)ian f: R® R flggvény, amely eleget tesz az alabbi feltételeknek:
a =1

b) van olyan M > 0 val6s szam, amelyre— M < f(x) <M,
2

¢) hax 0, akkor f$‘§<+i29:f(x)+§?$el9§ 2
e X'g eX gg

A28.3. Irorszag, Matematikai Olimpia, 1999, 2. nap (1dé : 3 éra) 2/5.

Azf: N ® N flggvényre (ahol N a pozitiv egész szdmok halmaza) teljestl, hogy
a) f(ab) = f(a)f(b), haa és b relativ primek;

b) f(p + q) = f(p) + f(q), hap és g primek.

Bizonyitsuk be, hogy f(2) = 2, f(3) = 3 ésf(1999) = 1999.

A28.4. Japan, Matematikai Olimpia, 2002, 1. fordulé

A racionalis szamok halmazét jel6ljik Q-val. Tekintsik azokat az f: Q ® Q fliggvenyeket,
amelyek eleget tesznek az aldbbi feltételeknek:

1) f(0) = 2, f(1) = 3;

2) f(x + n) —f(x) = n(f(x + 1) —f(x)), minden raciondlis x-re és egész n-re;

3) minden nemzérus raciondis x-re f(x) = fgelg
ex

a
Hatédrozzuk meg az f(x) = 2002 egyenletnek eleget tevo racionalis szamokat.
A28.5. Romania, 1997, NM O valogatover seny

Hatdrozzuk meg azon f: R® [0, ¥ ) flggvényeket, amelyekre minden val6s x, y esetén
fO +y?) = f(x* —y?) + f(2xy).

Analizis

A29.1. Horvator szag, 2002, or szagos ver seny, 12. évf. 1/4.
Hatérozzuk megaz s=1+4x + 9x? + ... + X" + ... Osszeg értékét, hai xi < 1.
A29.2. Uj-Zéand, 1992

) . 1 1
Az un ésvp sorozatokat n=1, 2, ... esetén uy = 0, Un+1 = > (Un+Vn);Vi=1, Vo1 = 2 (un +

3vn) modon definiajuk.
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a) Haté&rozzuk meg a sorozatok els6 négy tagjét.
b) Mutassuk meg, hogy un %-hoz tart, han kozelit a végtelenhez.

c) Mennyi vn hatarértéke?
A29.3. Bulgéria, 2001. februar

Aza, &, ..., &, ... Sorozatot akovetkez6 modon definidjuk: as =k, @ =5k —2 és a2 =
3an+1 — 2an, N3 1, ahol k valés szam.
Hatarozuk meg azon k értékeket, amelyekre az {an ﬁzl sorozat konvergens.

A29.4. Japan, Matematikai Olimpia, 2002, 1. fordulo

+i (x,y >0).

Hatarozzuk meg az aldbobi kifgjezés minimumét: x +y +
X+y 2xy

A29.5. Esztorszag, M atematikai Olimpia, 1999, donté, 12. évf. 2/5.

1
Hatérozzuk meg dn(x +41+x2 )dx értékét.
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