9.C Atvételi vizsga, 2019/2020

Atvételi vizsga

A feladatok megoldasara 120 perc all rendelkezésre. A feladatok megoldasa-
hoz szamolégép és elektronikus segédeszk6z nem hasznalhaté. A valaszokat
indokolni kell.

1. (5 pont) Péter vasarolt egy mobiltelefont, amelyet aztan dragabban szeretett volna
eladni. Sajnos az altala kitalalt arért senki nem vette meg a mobiltelefont. Bosszan-
kodva ugyan, de tigy dontott, hogy akkor 20%-kal olcsébban adja a mobiltelefont.
Ekkor sikeriilt is eladni azt. Igy végil 20%-o0s haszonra tett szert. Hény szézalé-
kos haszna lett volna akkor, ha az eredetileg tervezett aron sikeriilt volna eladni a
mobiltelefont?

2. (6 pont) Harom jobarat egytitt horgészott; és nem volt koztiik kettd, aki ugyanannyi
halat fogott volna. Mésnap ezt mesélik:

A: En fogtam a legtobb halat, C' pedig a legkevesebbet.
B: En fogtam a legtébb halat, tébbet, mint A és C' egyiittvéve.
C: En fogtam a legtbb halat, B csak feleannyit fogott, mint én.

Ki fogta a legtobb halat, ha a gyerekek 6 allitasabol pontosan 3 igaz? Eldontheto-e,
hogy ki fogta a legkevesebbet?

3. a. (2 pont) Lehet-e mutatni két kiillonb6z6 pozitiv egész szdmot, melyek Osszege
1000, és mindkét szam ugyanazokbdl a szamjegyekbdl all, csak mas sorrendben?
b. (4 pont) Lehet-e mutatni két kiillonb6z6, 10-zel nem oszthatd pozitiv egész sza-
mot, melyek 6sszege 10 000, és mindkét szam ugyanazokbdl a szamjegyekbol &ll,
csak mas sorrendben?

4. Egy automataba kétféle korongot dobhatunk be, pirosat vagy zoldet. A gép 1 piros
korongért 5 zoldet ad és 1 zoldért 5 pirosat.
a. (3 pont) Ha valaki 1 zold koronggal kezd el jatszani, elérheti-e, hogy ugyanannyi
zold korongja legyen, mint piros, ha elég sokaig jatszik?
b. (4 pont) Mi a helyzet akkor, ha 1 helyett 2 z6ld koronggal kezdédik a jaték?

5. (8 pont) Az ABCDEF konvex hatszog mindegyik szoge egyforma. Tudjuk, hogy
AB = 3, BC =4, CD =5 é DE = 6. Milyen hosszii a hatszog maradék két
oldala?

6. Valaki gondolt 6t kiilonboz6 pozitiv szamra. A beldliik képezhet6 tiz darab kéttagu
0sszeghol elarulta nekiink a legkisebb és a legnagyobb kivételével a maradék nyolcat:
15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23.

a. (4 pont) Bizonyitsd be, hogy a gondolt szamok kozott van olyan, amely nem
egész.
b. (4 pont) Mi lehet az 6t gondolt szam?
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Megoldasok

1. Jelolje a mobiltelefon arat x, a tervezett ar pedig legyen y. Végil a telefont 20%-os
haszonnal, azaz 1,2 -z dron adta el. Errél tudjuk, hogy a tervezett ar 80% — a, azaz
egyenl6 0,8 - y-nal. Tehat 1,22 = 0,8 -y, és innen y = 1,5 - x, azaz eredetileg
50%-o0s haszonnal szerette volna Peti eladni a telefont.

2. A gyerekek elso allitasai koziil csak egy lehet igaz, mert azok paronként ellentmon-
déak. Ezért a masodik allitasok koziil pontosan ketto igaz. Mivel A és C' masodik
allitasa is ellentmondo, ezért koziiliik az egyik hamis, tehat B masodik allitasa biz-
tosan igaz. Ebbdl kovetkezik, hogy B-nek az els6 allitasa is igaz. Tehat B fogta, a
legtobb halat. Ebbol az is kovetkezik, hogy C' masodik allitasa is hamis, vagyis A
masodik 4llitdsa igaz, azaz C fogta a legkevesebb halat. Osszefoglalva megallapit-
hatjuk, hogy C' mindkét allitdsa hamis, B mindkét allitasa igaz, és A elso allitasa
hamis, a méasodik pedig igaz.

3. a. Két ilyen szam példaul a 185 és 815.

b. Nem lehet taldlni két ilyen szamot. Képzeljiik el, hogy van két ilyen szam. Mivel
10-zel nem oszthatok, ezért az utolsé szdmjegyiik nem nulla, viszont az 6sszegiik 0-
ra végzodik, ezért az osszegiik 10 (20-at mar nem lehet leérni). Mivel van 1 atvitel,
igy az utols6 szamjegyek elhagyasaval kapott szamok oOsszege 999: ez a két jegy
legyen d és 10 — d. Mivel két szamjegy Osszege csak atvitel nélkiil tud 9 lenni, ezért
ez csak ugy lehetséges, hogy ha az egyik szam a, b, ¢ jegyekbdl all, akkor a mésik
az ezt 9-re kiegészité szamjegyekbdl all: 9 —a, 9 — b és 9 — c. Ha Osszeadjuk a két
szam jegyeit, akkor 94+9+49+410=37 az eredmény, ez viszont azt jelenti, hogy nem
allhatnak ugyanabbdl a jegyekbol, csak mas sorrendben, mert akkor paros lenne az
Osszeg.

4. a. A korongok szama kezdetben paratlan (1 db). Majd mindegyik lépésben 4-gyel
novekszik, igy minden késobbi allasban is paratlan lesz az 6sszes korongok szama,
emiatt nem lehet egyforma a piros és z6ld korongok szama.

b. Ha az automataba bedobunk egy zold korongot, ezek szama 1-gyel csokken, a
piros korongok szdma 5-tel né. (Ha piros koronggal kezdenénk, hasonlé volna a
helyzet.) Azaz minden korong bedobésakor a kiillonboz6 szinti korongok szaménak
kiilonbsége 6-tal valtozik. Kezdéskor a kiilonbség 2 volt, igy minden bedobéas utdn
a killonboz6 szini korongok szama kozti kiilonbség 6k + 2 alakd, ahol k egy egész
szam. Ha a két szinbol ugyanannyi korong lenne, ez azt jelentené, hogy 6k + 2 = 0,
ami lehetetlen. Soha nem lehet tehat a piros és zold korongok szama egyenld.

Ezzel altalanosabban azt is belattuk, hogy amennyiben a kétféle szinii korongok
szamanak kiilonbsége kezdetben nem oszthatd 6-tal, akkor sohasem egyezhet meg
késobb a kétféle szinti korongok szama. Amennyiben kezdetben a kiilonbség 6k,
akkor a kisebb korongszamot addig novelhetjiik, amig a darabszam ki nem egyenli-

todik.
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5. Rajzoljuk meg a feladat abrajat

A hatszog belso szogeinek 6sszege 4 - 180°, ezért, a feladatban szereplé hatszognek
mindegyik szoge 120°. Az AF, BC' és DFE oldalegyenesek egymast 60°-os szoghen
metszik, a metszéspontok alkotta PQR haromszog tehat szabédlyos. A szabélyos
haromszog P() oldalanak hosszat ismerjik, mert PQQ = PB + BC' +CQ = AB +
BC + CD = 12. Ebbdl azonnal adédik, hogy FF = FR = QR — DE — D@ =
12—-5—-—6=1,illetve AFF=PR— FR—PA=12-3—-1=8.

6. a. I. megoldas. Tegytik fel (indirekt médon), hogy a feladatnak van egész szamok-
bol all6 megoldasa. Legyen az 6t egész szam nagysag szerint névekvo sorrendben
1, To, T3, T4 és x5, A tiz Osszeg legkisebbike xy + x5, ez tehat kisebb 15-nél; a
legnagyobbik pedig x4+ x5, ami nagyobb 23-nal. A masodik legkisebb 0sszeg x1+z3,
a masodik legnagyobb pedig x3 + x5. A feltétel szerint igy

T, +x3 =15 és T3+ x5 = 23. (1)

A két egyenletet Osszeadva x1 + x5 + 2x3 = 38 adodik, vagyis x; + x5 paros szam.
A tiz Osszeg kozil ez nem a legkisebb és nem is a legnagyobb, igy haromféle értéke
lehet: 16, 18 és 20.

Mindhéarom esetben (1) -gyel egytitt egy-egy haromismeretlenes egyenlet rendszert
kapunk x1, z3 és x5 ismeretlenekkel. Egy szerencsés észrevétellel azonban elkeriil-
hetjik annak vizsgalatat, hogy az egyes esetekben az egyenletrendszerek megoldasai
kiterjeszthetok-e a feladat megoldasava.

A tiz 6sszeg legnagyobbikat (z4+x5) és legkisebbikét (z1+25) elhagyva a megmaradt
nyolc Osszeg Osszege

3(x1 + xo + T3+ x4 + 15) + 13 = 149, (2)

vagyis x3 2 maradékot ad 3-mal osztva. Az x4 x5+ 2x3 = 38 feltétel szerint x1 + x5
1 maradékot ad 3-mal osztva, vagyis 1 + x5 = 16.
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Mivel x3 legalabb 2-vel kisebb, mint x5, ezért x; + x3 legfeljebb 14 lehet, ami ellent-
mond (1)-nek.

A feladatnak tehat nincsen egész szamokbol allé megoldésa.

a. II. megoldas. Rendezziik ismét nagysag szerint az 6t ismeretlen szamot. Ekkor
teljesiilnek az alabbi egyenlotlenségek:

T+ xe<T1+r3<x1HT4<T+r5<Tota5<x3+a5<z4+m5 (3)
T+ X2 <1 +T3<Toa+2T3<Tao+xy<x3+x4<x3+T5<Tyg+ Ts. (4)

Lathato, hogy 1 + x5 a legkisebb, z1 + x5 az utdna kovetkezod; x4+ x5 a legnagyobb,
és x3 + x5 az elétte levs. A tobbi 6 Osszeg értéke tehat valamilyen sorrendben 16,
17, 18, 19, 20 és 21. E hat Osszeg Osszege:

2([E1+I2+[L’3+I4+[L’5)+I2+[L’4:1]_17 (5)

vagyis ro + x4 paratlan szam: értéke 17, 19 vagy 21.

Masfeldl x5 + x4 biztosan kisebb, mint x3 + x4 és w9 + x5, viszont biztosan nagyobb,
mint x1 + x4 és x5 + x3. A harom szdéba jovo paratlan szam kozil csak a 19-nél van
legalabb két kisebb és legaldbb két nagyobb a hat szam kozott, tehat xo + x4 = 19.
A megadott 0sszegek koziil pontosan ketté nagyobb néala, a 20 és a 21. Ezek tehat
valamilyen sorrendben az x3 + x4 és az x5 + 5. E két Osszeg Osszege igy

$2+$3+(L’4+$5:41.

Mivel 29 + 3 + x4 + x5 = (v9 + x4) + (23 + x5) és 22 + x4 = 19, kapjuk, hogy
xr3 + x5 = 22. Ez pedig lehetetlen, hiszen a 22 nem szerepel a megadott 6sszegek
kozott.

Azt kaptuk tehat, hogy nincs olyan 6t kiillonbozé pozitiv egész szam, amelyekre
teljesiilnének a feltételek.

b. A valés szamok kérében mar van megoldésa a feladatnak. A méasodik megoldas
gondolatmenete szerint elindulva most x5 + x4 péros is lehet. Mivel a vizsgalt hat
,k0zEps6” Osszeg kozott van legalabb két nala kisebb és legaldbb két nala nagyobb,
ezért To + x4 = 18.

A 18-nal kisebb két szbba jové Osszeg a 16 és 17, ezek tehat valamelyik sorrendben
az r1 + T4 és az xo + r3. igy most

$1+ZL‘2+I’3+ZE4:33.

(5) alapjan 111 = 2(xy + 2 + x3 + x4) + 225 + (9 + x4), ahonnan x5 = 13,5. Mivel
r3+ x5 = 23 és 1 + x3 = 15, kapjuk, hogy x3 =9,5 és 1 = 5, 5.

A tiz érték koziil eddig megkaptuk a 15, a 18, a 19 és a 23-at. A hidnyz6 hat Osszeg
To+ X1, Lo+ T3, To+ X5, Ta+ 21, T4+ 23 és x4+ 5. E hat Osszeg koziil ketto értéke
nem szerepel a nyolc szam kozott (z7 + o és x4 + x5), a megmaradt négy pedig a
16, 17, illetve a 20 és 21 értékeket allitja eld valamilyen sorrendben.

Mivel zo + x5 és x5 4+ x3 kiilonbsége 4, és ugyanennyi x4 + 3, valamint x4 + 2,
kiillonbsége is (z5—1x3 = x3—x1 = 4), ezért attol fliggden, hogy milyennek valasztjuk
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To + Ty és x3 + 14 nagysagviszonyat, vagy xs + x5 = 20 és x3 + x4 = 21, vagy pedig
To+ x5 = 21 és x3 + x4 = 20. Az els6 esetben z9 = 6,5, x4 = 11,5, a masodikban
pedig xo = 7,5, x4 = 10,5. Lathat6, hogy mind a két esetben megoldast kapunk.

A valos szamok korében tehat két megoldasa van a feladatnak. Ezek
r1=295,5, x9=06,b; x3=95;, x,=11,5;, z5=13,5,

illetve
x1=05,5 x9=7,5; x3=9,5, x,=10,5 x5=13,5.
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