Atvételi vizsga - megoldas 2019

specialis matematika tagozat

Szamologép nem haszndalhato. Munkaidd 120 perc.

1. feladat Andras, Balazs és Csongor ugyanolyan konyvet szeretnének va-

sarolni. Andras pénzébdl azonban hidnyzik a konyv dranak az % része, Balazs
pénzébdl az i része, Csongor pénzébdl pedig az % része. Ha a konyv 470 Ft-tal
olcsobb lenne, akkor a harmojuk pénzét teljesen elkoltve éppen harom darabot

tudnanak venni. Hany forintba keriil a kényv? (6 pont)

Megoldas: Jelolje a konyv arat x. Ekkor a széveg alapjan felirhaté az alabbi

egyenlet:

2 3 4
g.x+1.x+5-x:3-(x—470).

Szorzunk a nevezdk legkisebb k6zos tobbesével, 60-nal
40x + 45z + 48x = 180(x — 470),

ennek megoldasa pedig x = 1800. A konyv 1800 forintba keriilt.

Ellenérzés: ekkor Andrasnak 1200Ft-ja, Baldzsnak 1350Ft-ja, Csongornak 1440Ft-
ja volt, ezek 0sszege 3990Ft. Masrészt 1800-470—1330 és ennek haromszorosa is
3990Ft, a megoldas jo.

2. feladat A négyjegyd pozitiv egész S szam jegyei a 3, 4, 5 és 6 valamilyen
sorrendben. A szam kozepén levé két jegy koziil a nagyobbat jeldlje n, a kisebbet
k. Mi lehet S ha n-nel maradékosan osztva éppen k a maradék? (8 pont)

Megoldas: S jegyeinek Osszege 18, ezért oszthatd 3-mal. Eseteket vizsgalunk
a lehetséges n értékek szerint.

Ha n = 6 a maradék csak 3 lehet. Ekkor a szam péaratlan, igy utolso jegye az
5, els6 jegye a 4. Két ilyen szam van, az S; = 4635 és az Sy = 4365.

Ha n = 5, akkor a szdm maradéka az utolso jegyének 6t0s maradéka. Mivel
a négy jegy kozott nincs kettd, amelynek azonos lenne az 6t6s maradéka ilyen S
szam nincs.

Végiil ha n = 4, akkor a maradék néla kisebb lehet, azaz k = 3, tehat a szam
paratlan. Ebbdl kovetkezik, hogy az utolso jegy az 5 és az els6 a 6. A 4-gyel
osztva 3-as maradékot ado szam a S3 = 6435.

3. feladat Egy szabélyos 12-sz0g oldalai pirosak. A sokszoget néhény at-
lojaval haromszogekre vagjuk tgy, hogy a behuzott atlok nem metszik egymést



a 12-sz0g belsejében. Legyenek ezek az atlok kékek. Az igy kapott haromszo-
gek kozil azokat, amelyeknek van piros oldaluk "hatéros"-nak nevezziik. Azokat,
amelyeknek minden oldala kék "bels6"-nek nevezziik. Lehet-e ugyanannyi hataros
és bels6 haromszog? (8 pont)

Megoldas: A haromszogeknek legfeljebb két piros oldala lehet. Mivel 12
piros szakaszunk van, ezért legalabb 6 hataros hdromszog lesz. Mivel Osszesen 10
haromszog keletkezik, ezért a hataros haromszogek szama mindenképpen tobb,
mint a belsd haromszogek szama.

Megjegyzés: Legyen a hatarosak szama h. Ekkor a h = 6,7,8,9,10 esetek
mindegyikéhez készitheté megfelels felbontas.

4. feladat Egy 20 x 20-as tablazat els¢ oszlopanak minden mezGjébe 1-et
irtunk. A masodik oszlop minden mezGjébe 2-6t, a harmadik oszlop minden me-
zGjébe 3-at és igy tovabb egészen a huszadik oszlopig, amelynek minden mezGjébe
20-at frtunk. A tablazat bal fels6tsl a jobb alsé sarkéig futo atloja mentén kito-
roltiik a szamokat. Igazoljuk, hogy ezen atlo felett a megmaradt szdmok Osszege
éppen kétszer akkora, mint az 4tlo alatti szamok Gszege. (8 pont)

Megoldas: Megmutatjuk, hogy tetszéleges n x n-es tablazat esetén igaz az
allitas, ha a feladatben leirt modon toltjiik ki. A kitorolt atlo alatt allo szamokat
soronként adjuk Ossze. A k-adik sorban &ll6 szdmok 1,2, ...,k — 1, ezek Osszege
(k—1)k/2. A kitorolt atlo felett allo szamokat oszloponként adjuk 6ssze, a k-adik
oszlopban k — 1 darab k all, ezek Gsszege k(k — 1), ami éppen a megfelels sor
Osszegének a kétszerese, ezzel készen is vagyunk.

5. feladat Az ABC héromszoghen AC' = BC és ACBZ = 40°. A héromszog
bels6 P pontjara AP < BP és APB/Z = 110°. A BP szakaszfelez6 merélegese
D-ben metszi a BC' oldalt, a DP egyenes pedig E-ben az AC oldalt.

(a) Bizonyitsuk be, hogy AE + DB = ED.
(b) Az ED szakasz felezépontjan at parhuzamost hizunk BC-vel, ez AB-t G-ben
metszi. Mekkora az EGDZ? (10 pont)

Megoldas: Az ABC haromszog egyenlGszéart, c-nél levd szoge 40°, igy az
alapokon fekvd szogei 70°-osak. A PAB haromszog A-nal és B-nél levs szogét
jelolje a és 5. Mivel APBZ = 110°, igy a+ [ = 70°. Ezeket Osszevetve FAP/ =
B és PBD/ = a. Mivel D rajta van PB felezémer6legesén, igy PD = DB és
ezért PBD/ = BPD/ = a. Ekkor APE/ = 180° — 110° — BPD/ = (. Azt
kaptuk, hogy AE P haromszogbn A-nal és E-nél is [ szog van, azaz AE = EP.
A feladat (a) részét igazoltuk, hiszen AE + DB = EP + PD = ED.



(b) Hazzunk E-nat is parhuzamost BC-vel, ez AB-t H-ban metszi. Legyen
ED felez6pontja F. Mivel AEH az ABC-hez hasonloé haromszog, ezért AE =
EH. Az EHBD trapézban FG koézépvonal, igy FFG = (EH + DB)/2 = (AE +
DB)/2 = ED/2. Ebbdl kivetkezik, hogy G rajta van ED Thalesz korén, azaz
EGDZ =90°.

6. feladat Anna és Bea valasztanak egy egy pozitiv egész szamot és megsigjak
szamukat Cilinek. Cili kozli, hogy a szamok Gsszege, vagy szorzata 120. Anna
megjegyzi, hogy ebbdl még nem tudja kitalalni, mi Bea szama. Ezt hallva, némi
toprengés utan Bea azt mondja, nem tudja, mi Anna szama. Mi volt Bea szama?
(10 pont)

Megoldas: Legyen Anna széma a Bea széma pedig b. Ha a nem osztja a
120-at, akkor Anna azonnal tudja, hogy Bea szama csakis 120 — a lehet. An-
na els6 mondatdbol igy az kovetkezik, hogy a a 120 valamely pozitiv oszto-
ja. Viszont maga a 120 sem lehet, hiszen akkor b = 1 lehet csak, igy Anna
ki tudnéa talalni Bea szamat. Osszefoglalva a lehetséges értékeinek H halmaza
H =1{1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15, 20, 24, 30,60}

Bea némi toprengése azt jelzi, hogy mindezt 6 is atgondolta, de ennek ellenére
nem tudja Anna szdmat. Ezért Bea szama is egy H-beli szam, mégpedig olyan,
hogy talalhaté H ban olyan a; # ao, amelyre a; +b = 120 és ay - b = 120. Mivel
H minden eleme legfeljebb 60, ezért az emlitett két feltétel koziil az elsd csak

b = 60 esetén teljesiilhet. Bea szdma a 60, Anna szdma pedig vagy a 2, vagy a
60.



